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“ .. for geometry, you know, is the gate of science,
and the gate is so low and small that one can only enter it as a little child.”

WIiLLIAM KINGDON CLIFFORD



Resumo

As élgebras geométricas foram concebidas por W. K. Clifford no século XIX como uma
fusao das algebras de Grassmann com os quatérnions de Hamilton. A poderosa estrutura
das algebras geométricas apresenta grande aplicabilidade tanto em Matemaética como na
Fisica, devido nao somente ao seu significado geométrico, mas também a sua generalidade,
que nao é apresentada pela famosa algebra vetorial de Gibbs-Heaviside, cuja aplicacao se
restringe ao espaco euclidiano tridimensional. As quase inexploradas algebras de Clifford
ressurgiram no século XX como parte intrinseca das teorias quanticas de Pauli e de Dirac,
e passaram a ganhar algum reconhecimento através dos trabalhos de D. O. Hestenes, na
segunda metade do século XX. Neste trabalho, a dlgebra geométrica do espaco euclidiano
tridimensional e a algebra geométrica do espago-tempo de Minkowski sao apresentadas e
aplicadas respectivamente na descrigao da teoria de Pauli e na descrigao do espago-tempo

de Minkowski e da estrutura subjacente a teoria de Dirac.



Abstract

Geometric algebras were conceived by W. K. Clifford in the 19th century as a fusion
of Grassmann algebras with the quaternions of Hamilton. The powerful structure of
geometric algebras presents great applicability both in mathematics and physics, due not
only to its geometrical meaning, but also to its generality, that is not presented by the
famous vector algebra of Gibbs-Heaviside, whose application is restricted to Euclidean
three-dimensional space. The almost unexplored Clifford algebras reappeared in the 20th
century as an intrinsic part of the quantum theories of Pauli and Dirac, and have gained
some recognition through the works of D. O. Hestenes, in the second half of the 20th
century. In this work the geometric algebra of three-dimensional Euclidean space and
the geometric algebra of Minkowski spacetime are presented and respectively applied to
description of Pauli theory and description of Minkowski spacetime and the subjacent

structure to the Dirac theory.
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1 Preambulo

As dlgebras geométricas, casos especiais de dlgebras de Clifford — a grosso modo,
sistemas algébricos provindos de uma espécie de fusao da dlgebra dos quatérnions de
Hamilton com dlgebras de Grassmann —, proveem a linguagem fundamental em termos
da qual as teorias fisicas alvejadas neste trabalho sdo apresentadas. A teoria de Dirac

desempenha o papel central dentre essas teorias.

Neste primeiro capitulo se faz uma breve apresentacao as estruturas matematicas
supracitadas, precedida por um retrospecto histérico que deve servir de motivacao para
o trabalho. Uma introducao de fato é dada apenas aos quatérnions. Quanto as algebras
de Grassmann e de Clifford, retém-se apenas as suas defini¢coes gerais. Casos especiais
de grande interesse fisico das algebras de Clifford sao apresentados ao longo do texto.
Algebras de Grassmann aparecem como estruturas inerentes as algebras de Clifford que
sao consideradas. Ao fim do capitulo, fixa-se os objetivos do trabalho e apresenta-se a sua

organizacao.

1.1 Um Panorama Historico

Hoje é natural que se veja dlgebra e geometria como campos quase indissociaveis. Mas
nem sempre foi assim, como prefaciado por Jayme Vaz Jr. e Roldao da Rocha Jr. em sua
obra “An Introduction to Clifford Algebras and Spinors” (VAZ JR.; DA ROCHA JR., 2016).

A ideia de unificacao de operacgoes geométricas e algébricas foi primeiramente defen-
dida por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), em uma carta para Christiaan Huygens
(1629-1695), de 1679 (publicada em 1833). Essa ideia foi primeiramente manifestada
pelo noruegués Caspar Wessel (1745-1818) através de um trabalho apresentado a Aca-
demia Real Dinamarquesa de Ciéncias e Letras em 1797, e publicado em 1799. Apesar
da publicacao, esse trabalho era pouco conhecido até a sua traducao para o francés em
1897. A interpretagao geométrica dos niimeros complexos em termos do plano de Argand-
Gauss(-Wessel) teve suas primeiras grandes impressoes pelos trabalhos independentes de
Jean-Robert Argand (1768-1822), de 1806, e Johann Carl Friederich Gauss (1777-1855),

de 1831. O sucesso da abordagem geométrica dos nimeros complexos levou William
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Rowan Hamilton (1805-1865) a buscar um sistema numérico mais geral, correspondente
ao espaco tridimensional. Apds anos passados e tentativas falhas, Hamilton teve sucesso
em 1843, com a concepcao de objetos que ele denominou quaternions [em portugués, sao
chamados quatérnions, quaternides ou quatérnios; a primeira acepgao serd aqui adotada].
A partir de entdao, Hamilton e seus seguidores dedicaram anos com o aperfeicoamento
da teoria e desenvolvimento de aplicacoes do sistema recém-concebido. A mesma época
da concep¢ao dos quatérnions, Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) publicou seu
grande trabalho, Die lineale Ausdehnungslehre, em que introduz um sistema algébrico
baseado num produto de significado geométrico. Entretanto, seu sistema era demasiado
inovador, geral e abstrato para a época, o que o fazia de dificil compreensao. Mesmo
uma nova versao mais inteligivel, de 1862, do trabalho de Grassmann, nao o fez menos
obscuro. Curiosamente, em 1844, depois da publicacao da carta de Leibniz para Huygens,
o Jablonowskischen Gesellschaft der Wissenschaft ofereceu um prémio para aquele que
desenvolvesse a ideia de Leibniz. O prémio foi dado para Grassmann em 1846 pelo seu
sistema algébrico apresentado em Die lineale Ausdehnungslehre; ainda assim, isso nao foi

suficiente para que fosse dada maior atencao ao trabalho de Grassmann.

Ainda segundo Vaz Jr. e da Rocha Jr., em 1873, o inglés William Kingdon Clifford
(1845-1879) publicou um artigo intitulado “Preliminary Sketch of Biquaternions”, e em
1876 escreveu os manuscritos “Further note on so-called biquaternions” e “On the classifi-
cation of geometric algebra” (que foram publicados juntos, em 1882, postumamente, sob
o titulo “On the Classification of Geometric Algebras”). Esses trabalhos culminaram no
grande trabalho de Clifford de 1878, “Applications of Grassmann’s Extensive Algebra”, em
que ele apresenta uma nova estrutura algébrica de significado geométrico, a qual é baseada
numa espécie de “produto quaternionico generalizado”, que opera entre os elementos dos
espacos que servem de substrato para a estrutura de Grassmann. De tal modo, o sistema
introduzido por Clifford é naturalmente adaptado a geometria ortogonal [a mais impor-
tante em fisical, tal como os quatérnions o sao para espacos tridimensionais, e pode ser
construido a partir de espacos vetoriais arbitrarios, tais como os sistemas de Grassmann.
Clifford denominou sua estrutura de dlgebra geométrica (geometric algebra), mas hoje tais
estruturas sao também muito conhecidas como dlgebras de Clifford (apesar disso, serdo
comumente designadas aqui de dlgebras geométricas). Infelizmente, Clifford mal pode
continuar com seu trabalho: morreu no ano seguinte a publicacao do mesmo, com apenas
33 anos de idade. E importante salientar que, logo depois do trabalho de Clifford, em
1880, as algebras geométricas foram reinventadas por Rudolf Otto Sigismund Lipschitz
(1832-1903). Além disso, muitos outros estudiosos contribuiram para o desenvolvimento
das algebras geométricas. Um dos mais importantes foi Elie Joseph Cartan (1869-1951),
que dentre vérias contribuicoes, descreveu algebras geométricas em termos de matrizes
e introduziu o conceito de spinor (embora o termo spinor tenha sido cunhado por Paul
Ehrenfest (1880-1933) na década de 1920). Foi Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958) quem
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introduziu as algebras geométricas na Fisica, através do conceito de spinor, aplicando,
por exemplo, a sua teoria do spin, a qual lhe rendeu o prémio Nobel. Depois foi a vez de
Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), que apresentou, em 1928, a principal equac¢ao em
mecanica quantica relativistica, a qual é escrita em termos de algebras geométricas, com
o elétron sendo descrito por um campo de spinors [devido ao uso sistemético da palavra
spinor no texto, a partir daqui, a mesma sera grafada sem italico, com o plural sendo
escrito “spinores” (sem as aspas)|]. A partir de entdo, varias outras contribuigbes foram
pouco a pouco incrementando o arsenal do aparato tedrico das algebras geométricas de
Clifford, com uma variedade de aplica¢oes nao somente em ciéncias matematicas e fisicas,

como também em computacao e engenharia.

Na secao que segue, os quatérnions sao introduzidos com base no artigo “If Hamilton
Had Prevailed: Quaternions in Physics”, de Joachim Lambek (LAMBEK, 1995).

1.2 Os Quatérnions de Hamilton

A partir do advento dos ntimeros naturais, problemas matematicos descritos por equa-
¢oes algébricas induziram sucessivamente a consideracao de um sistema numérico mais
geral. De fato, através da consideragao de operagoes inversas as operagoes bésicas (soma,
multiplica¢do, potenciagao), as quais sdo necessarias para resolucao das equagoes, pode-
se obter objetos matematicos que nao sao caracterizados como nimeros naturais, o que

induz a necessidade de extensoes do sistema numérico.

As sucessivas extensoes com base no paradigma supracitado podem ser representadas

pelas seguintes relacoes de inclusao,

NCZcQcRcC,

em que figuram, além dos nimeros naturais, os inteiros, os racionais, os reais e os com-
plexos, respectivamente. Essa sequéncia de relacoes de inclusao expressam a ordem logica
do desenvolvimento dos primeiros sistemas numéricos. Entretanto, a sequéncia em acordo

com a conhecida historia do desenvolvimento dos sistemas numéricos é dada por

Nt cZ" cR"cRcC,

em que NT, Z* e RT representam, respectivamente, os naturais positivos, os inteiros

positivos e os reais positivos.
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Deixando de parte a histéria da construcao desses sistemas numéricos, voltar-se-a para
aquele cujo desenvolvimento sucedeu o dos niimeros complexos, e que se apresenta como

uma generalizacao deste, o dos quatérnions.

Depois da demonstracao do teorema fundamental da dlgebra, que garante que uma
equacao polinomial de grau n tem n solugdes complexas nao necessariamente distintas,
parecia nao haver mais a necessidade de introduzir novos tipos de nimeros. Foi com uma
motivacao diferente que Hamilton concebeu os quatérnions — é interessante salientar que
eles foram obtidos independentemente por Benjamin Olinde Rodrigues e eventualmente
ja eram conhecidos por Gauss. Hamilton buscava por niimeros da forma a+ bi + ¢j, sendo
a,b,c € R ei? = j? = —1, os quais deveriam desempenhar para o espaco o mesmo papel

que os nimeros complexos desempenhavam para o plano.

Influenciado pela identidade complexa

(a + bi)(a — bi) = a* + b*,
Hamilton observou que

(a+bi+cj)(a—bi—cj)=a*+b*+c* — (ij + ji)be.

Entao, em 1843, ele teve a subita ideia de abdicar da lei comutativa da multiplicacao, e

considerou ¢j como uma terceira raiz quadrada de —1, ij = k, de tal forma que

i2 = 5% =k = ijk = —1, (1.1)

de acordo com as quais 1 = —ji e

(a+bi+cj)a—bi —cj) = a® + b* + 2.

De um modo geral, como consequéncia das equagoes (1.1), segue que

ij = —ji = k
jk = —kj = i p, (1.2)
ki = —ik = j

de acordo com as quais

(a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) =a®>+b* + 2+ &,
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sendo d real.

Numeros da forma a + bi + ¢j + dk, sendo a,b,c,d € R e 7,7 e k tais que valem as
equagoes (1.1), sdo denominados quatérnions. O conjunto dos quatérnions é denotado por

H, em honra a Hamilton.

E conveniente denotar: 1 = iy, i = 11, j = is, k = i3. Dessa forma, um quatérnion

pode ser escrito

3

q=dqo+ q1i1 + G2tz + 313 = Z Qs
n=0

em que g, € R.

Quatérnions sao combinados através das operacoes de soma e produto de acordo com as
leis usuais da aritmética (comutatividade, associatividade, existéncia do elemento neutro,
existéncia de elementos simétricos e distributividade do produto em relacdo a soma), tal
como os numeros reais e complexos, exceto pela lei de comutatividade do produto. Além
do mais, é possivel multiplicar um quatérnion por um numero real. Assim, define-se a
soma entre quatérnions, a multiplicacao de um quatérnion por um escalar real e o produto

quaternionico, respectivamente, como segue:

3 3 3
q+p= (Z Qu%) + (Z puizx> = (qN + p;L)iu;
n=0 v=0 =0

I

3
Ag =\ (Z quiu> =
n=0

3
(AQu)iy;
pn=0

(gopo — q1p1 — G2p2 — G3p3)io+
3 3 .
. . +(qop1 + ¢1po + 2p3 — qsp2)ir+
qp = Z om Zpuzu = ) ; (13)
=0 V=0 +(qop2 — q1ps + G2po + q3p1 )i+
( )

+(qops + q1p2 — G2p1 + q3pP0)13

em que ¢,p € H, sendo ¢,,p, € R, e também A € R.

Como pode-se observar, tais operacoes sempre geram outros quatérnions, o que carac-

teriza a propriedade de fechamento de H com relagao a essas operacoes.

O simétrico do quatérnion ¢ em relacao a operacao de soma, o oposto de ¢, é dado
pelo quatérnion denotado por —q cujos coeficientes sao os opostos dos coeficientes de q.

A subtracao de um quatérnion p pelo quatérnion ¢ é entao dada por
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p—q:=p+(—q).

Define-se o conjugado do quatérnion ¢ como

q = qo — q1%1 — Q2l2 — q3l3.

Define-se entdao a norma de ¢ como o real nao negativo ||¢|| tal que

lall* == 97 = qa = a3 + i + a5 + G5
Assim, sendo ¢ # 0,

q
q =1,
llall?

o que permite identificar o simétrico de g com relagao ao produto quaternionico (o inverso):

1 q
q = .
lql?

Dessa forma, é possivel, num certo sentido, “dividir” quatérnions efetuando-se o produto

de um (o “dividendo”) pelo inverso do outro (o “divisor”).

O conjunto dos quatérnions, H, dotado das operacoes de soma e produto entre quatér-
nions munidas de suas propriedades formam um corpo nao-comutativo ou anel de divisao.
Também verifica-se que H dotado das operacoes de soma entre quatérnions e multiplicacao
de quatérnion por escalar real determina um espaco vetorial sobre o corpo dos escalares
reais. Além do mais, o espaco vetorial dos quatérnions dotado do produto quaternionico
determina uma dlgebra sobre tal espaco vetorial, ou, igualmente, uma &algebra sobre o
corpo dos escalares reais. (Os termos grafados em itélico neste pardgrafo sdo nomes de

estruturas algébricas, cuja definigao é dada no apéndice A do presente trabalho.)

A parte real, ou parte escalar, e a parte imagindria pura, ou parte vetorial, de um

quatérnion ¢ sao definidas, respectivamente, por

3
Re(q) == qo e Pu(q) = q1t1 + qois + q3i3 = uniu-
pn=1
Assim, é razoavel identificar um quatérnion puro com um vetor do espaco euclidiano

X a v ial”). i a i i a v
como sugere a expressao “parte vetorial”). Considere, entao, a identificacao dos vetores

q = (¢1,92,93) ¢ p = (p1,p2,p3) com os quatérnions puros Pu(q) = qii1 + g2l + g3is e
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Pu(p) = p1iy + pais + psis, respectivamente. O produto entre esses quatérnions, de acordo

com a expressao explicita para o produto quaternionico, (1.3), fica

Pu(q)Pu(p) = (—q1p1 — g2p2 — q3p3)i0 + (g2ps — q3p2)i1 + (—q1ps + qsp1 )iz + (q1p2 — q2p1)is,

ou,

Pu(q)Pu(p) = —(q1p1 + @2p2 + a3p3) + (@203 — q3p2)in + (gsp1 — @1ps)iz + (2 — qopr)is,
que pode ser escrito como

Pu(q)Pu(p) = —Pu(q) - Pu(p) + Pu(q) x Pu(p), (1.4)

em que

Pu(q) - Pu(p) := qip1 + qop2 + q3ps,

Pu(q) x Pu(p) := (g2p3 — qsp2)i1 + (gsp1 — q1ps)ia + (q1p2 — q2p1)is,

os quais correspondem, respectivamente, ao que vieram a ser chamados produto escalar e

produto vetorial dos vetores q e p, no ambito da algebra vetorial de Gibbs-Heaviside.

Pode-se também identificar quatérnions com matrizes complexas 2x2. De fato, fazendo

0s mapeamentos

TN 0 —i L 0 —1
) 1:= e i = 7
! i 0 ? ! 1 0

em que i representa a raiz quadrada de —1 ordinaria, e entao forcando

L s 0 —i 0 —1 —i 0
193 = 1117 =17 = — ,
ST ! —i 0 1 0 0 i

verifica-se que
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i? =2 =k*=1jk = —1

(em que 1 representa a matriz identidade), que sdo andlogas as relagoes (1.1). Além do

mais, verifica-se que

1= —ioy, J = —i09 e k = —ios,

0 1 0 —i 1 0
o1 = , 09 = e 03 =
! 10 2 i 0 ’ 0 —1

sao as chamadas matrizes de Pauli, que juntamente com a matriz identidade geram o

em que

espaco vetorial das matrizes complexas 2 X 2 hermitianas.

Assim, obtém-se uma maneira de representar quatérnions por matrizes. Com efeito,

um quatérnion genérico ¢ pode ser representado matricialmente por

1+ qui+qof +qsk L0y L IV (L o
= 1 = c 9
q=4qo Q11T q2] 43 qo 01 q1 i 0 q2 1 0 qs 0

ou seja, por

o = o — g3t —Qq2 — 1t
G2 —qit  qo + g3t 7

u —v*
)
voou*

sendo u = qy — q3t € v = @2 — @11 € u* e v* seus conjugados complexos.

que é da forma

Note que o conjugado quaternionico de ¢, ¢, ¢ representado matricialmente por

u* v*
( ) =dq,
—U U

em que ' indica a matriz conjugada hermitiana de q.
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Pode-se obter outro tipo de representacao matricial para quatérnions substituindo os
nimeros 0, 1 e 7, respectivamente, pelas matrizes

o) (00) < (50)

nas matrizes 1, 1, j e k na expressao de . Neste caso, obtém-se a representacao do

quatérnion genérico ¢ por uma matriz real 4 x 4:

do —43 —q2 —(q1
as do a1 —q2
a2 —q1 do q3
a1 a2 —g3 do

Uma maneira natural de verificar tal representatividade matricial de um quatérnion

baseia-se em algebra linear. Com efeito, considere a fungao
L,: H — H
q — aq

induzida pelo produto com o quatérnion a pela esquerda. As propriedades

a(Ag) =Aaq) e alg+p)=aq+tap

implicam que tal funcao é uma transformacao linear. Dessa forma, representando o qua-

térnion genérico ¢ pela matriz coluna

qo

q1
{qu} = ’

qs3

a transformacao linear supracitada pode ser representada por uma matriz 4 x 4, que sera

representada por L(a). Assim, tem-se que

{a.} = L(a){q,.},

sendo ¢ = aq.

Da mesma forma, pode-se representar a transformacao linear Ry : ¢ — ¢b, induzida pelo

produto com o quatérnion b pela direita, pela matriz R(b) tal que
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{a.} = R(0){q,.},

sendo ¢ = qb.

Dessa forma, evocando a propriedade associativa do produto quaternionico, tem-se

(aq)b = a(gb),

que implica

R(b)L(a) = L(a)R(b), L(aq) = L(a)L(q) e R(qb) = R(b)R(q),

que mostram que L : H — My(R) e R : H — My(R) sdo homomorfismos (sobre a definigdo

de homomorfismo vide apéndice A).

No apéndice B do presente trabalho, atencao é dada a algumas aplicacoes bésicas dos
quatérnions a Fisica, que, além de servirem de subsidios para o que serd apresentado pos-
teriormente no trabalho, constituem uma forma de ilustracao da utilidade dos quatérnions
a Fisica. Desempenham um papel central na exposicao os chamados biquatérnions, que
essencialmente sao quatérnions com coeficientes complexos. O exposto em tal apéndice
tem um carater tal que o autor sugere que o mesmo seja entendido como uma continuagao
desta secao, embora sua leitura nao seja imprescindivel para a compreensao do restante
do trabalho.

1.3 As Algebras de Grassmann e de Clifford

Nesta secao seguem as definicoes de uma &algebra de Grassmann e de uma algebra de
Clifford, com base nas respectivas defini¢oes dadas por Joao Carlos Alves Barata, em suas
notas do “Curso de Fisica-Matemética” (BARATA, 2018), em seu capitulo 2, intitulado

“Estruturas Algébricas Bésicas”.

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo (K, +,-). Uma dlgebra de Grassmann sobre o
corpo (K, +,-) consiste numa algebra associativa e unital dada pelo par (A(V), A), sendo

o produto A tal que:

(a) V é subespaco vetorial do espago vetorial A(V);

(b) para quaisquer u, v e w de V tem-se u Av+w Aw = uAwv.

A propriedade (b) significa que w A w desempenha o papel de elemento neutro da soma
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de objetos resultantes de um produto da forma u A v, para quaisquer elementos u, v e w

de V. Em particular, dados os vetores u e v de V', o objeto

(u+v)AN(u+v)=uAut+uAv+vAu+vAv=uAv+vAu

também desempenha tal papel, o que implica u A v = —v A u. Por outro lado, um caso
particular de u A v = —v A u consiste em u A u = —u A u, que implica u A u como sendo

nulo para qualquer vetor u de V. Assim, a propriedade (b) é equivalente a:

(b’) para quaisquer u e v de V tem-se u A v = —v A u.

Uma algebra de Clifford pode ser definida sobre qualquer espaco vetorial dotado de
uma forma bilinear simétrica. A definicao que segue, porém, é restrita a espacos vetoriais
sobre corpos de caracteristica diferente de 2 (nao discute-se sobre isso nesse trabalho),

que é o caso do corpo dos racionais, dos reais e dos complexos.

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo (K, +,) (dos racionais ou dos reais ou dos
complexos) e g : V x V — K uma forma bilinear simétrica definida sobre V. A dlgebra
de Clifford sobre o espaco vetorial V' dotado da forma bilinear simétrica g, denotada por
CL(V, g) e cujo produto é denotado por justaposigdo, é uma algebra associativa e unital,

com unidade I, tal que:

(a) V é subespago vetorial do espago mais geral que serve de substrato para C{(V] g);

(b) para qualquer v de V tem-se vv = g(v,v)I.

Observe que, dados u e v de V, tem-se

(u+v)(u+v) =uvu+uv+uv+vv = g(u,u)l + uv + vu + g(v,v)I

g(u+v,u+v)l = gu,u)l + 29(u,v)I + g(v,v)1,
de modo que a propriedade (b) implica uv +vu = 2¢g(u, v)I. Essa rela¢ao, por outro lado,

implica wu + uu = 2¢g(u,u)l, ou seja, implica uu = g(u,u)l. Assim, a propriedade (b)

equivale a:

(b’) para quaisquer u e v de V' tem-se uv + vu = 2g(u,v)l.
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Para melhores informacoes sobre as algebras de Grassmann, remete-se o leitor para
o livro “Algebra Exterior”, de Elon Lages Lima (LIMA, 2014). E para um tratamento
genérico e completo sobre algebras de Clifford indica-se o livro “An Introduction to Clifford
Algebras and Spinors”, de Jayme Vaz Jr. e Roldao da Rocha Jr. (VAZ JR.; DA ROCHA JR.,

2016), em que também trata-se das algebras de Grassmann, no seu capitulo 2.

1.4 Objetivacao e Organizacao

A pretensao desta dissertacao é dar ao leitor uma nogao da utilidade das algebras
de Clifford a Fisica mostrando que casos particulares dessas dlgebras descrevem tanto o
espaco fisico tridimensional como o espaco-tempo, e aparecem como estruturas inerentes a
teorias quanticas. Aproveita-se para mostrar a relacao entre algebras de Clifford e outras

estruturas algébricas utilizadas na descricao de teorias fisicas.

No apéndice A faz-se uma exposicao das principais estruturas algébricas com que se lida
no trabalho. No apéndice B apresenta-se aplicagoes dos (bi)quatérnions em descrigoes no
ambito da teoria especial da relatividade, da eletrodinamica classica e da teoria quantica
de Dirac. No capitulo 2 sao apresentadas as algebras geométricas do plano euclidiano e do
espaco euclidiano tridimensional, cuja linguagem ¢é utilizada para se fazer uma descri¢cao
da teoria quantica de Pauli. No capitulo 3 sao apresentadas as algebras geométricas de
espagos pseudo-euclidianos, em termos das quais se descreve o espaco-tempo de Minkowski
e se faz uma breve apresentacao a dlgebra de Dirac e aos spinores (operatérios) de Dirac.

Por fim, vem o capitulo de conclusao.



2 A Algebra Geométrica do Espaco

Euclidiano

Neste capitulo, a dlgebra geométrica do espaco euclidiano é tratada com base nos
artigos “A Algebra Geométrica do Espaco Euclideano e a Teoria de Pauli” (VAZ JR., 1997)
e “A Algebra Geométrica do Espago-Tempo e a Teoria da Relatividade” (VAZ JR., 2000),
ambos de Jayme Vaz Jr., e também com base no capitulo 2 (“Geometric Algebra in
Two and Three Dimensions”) do livro “Geometric Algebra for Physicists”, de Christopher
J. L. Doran e Anthony N. Lasenby (DORAN; LASENBY, 2003). Depois de discutida essa
estrutura, introduz-se os spinores de Pauli e trata-se de alguns aspectos da teoria de Pauli
em termos desses objetos e outros elementos da dlgebra geométrica do espaco euclidiano;

esse tratamento é baseado no exposto no primeiro artigo supracitado.

2.1 A Algebra Geométrica do Plano Euclidiano

2.1.1 Construcao da Estrutura

Considere o espaco vetorial usual associado a R?, e deixe que seus elementos sejam
denotados por letras latinas em negrito: u, v, etc. Sua base canonica sera denotada por
{e1,e2} = {(1,0),(0,1)} (em que fica subentendida a ordenacao da base), de tal forma
que se escreve, genericamente, U = uj€; + us€s, V = v1€] + 12€9, etc. A interpretagao
desse espaco seré a interpretacao geométrica usual: R? corresponde ao plano, e seus pares

ordenados representam vetores do plano.

Considere a forma bilinear g : R? x R? — R tal que

g(ei,ej) = 0,5, emque i,j € {1,2}. (2.1)

Tomando-se g(u, v), sendo u e v vetores genéricos, e aplicando-se entao a propriedade de
bilinearidade, verifica-se que g(u,v) = g(v,u), e que g(u,u) > 0, sendo que g(u,u) = 0

se, e somente se, u = o (u é o vetor nulo), ou seja, a forma bilinear g acima definida é
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simétrica e positiva-definida, logo corresponde a um produto interno. De fato, tem-se que

g(u,v) = g(ure; + uses, vie; + voes)
= wv1g(er, e1) + uivag(er, e2) + usvig(es, 1) + ugvag(es, €2) = uivy + usvs

= Ululg<ela el) + U1u29(917 92) + U2U19(927 el) + U2U29(92, 62) = 9(V7 11)-

Em particular,

g(u,u) = uy? +uy® > 0.
Observe que esse é o produto interno usual associado ao espaco vetorial R?. Dotando R?
com tal produto interno, faz-se dele um espaco euclidiano, o plano euclidiano.

A dlgebra geométrica do plano euclidiano é determinada por um espaco construido a
partir do plano euclidiano munido de um outro produto, denominado produto geométrico,
que sera construido na sequéncia, conforme se impoe restricoes a sua forma. FEle sera
denotado por justaposicao, ou seja, uv denotara o produto geométrico do vetor u pelo

vetor v. O espaco supracitado construido a partir de R? serd introduzido oportunamente.
A primeira propriedade imposta ao produto geométrico é
uu = g(u,u), VYu e R? (2.2)

que pode ser escrito

u’ = |u?, VYueR? (2.3)

em que introduziu-se a notacao uu = u?, e |-| corresponde a norma induzida pelo produto
interno g, ou seja, o médulo usual. Escrevendo u = uje; + useq, a equagao acima pode

ser escrita em termos de componentes como

(ure1 + uges)(urer + ugey) = ur® + ug?

Como a bilinearidade é condigao necessaria para o produto de uma algebra, impoe-se
necessariamente essa restricao ao produto geométrico. Aplicando entao tal propriedade

na expressao acima, obtém-se

2 2 2 2 2 2
ur“er” + ujus(ejes + exer) + ug” €° = uy” + up”.
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Para que essa equacao seja satisfeita, deve-se ter necessariamente

812 = ]_, 622 = 1, € €€y = —ege;. (24)

Essas relagoes determinam o produto geométrico da algebra geométrica do plano eu-
clidiano. Aplicando-as no céalculo do produto geométrico de dois vetores arbitrarios

u = uie; + us€ey € v = 101€e1 + 12€9, tem-se

uv = (uje] + ugeq)(vie; + ves)
2 2
= U v1€1” + UIV€e 1€ + UV €€ + UgUaes

= (u1v1 + UQUQ) + (Uﬂ)g — u2v1)eleg. (25)

E observavel que o primeiro termo do segundo membro da expressao obtida é um escalar,
que inclusive, corresponde ao produto interno introduzido anteriormente, mais conhecido
como produto escalar. Ja o segundo termo, nao se trata de um escalar nem de um vetor, se
agora admite-se a associatividade do produto geométrico. De fato, para a € R e w € R?,

tem-se aw = wa, mas, em particular,

61(9192) = (9191)92 = €y,

logo, eje; nao é um escalar. E, para qualquer vetor w, tem-se ww = w? = |w|?> > 0, mas

(9192)(6162) = —(8291)(9162) = —62[61(9192)] = —82[(8161)92] = —eey = —1,

logo, eje; nao é um vetor de R%. O coeficiente de ejes na expressao (2.5) sugere uma
b

interpretagdo geométrica para tal objeto. |ujvy — ugvy| corresponde a area do paralelo-

gramo determinado pelos vetores u e v. Enquanto /|ww/| corresponde ao comprimento

de um segmento de reta orientado que representa o vetor w, a quantidade

\/) [(u1vs — usvr)eres] [(urvs — usvy)eres] ‘
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corresponde a area do paralelogramo determinado pelos vetores u e v. Esse fato sugere que
eie; esteja associado a uma area do plano, mais especificamente, uma area de magnitude
unitaria; a multiplicagdo do objeto eje; por (ujvy —ugvy) torna-o associado a uma édrea de
magnitude |u3vy — ugvy|; conforme o sinal do coeficiente de (ujvy — ugvy)ejesy, tal objeto
tem uma espécie de “orientacao”, andloga, em certo sentido, a orientagao de um vetor

(como segmento de reta orientado), carecendo, por ora, de um significado pertinente.

Baseando-se na autossugestao feita no paragrafo anterior, considere a associacao do
objeto eje; com o paralelogramo/quadrado determinado pelos vetores e; e e;. Pode-se
pensar na orientacao desse quadrado como sendo determinada pela direcao do quadrado,
a qual é tnica e corresponde a direcao do plano, e pelo sentido de percurso da fronteira
do quadrado, o qual estd unicamente associado a ordem de consideragao dos vetores e;
e ey (e seus opostos) para a tomada dos deslocamentos necessarios para o percurso da
fronteira do quadrado (partindo-se da origem) no sentido em quest@o, horario ou anti-
horario. Por exemplo, a ordem do produto geométrico e;e; sugere que se associe a esse
um quadrado com sentido de percurso da sua fronteira sendo o sentido anti-horario, pois,
partindo-se da origem e tomando-se o deslocamento dado por e; e depois o dado por es,
e entao tomando-se os deslocamentos —e; e —ey percorre-se a fronteira do quadrado no
sentido anti-horario. Da mesma forma, ese; esta associado a um quadrado com sentido
de percurso de sua fronteira sendo o sentido horario, o sentido contrario do percurso do
“quadrado orientado” associado a e;es, 0 que é compativel com o fato de que eje; = —eqe;.
Essa interpretagao induz a ideia de que o objeto (ujvy — ugvy)ejey presente na expressao
para o produto geométrico uv corresponde ao paralelogramo orientado determinado por

uev.

A g A g
€9 €3
O € B O €] B

FIGURA 2.1 - Os dois quadrados orientados associados aos vetores de base e; e e;. Fonte:
(VAZ JR., 1997).

O fato de se poder escrever o produto geométrico uv como a soma de uma parte

simétrica e uma parte anti-simétrica como

1 1
uv = §(uv +vu) + §(uv —vu) (2.6)
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permite identificar a parte simétrica com o produto interno/escalar g(u,v) = ujv; + ugve

e (re)definir o produto interno/escalar em termos do produto geométrico como

u-v= %(uv+vu). (2.7)

A parte anti-simétrica do produto uv é definida como o produto externo ou produto exte-

rior ou ainda produto cunha dos vetores u e v:

1
u/\v:§(uv—vu):—v/\u. (2.8)

Com essas definigoes, pode-se escrever o produto geométrico como

uv=u-v+4+uAv. (2.9)

Observando que

eje;=e;-es+e Ney=e; Ney

e que

(u1vy — ugvi)ejey =uAv,
verifica-se que, de modo geral, o produto externo u A v representa o paralelogramo orien-
tado determinado pelos vetores u e v, nesta ordem.

Sejam u,v,w,X,y,z € R? Definindo a soma dos objetos resultantes de produto

externo por

UAV+WAX = (U1U2 + WiTo — UV — wgml)eleg,

verifica-se facilmente que

() uUAV+FWAX=WAX+UAV

e

) uAv+(WAX+yAz)=UAV+WAX)+YyAz.
Além disso, tem-se que
(iii)u/\V—l-W/\W:uAV+§(WW—WW>:u/\V,

ou seja, uAu = vAvV = wWAW = --- desempenha a func¢ao de elemento neutro com relagao
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a operacao de adicao. Tal elemento é tinico, e por ora serd denotado O; sua unicidade é

verificada observando que, caso exista O’ que também satisfaz

uAv+0 ' =uAv,

segue que

uAv+0O=uAv+0O,

que implica O = O’. Uma quarta propriedade bésica de elementos da forma u A v,
relacionada a existéncia de O, é que (iv) a todo u A v existe associado um “elemento
oposto”, no sentido que u A v somado a seu oposto resulta em O. De fato, a propriedade

u A v =—v A u identifica automaticamente o oposto de u A v com v A u:

uAv+vAu=0.

Também pode-se definir naturalmente a multiplicagdo de um objeto da forma u A v por

um escalar real o por

a(uAv) = [a(ujvg — ugvy)|ereq,

e verificar sem dificuldades que tal operacao obedece as propriedades (em que § também

¢ um escalar):

D) aff(uAv)] = (aB)(unv);
II) acuAv+wAx)=a(uAv)+a(wAx);

(
(
(ITI) (a4 B)(uAv) =a(uAv)+ BuAvV);
(

IV) I(uAv)=uAv.

Uma ultima propriedade importante a se observar é que a soma de objetos da forma
u A v e a multiplicagao de um tal objeto por um escalar real sempre resulta num desses
objetos. Essa propriedade juntamente com as propriedades i, ii, iii, iv, I, II, III e IV
das operacoes de soma e multiplicacao por escalar mostram que o conjunto de objetos
da forma u A v munido das operagoes de soma e multiplicacao por escalar real como
definidas determina uma estrutura de espago vetorial sobre o corpo dos reais. Os vetores
desse espaco vetorial sao designados 2-vetores ou bivetores, por serem determinados pelo
produto externo de dois vetores “usuais”. O espaco vetorial dos bivetores é denotado por
A (R?).

Com vistas em construgoes futuras, denota-se alternativamente o espago dos vetores
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.- 1 . .
do plano euclidiano por A" (R?), e denomina-se alternativamente os vetores do plano de
1-vetores. Da mesma forma, o espago vetorial dos escalares reais sera alternativamente
0 : .
denotado A" (R?); e seus vetores podem alternativamente ser designados de 0-vetores.

. k ~ .
Genericamente, os vetores de A" (R?) sao denominados k-vetores.

Como o produto geométrico de dois vetores do plano resulta na “soma” de duas quan-
tidades de natureza distinta, um escalar e um bivetor, tal “soma” nao deve se tratar de
uma soma em sua acepc¢ao usual. De fato, a soma de dois objetos, cada qual pertencente a
um espaco vetorial diferente, trata-se de uma soma direta, que corresponde a um vetor do
espaco vetorial resultante da soma direta dos espagos aos quais pertencem os dois objetos

distintos supracitados.

A fim de construir uma estrutura algébrica fechada com relacao ao produto geométrico,

define-se o espago vetorial A (R?), definido como a soma direta dos espacos da forma

A" (R):

A (B2) :é AF(R) = \°(R2) & \'(R?) & \?(R2). (2.10)

Seus elementos sao denominados multivetores. O vetor nulo desse espaco vetorial, 0+0+0O,
pode ser simplesmente denotado por 0, o que geralmente nao causa problemas. Um

multivetor arbitrario de A (R?) tem entdo a forma

A=ua -+ (a1e1 —+ CLQQQ) + a1g€e1€eq, (211)

sendo que a, ay, as, a;z € R.

Definindo entao o produto externo de um escalar a por um vetor do plano u por
a/Au = au, e completando a extensao do produto externo para multivetores considerando-
o bilinear e associativo, estabelece-se ( N (R?), /\) como uma algebra associativa sobre o
corpo dos reais. Tal algebra é denominada dlgebra exterior ou dlgebra de Grassmann
associada ao R?, a qual pode ser denotada por G,. Com efeito, pode-se verificar, de
acordo com o exposto nos textos de Elon Lages Lima (LIMA, 2014) e de Vaz Jr. e da
Rocha Jr. (VAZ JR.; DA ROCHA JR., 2016), que ( A (R?),A) ¢ uma dlgebra de Grassmann.

Definindo o produto geométrico de um escalar por um multivetor qualquer como a
multiplicagao do multivetor pelo escalar e estendendo o produto geométrico para multi-
vetores arbitrarios considerando as propriedades de bilinearidade e associatividade, segue
que o espaco vetorial A (R?) dotado do produto geométrico generalizado dessa forma de-
termina uma algebra associativa sobre o corpo dos reais. Tal algebra é a denominada
algebra geométrica do plano euclidiano, a qual é denotada por Cly, por se tratar de um

tipo especial de dlgebra de Clifford.
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2.1.2 Operacionalidade da Estrutura

Seja Ay um k-vetor arbitrario e A = Zi:o Aj, um multivetor arbitréario.

Define-se a projecdo de A sobre sua parte k-vetorial como

(A)r = As. (2.12)
Como exemplo, considere o multivetor ¢ = %(1 + e1). Para tal multivetor, tem-se

1

(phr=x-e1 e (pr=0.

(o= 5

57
Em termos da projecao define-se a involucdo graduada, ou graduacdo do multivetor

arbitrario A como

A=Y (-1)MA. (2.13)

k=0

Também em termos da projecao, define-se a reversao ou o reverso do multivetor A como

2
A=S"(=1)2Fk D4y, (2.14)
k=0

E a operacao de conjugacdo de um multivetor A, denotada por uma barra, é definida

como a composi¢ao das operagoes de graduagao de reversao:

-~

— A=A (2.15)

pN

Dessa forma, para A dado pela equacao (2.11), tem-se:

A=a— (a1e; + azes) + ajperez, A=a+ (a1e1 + azes) — ajpeiey

€ A=a— (a1e1 + (1262> — a12€1€2.

Deixa-se nota que a operacao de reversao tem esse nome porque reverte a ordem de

um produto externo:

(UAV)=—-uAv=vAu
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Uma grande vantagem operacional da estrutura da algebra geométrica reside na pos-
sibilidade de se definir o inverso de um vetor com relagao ao produto geométrico, e até
mesmo de um multivetor, em certos casos. De fato, ao efetuar-se o produto geométrico de

um vetor u diferente do vetor nulo por u/|u|* obtém-se o ntimero 1. Assim, para u # o,

1

denota-se u™", e denomina-se o tnverso de u, o vetor

ul=—. (2.16)

Para o bivetor eje;, por exemplo, pode-se definir o inverso como (e;e;)™! = ese;.

Com efeito,

(e1e2)(e2e1) = e1]ex(eger)] = er[(eze2)eq] = e1e; = 1. (2.17)

Entretanto, nao é possivel definir o inverso para qualquer multivetor. Como exemplo, o

multivetor ¢ = (1 + ;) ndo possui inverso.

Como um paréntese destaca-se que, devido a associatividade do produto geométrico,
u(vw) e (uv)w podem ambos ser simplesmente escritos como uvw. Dessa forma, pode-
se deixar a associatividade implicita nos calculos e fazer, por exemplo, o calculo acima

(equagao (2.17)) de forma mais direta:

(eleg)(egel) = €1€2€e9€] = e1e1 = 1.

Para o multivetor arbitrario A, define-se a norma de A o escalar real ||A|| tal que

A2 = <ZA>O - <A21>0. (2.18)

Observe que, para A dado por (2.11), tem-se

IA]I? = @® + a1® + as® + a1s® > 0. (2.19)

A definicao de norma é feita de tal forma porque, se

<21'A>0 — AA >0, (2.20)

entao

|A|I* = AA,
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que implica
1 - A
AA = A=1,
AP <I|AH2>
0 que induz a identificacdo de A/||A||? como o inverso de A:
A
-1
= (2.21)
1]

Mas ressalta-se que o inverso de A sé estd definido como acima se a condicao dada por

(2.20) ¢ satisfeita.

Note que, com a definigdo de norma de um multivetor, tem-se |u| = ||u|, para qualquer

vetor u.

Dados dois vetores nao nulos u e v, tem-se que

[uAV]E = @AV)(UAV) = (v Au)(uAv).

(2.22)

Como uv =u-v+uAv,segue que u/Av=uv —u- Vv, que perante a equagao anterior

implica

luAv]?=(vu—-v-u)(uv—u-v)
=vuuv —vu(u-v) — (v-u)uv+ (v-u)(u-v)
=v|ul*v—-vu(u-v) —uv(u-v)+ (u-v)?
= JulP[v]]® = (av + vu)(u-v) + (u-v)?
= JulP[v]® = 2(a-v)(u-v) + (u-v)?

= [ul?[[v]* = (u-v)*

Assim, como |lu A v|]? > 0, segue

(w-v)* < [l v,

resultado conhecido como desigualdade de Cauchy-Schwarz. Esse resultado implica

u-v

= alllivll =

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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Essa expressao leva a definicao do angulo entre os vetores u e v como o nimero 6 tal que
0<b<rme

u-v

cos(f) = (2.26)

[[ullfvI*

Da equagao (2.23) segue que

(Hu/\vH)Z_l_( u-v )2
[[all{[v] [afllivil)

que, perante a relacao acima para cos(6), implica

(M)2 — 11— cos®(0) = sin(0).

[[ul[{vl

Como 0 < 0 < 7, tem-se sin(f) > 0, de forma que da equacao acima conclui-se que

_ Ay

sin(f) = :
[ul[jv]

(2.27)

A desigualdade (2.24) pode ser utilizada para se obter a desigualdade triangular. De

fato,

la+ v = fal* + [[v]* + 20w v) < Jul® + [v]* + 2[all|v] = ([all + []v])?,
ou seja,

[u v < [ful] + fv]. (2.28)

Se os vetores u e v nao nulos sao paralelos, ou seja, o angulo 6 entre eles é nulo, tem-se
equivalentemente sin() = 0, e, da relacao (2.27), isso equivale a |[uAv|| = 0, que equivale
auAv =0, ou seja, %(uv —vu) = 0, logo uv = vu também é condigao de paralelismo

dos vetores u e v:

ul v = uAv=0 = uv = vu. (2.29)

O mesmo corre quando # = m, quando também diz-se que os vetores u e v sao anti-
paralelos. Ja quando 6 = 7/2, isto é, u e v sdo ortogonais, tem-se equivalentemente

cos(f) = 0, que, de acordo com (2.26), necessariamente e suficientemente u - v = 0, ou
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seja, %(uv +vu) = 0, logo uv = —vu também é condigao de ortogonalidade dos vetores

uev:

ulv = u-v=>0 — uv = —vu. (2.30)

2.1.2.1 Reflexoes e Rotacgoes

Considere novamente dois vetores nao nulos u e v do plano euclidiano.

Seja

u u 1
V|| = proj,v=[v- = (v-u)u (2.31)
| ( ||uu> [ufl ~ Jul?

a componente de v paralela a u, que corresponde a projecao de v sobre u; e seja

V=V -V (2.32)

a componente de v ortogonal a u.

E imediato que v = v + v, e, das relagoes de paralelismo (2.29) e ortogonalidade

(2.30), que uvy =vjueuv, = —v,u.

Tomando o produto geométrico a esquerda de v por u, tem-se

1 2

uv) = W(V -u)u’,

que implica

1
uvy =v-u= §(vu+ uv).

Tomando entao o produto geométrico a esquerda dessa expressao com u, tem-se

1
lall?v = 5 (uva + [[ul*v).

Multiplicacdo agora a expressao resultante por 1/||ul|?, obtém-se

1 1 .
V|| = — —uvu Vv
EANE ’
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que, levando em conta a definicao do inverso de um vetor, pode ser escrita como

(v+uvu™). (2.33)

N —

Vi =

Dessa expressao, e da definicao de v, pode-se escrever

vi=<-(v—uvul). (2.34)

DO | —

Considere agora a transformacao linear dada por

Vi VvV=v—v, (2.35)

ou, equivalentemente, por

vV = vV =v =2y (2.36)

Tal transformagao consiste no que se denomina a reflezao do vetor v através da reta com

vetor ortogonal u, que segue ilustrada abaixo.

v’

FIGURA 2.2 — Reflexao do vetor v através da reta (ou hiperplano, no caso mais geral)
com vetor ortogonal u. Fonte: (VAZ JR., 2000).

Deixa-se nota que no caso tridimensional a reflexao de um vetor é feita através de
um plano, e, de um modo geral, no caso n-dimensional, a reflexao é feita através de um

hiperplano, um subespago (n — 1)-dimensional de R™.

Da expressao para v| dada por (2.33) segue que

v = —uvu . (2.37)

1

Em particular, se o vetor u é unitario, tem-se uu = 1, que implica u™" = u, de forma
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que, para esse caso particular,

v/ = —uvu. (2.38)

Obtém-se assim, a expressao para o vetor obtido da reflexao do vetor v através de uma

reta de vetor ortogonal unitario u.

Um resultado particular do teorema de Cartan-Dieudonné, o qual nao sera tratado

13

aqui, permite expressar uma rotacao em termos de reflexoes; mais especificamente, “a
composicao de duas reflexoes resulta em uma rotacdo”. Assim, uma rotacao do vetor v

pode ser expressa por

v = v = —ul(—ugvu2)u1 = ujuzvuquy, (2-39)

sendo u; e uy vetores unitarios.

De outra forma, pode-se escrever

v = v = RvR ™, (2.40)

sendo R = ujuy. O objeto R é denominado um rotor, devido ao papel que desempenha

na descricao de uma rotacao.

Se 6 ¢ o angulo entre os vetores unitarios u; e uy, segue que

R =1u; - uy + uy Aug = cos() + sin(0)B, (2.41)

sendo B um bivetor unitario. Dessa igualdade segue que

RR = [cos(8) + sin(#)B][cos(#) — sin(#)B] = cos?(6) — sin?(#)B? = cos?(A) + sin?(0) = 1,

logo,

R=R", (2.42)

de modo que uma rotagao pode ser escrita

v = v/ = RvR. (2.43)
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H& duas possibilidades para o bivetor unitario B presente na expressao para R: B =
e;1 Ney =eje; ou B=—e; ANey = ey Ae; = egeq. Essas duas possibilidades podem ser
simuladas considerando que # é tal que 0 < 6 < 27, de modo que, tomando arbitrariamente
B = ejey, tem-se, para 0 < 0 < 7, sin(#)B = aejey, com o > 0, e para 7 < 6 < 27,
sin()B = —aeje; = aese;. Entretanto, verifica-se que a escolha adequada do bivetor
unitario para a descricao de uma rotacao no sentido anti-horario é B = ese;. De fato,

sendo v = vie; + 19€5 € V. = v{e; + viey tais que v/ = RvR, tem-se:

v’ = [cos(6) + sin(6)eseq|(vie; + vzeg)[cos(e) — sin(f)ese; ]
= [cos(0) + sin(f)eqe; { v1 cos(f) — vy sin(B)]e; + [vg cos(d) + vy sin(@)]eg}

= {U1 [cos*(#) — sin?(6)] — v2[2sin(d )cos(@)]}el + {UQ [cos*(#) — sin*(6)] + v1[2sin(6) cos(@)]}eg
= [v1 cos(20) — vy sin(20)]e; + [vg cos(20) + vq sin(26)]es. (2.44)

Esse resultado pode ser escrito na forma matricial como

of \ _ [ cos(20) —sin(20) U1 (2.45)
vg sin(20)  cos(20) v ) |

que mostra que v/ = Rv R expressa de fato uma rotagao do vetor v no sentido anti-horario,

porém, uma rotacao por um angulo 260. Dessa forma, para descrever uma rotacao por um

R = cos (g) + sin (g) ese;. (2.46)

O rotor R pode ser escrito de outra forma definindo-se a exponencial de um multivetor

angulo 6 deve-se tomar

genérico A por

o n 2 3
exp(A):Zmzl—i-A—F—.—i-——i----, (2.47)
n=0
em que A =1, A' = A, A2 = AA, etc. Dessa forma, utilizando as expressoes como séries
de poténcias das fungoes seno e cosseno na expressao para R acima, e levando em conta

que (ese;)? = —1, tem-se:
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Lo | §5 e

Mg

R = cos(0/2) + sin(0/2)ese; = 2 2 2n Y ese;
. > (6281 2n 6/2 > 6261 2n 9/2)271—}—1
B> L
0 ere 2n02 o0 ee 2n+1022n+1
- Sl S femPeriory
(2n +1)!

3
Il
o

WE

(82816/2 2n > 82819/2 2n+1
3
n=0

~ (2n+1
. i (62619/2) (2 48)
N n! ' '
n=0
Assim, pode-se escrever
1
R =exp (§9e2e1> . (2.49)

E interessante salientar que para a descricao de uma rotagao no sentido horario utiliza-se

a expressao R = exp(e;eq20/2) para o rotor.

Uma observacao interessante ¢ que R e —R descrevem a mesma rotac¢ao (ou melhor,

o resultado da atuagao dos dois rotores ¢ igual):

—_—~—

(=R)v(—R) = RVR. (2.50)

Esse fato pode ser entendido observando-se que a rotacao de um vetor por um angulo ¢ no
sentido anti-horario tem o mesmo resultado que a rotacao desse vetor pelo angulo 27 — ¢
no sentido horédrio. Com efeito, sendo R = exp(ese1¢/2) e R’ = exp [ejex(2m — ¢)/2],

tem-se

R = exp [e1e:(21 — ¢)/2] = exp(e1e2m) exp(—e1e20/2) = (—1) exp(eze1¢/2) = —R.

2.1.2.2 A Sub—Algebra Par C/3, Spinores e a Algebra dos Nimeros Complexos

Seja Clyt o conjunto dos multivetores de Cly com graduagao par, ou seja, o conjunto
dos multivetores A tais que A= A. Un multivetor A de Cly™ consiste entio na soma de

um escalar com um bivetor, ou seja, A é da forma
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A=a + ai12€e1€es,

sendo a, a;p € R.

Dados A = a + ajsejey € B = b+ bisejes de Cly™, tem-se que

AB = ((I + algelez)(b + blgeleg) = (ab — (112512) + (ablz + alzb)eleg, (2.51)

de modo que AB € Cly*. Assim, o espaco vetorial formado pelos multivetores de Cly™
munido do produto geométrico tem as propriedades de uma &lgebra (fechamento com
relagdo ao produto e bilinearidade do produto), logo corresponde a uma sub-algebra de

Cly, a sub-dlgebra par Cly™.

Observe que os rotores introduzidos anteriormente sao elementos de Cly™, embora
nem todos os elementos dessa dlgebra sejam rotores. Mas repare que os elementos de

Cly" podem ser escrito na forma genérica

Y = pcos(p) + psin(¢)e;ey, (2.52)

ou, em termos do operador exponencial,

Y = pexp(derer), (2.53)

sendo p e ¢ escalares reais. Assim, um elemento da sub-dlgebra par Cly* consiste no
produto de um escalar por um rotor de C¢;. Um tal elemento, ao atuar sobre um vetor
u por meio de ¢111Z produz nao somente uma rotacao do vetor u, mas também uma
“dilatacao” (acréscimo de comprimento, ou decréscimo caso p < 1), como resultado do

fator p. O objeto ¥ é um tipo especial do que se conhece por spinor.

A expressao adequada para que o spinor introduzido acima represente uma rotacao

por um angulo ¢ no sentido anti-horario e uma dilatacao pelo fator p é

Y= /pexp (%¢62e1> = VPR, (2.54)

sendo R = exp(eqe;¢/2). De fato, dado um vetor u e ¢ dado pela equacao anterior,

tem-se

—_——

dud = (y5R) u(y/pR) = pRuk.
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As expressoes (2.52) e (2.53) para os spinores de Cly™ e o fato de que (eze;)? =
(e1€3)? = —1, além da interpretagio geométrica dos spinores, sugerem alguma relagao
entre a subalgebra par Cly™ e a dlgebra dos niimeros complexos. E de fato ha. Como os

ntimeros complexos, os elementos de C/o™ podem ser escritos na forma genérica

X = T —|—[L'QI,

sendo z1,22 € R e I = eje, satisfazendo I? = —1. E como mostra (2.51), o produto
geométrico de elementos de Cly™ tem a mesma forma do produto de niimeros complexos:
dados X =21+ a2l e Y = y; + 11, tem-se

XY = (21 + 221) (1 + 120) = (2191 — 22y2) + (2192 + 221 L.

Verifica-se entao que a sub-dlgebra par C¢;™ é isomorfa & dlgebra dos niimeros complexos,

por meio da identificacao de I = e;e; com a unidade imaginaria <.

Como comentério a parte, os bivetores no contexto da algebra geométrica do plano
euclidiano sao por vezes chamados pseudo-escalares, por comutarem com escalares, por
anti-comutarem com vetores e pelo seu espaco ser unidimensional, como o dos escalares.

I = e e; é entao denominado o pseudo-escalar unitdrio.

Observe que o pseudo-escalar unitario, assim como a unidade imaginéria, gera rotagoes
de vetores por 90° quando se toma o produto dele pelo vetor, por exemplo: Ie; = —e,.
Entretanto, embora se utilize nimeros complexos para representar vetores do plano, nao se
utiliza elementos de Cly™ para o mesmo fim. Mas pode-se estabelecer um bijecao entre tais
elementos e os vetores do plano. De fato, dado o vetor genérico do plano x = x1e; + xs€o,
tem-se ;X = x; + To€1€9, que é um elemento de Cly™. Verifica-se entao que a aplicacao

X — e;X é uma bijecao entre os conjuntos R? e Cly*.

Considere X = z1 + 21, Y = y1 + 3], x = x1€1 + 2069 € Y = y1€1 + y2€2, de modo
que se tem X = e;x e Y = e;y. Observe que a operacao de reversao, e também a de

conjugacao, corresponde a conjugacao complexa, X = x; — a3l e que

XY = xXejey = Xy,

que atesta uma correspondéncia entre a operagao de produto de nimeros complexos e a

operagao de produto geométrico de vetores do plano euclidiano.
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2.2 A Algebra Geométrica do Espaco Euclidiano

2.2.1 Construcao da Estrutura

Considere agora o espaco vetorial usual associado a R3, e, como no caso bidimensional,
deixe que seus elementos sejam denotados por letras latinas em negrito: u, v, etc. Sua
base canonica serda denotada por {e;, e, e3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (em que fica
subentendida a ordenagdo da base), de tal forma que se escreve, genericamente, u =
u1e1 + usey + uzez, v = vie; + €y + vzes, etc. A interpretacao desse espaco sera a
interpretacao geométrica usual: R? corresponde ao espaco fisico tridimensional, e suas

ternas ordenadas representam vetores de tal espaco (segmentos de reta orientados).

Define-se, de forma ansloga ao caso bidimensional, a forma bilinear g : R? x R* — R

tal que

g(ei,ej) =i, emque i,j € {1,2,3}, (2.55)

um produto interno, o qual corresponde ao produto interno usual de vetores do espaco
tridimensional, denominado também de produto escalar. R* munido de tal produto interno
tem o status de espaco euclidiano tridimensional, que geralmente é chamado apenas de

espaco euclidiano.

Como no caso da &lgebra geométrica do plano euclidiano, a dlgebra geométrica do
espaco euclidiano é determinada por um espago construido a partir do espaco euclidiano
R? munido do produto geométrico, o qual neste contexto também serd denotado por
justaposicao, ou seja, uv denotard o produto geométrico dos vetores u e v de R3. Como

no caso anterior, a construgao da estrutura serd feita de forma gradativa.

A propriedade fundamental do produto geométrico é dada por

uu=g(u,u)=u-u, YueR’ (2.56)

que pode ser escrita

u’ = |ul?, VueR? (2.57)
em que u? = uu, e | -| é a norma induzida pelo produto interno g, ou seja, o médulo usual
de um vetor do espago euclidiano.

Escrevendo u = uje; + uges + uzes, a equacao acima pode ser escrita em termos de

Componentes CcOomo
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2 2 3
(ure1 + uses + uges) (w11 + uges + uges) = uy” + ug” + ug”.

Agora, como no caso bidimensional, novamente considera-se a bilinearidade do produto
geométrico, que é condi¢ao necessaria para o produto de uma algebra qualquer. Aplicando

entao tal propriedade na expressao acima, obtém-se

2.2,,2,.2,. 22 2,22
Ui €1 +us € +us es +U1u2(elez—i‘egel)+U1U3(6183+6381)+UQU3(6283+8362) = Ui +ug +us.
Para que essa equacao seja satisfeita, deve-se ter, necessariamente:

e’=1 e ee;=—eje, sendo i,j€{1,2,3} e i#j. (2.58)

Essas relagoes determinam o produto geométrico da algebra geométrica do espaco eu-
clidiano. Aplicando-as no calculo do produto geométrico de dois vetores arbitrarios

u = uie; + usey + uges e v = v1e; + 1v2€e5 + vses, tem-se

uv = (uje; + uges + uzes)(vie; + veey + vzes)

2 2 2
= UV1€] T+ ULV2€1€2 T U V313 T U2V 1€2€1 +U2V2€5 +UsV3z€9€3+ U3V e3€1 +U3Vse3Es+U3V3e3

= (u1v1 + ugvy + uzvz) + (u1ve — ugvy)eres + (u1v3 — uzvy)ejes + (ugvs — uzvy)eses.

(2.59)

Como no caso bidimensional, o primeiro termo do segundo membro da expressao obtida
é um escalar, o qual corresponde ao produto escalar dos vetores u e v, e os demais
termos, nao se tratam de escalares nem de vetores, se considera-se o produto geométrico
associativo, como na primeira construgao (os mesmos contra-exemplos podem ser tomados
para se demonstrar esse fato). Tal soma de termos sdo combinagoes de objetos que no
caso bidimensional foram interpretados como representando paralelogramos orientados.
Neste caso, a mesma interpretagao pode ser utilizada para cada termo dessa combinacao.
Por exemplo, o termo (u;v3 —ugv;)e;es representa o paralelogramo orientado determinado
pelos vetores (uje; +uges) e (vie; +vses), os quais pertencem ao plano determinado pelos
vetores e; € eg. A soma dos termos da forma (u;v; —u;v;)e;e; deve entdo representar uma
combinagao dos paralelogramos orientados que eles representam. Considerando entao cada
componente desta combinacao em separado em termos do produto externo, escrevendo a
parte o termo (w;v; — u;v;)e;e; como (u;v; — u;v;)e; A ej, e considerando uma extensao

natural do produto externo para o caso tridimensional, observa-se que
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(u191 +U2€2+U3€3)/\(U1€1 +U2€2+U3€3) = (Ul’UQ—UQU1)81A62+(U1U3—U3U1)el Aeg+(U2U3—U3U2>82/\63.

Logo, a combinacao de termos em questao € identificada como o produto externo u A v,
o qual deve representar o paralelogramo orientado determinado pelos vetores do espaco
u e v. Da mesma forma que no caso bidimensional, pode-se verificar que o conjunto de
objetos dessa forma munido da operacao de soma desses objetos e multiplicagao de um
tal objeto por escalar real tem uma estrutura de espaco vetorial, o espago vetorial dos

bivetores do espaco euclidiano. Tal espaco vetorial é denotado AQ(R3).

Como no caso bidimensional, o fato de se poder escrever o produto geométrico uv

como a soma de uma parte simétrica e uma parte anti-simétrica como

1 1
uv = §(uv +vu) + E(uv —vu) (2.60)

permite identificar a parte simétrica com o produto escalar g(u,v) = u - v, redefinindo-o

em termos do produto geométrico como

1
u-v= §(uv + vu). (2.61)

E novamente a parte anti-simétrica do produto uv,

(u1vy — ugvy)eres + (uvs — ugvy)eres + (ugvs — uzvs)eses,

definida como o produto externo dos vetores u e v, denotado por u A v, é reescrita em

termos do produto geométrico como

1
uAvV = §(uv —vu)=-vAu (2.62)

Com essas definigoes, pode-se escrever:

uv=u-v+uAv. (2.63)

No caso bidimensional, ao efetuar o produto geométrico de um vetor do plano eu-
clidiano com um bivetor obtinha-se um outro vetor do plano euclidiano, mas no caso
tridimensional isso nem sempre acontece. Por exemplo, ao efetuar o produto geométrico
do vetor e; com o bivetor eses, obtém-se e;(ese3), que, pela associatividade do produto

geométrico deve equivaler a (ejes)es, ou simplesmente ejese3 = e; A ey A e3. Objeto tal
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que, por ora, carece de interpretagao geométrica. Entretanto, de maneira analoga ao caso
dos paralelogramos orientados do plano, que correspondiam a um fragmento do plano,
pode-se identificar o objeto ejeses com um elemento de volume orientado do espaco
tridimensional. A orientagao seria indicada pela ordem do produto geométrico. Como

exemplo, segue ilustrado o volume orientado dado por esese; = —ejeses.

FIGURA 2.3 — Elemento de volume orientado do espago tridimensional. Fonte: (LOPES;
LOPES, 2016) (figura alterada).

Como nao ha mais nenhuma combinacao diferente de produtos geométricos envolvendo os
vetores unitarios e, e; e es, exceto pela ordem do produto, que determina a orientacao do
elemento de volume, qualquer outro volume deve ser representado por ae;eses, sendo oo um
escalar real. A combinacao de objetos da forma ae;eses por meio de soma e multiplicacao
por numero real resulta sempre em objetos dessa forma, e é facil verificar que o conjunto
desses objetos munido das operagoes supracitadas satisfazem as propriedades de um espaco
vetorial. Tal espaco vetorial é denotado /\3 (R3) e seus vetores sao denominados 3-vetores,
ou trivetores, ou ainda pseudo-escalares, nesse contexto, ja que o espago que formam é
unidimensional e eles comutam com escalares, vetores e bivetores. Ao pseudo-escalar
unitdrio e;eses reserva-se uma notagao especial: I = ejeses. De um modo geral, verifica-
se que, dados trés vetores a, b e ¢ nao nulos e nao necessariamente ortogonais, a Ab A c
é um trivetor, o qual representa um paralelepipedo orientado determinado pelos vetores

a, b e ¢, como o ilustrado na figura abaixo.

FIGURA 2.4 — Paralelepipedo orientado. Fonte: http://geometry.mrao.cam.ac.uk/


http://geometry.mrao.cam.ac.uk/

CAPITULO 2. A ALGEBRA GEOMETRICA DO ESPACO EUCLIDIANO 46

Seguindo a logica da notagao empregada no caso bidimensional, o espaco vetorial dos
escalares, ou 0-vetores, é denotado /\O(R3), e o espago vetorial dos bivetores, é denotado

por A\*(R?). Note que, agora, dim [/\Z(R?’)} — 3.

Como no caso bidimensional, para construir uma estrutura algébrica fechada com
relagao ao produto geométrico, define-se o espago vetorial A (R?), definido como a soma

direta dos espacos da forma A" (R3):

A &) =;éAk ()= A\ @) o \'E) o AP o AR, (@260

Seus elementos sao denominados multivetores. O vetor nulo desse espaco vetorial é sim-
plesmente denotado por 0, o que geralmente nao causa confusao. Um multivetor arbitrario

de A (R3) tem entao a forma

A=a + (alel + aseq + (1393) + (algelez + aizeies + a23e2e3) + a123€1€2€3, (265)

sendo que a, a;, a;j, a;jx € R, com i, j,k € {1,2,3}.

Definindo o produto externo de um escalar o por um vetor do espago u por aAu = au,
e completando a extensao do produto externo para multivetores arbitrarios considerando-
o, além de bilinear, associativo, estabelece-se ( N (R?) 7/\) como uma algebra associativa
sobre o corpo dos reais, a dlgebra exterior ou dlgebra de Grassmann associada ao R3, a

qual é denotada por Gs.

Definindo entao o produto geométrico de um escalar por um multivetor qualquer como
a multiplicacao do multivetor pelo escalar e estendendo o produto geométrico para multi-
vetores arbitrarios considerando as propriedades de bilinearidade e associatividade, segue
que o espago vetorial A (R?) dotado do produto geométrico generalizado dessa forma de-
termina uma algebra associativa sobre o corpo dos reais, a dlgebra geométrica do espaco

euclidiano, a qual é denotada por C/ls.

2.2.2 Operacionalidade da Estrutura

Dado um k-vetor arbitrario Ay, de forma que A = Zizo Ay € um multivetor arbitrario,
define-se as operacoes de projecao, graduacgao, reversao e conjugacao para multivetores
de Cl3 da mesma forma que no caso bidimensional, pelas equagoes (2.12), (2.13), (2.14) e

(2.15), respectivamente. Dessa forma, tem-se:
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A=Ag— A +Ay— Ay,  A=Ay+A4 —Ay— Ay e A=Ay—A — A+ As.

A norma de um multivetor, no contexto da dlgebra geométrica do espago euclidiano,
¢ definida da mesma forma que no caso do plano euclidiano (vide (2.18)). Também da
mesma forma é definido o inverso de um multivetor, pela equagao (2.21), valendo a mesma

condigao de existéncia, (2.20).

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.24) é um resultado geral no que diz respeito
a espacos euclidianos, que vale inclusive no caso do espaco euclidiano tridimensional. O

mesmo ¢é dito em relagdo a desigualdade triangular, (2.28).

O angulo entre dois vetores de R3 é definido da mesma forma que o angulo entre dois
vetores de R?, por (2.26). As condigoes de paralelismo e ortogonalidade também sio as

mesmas 1no caso tridimensional (cf. (2.29) e (2.30)).

Pode-se generalizar a relacao (2.63), para que se escreva de forma decomposta o pro-

duto geométrico de um vetor u por um multivetor A, ambos arbitrarios, como

uA=u-A+unA, (2.66)

tal que

u~A:%(uA—A\u> e u/\Az%(uA—i—;l\u), (2.67)

em que, agora, u- A tem a designacao de contracao a esquerda do multivetor A pelo vetor
u, porque, se A = Ay é um k-vetor, entdo u- A = u- Ay é um (k — 1)-vetor. O outro

produto ainda é denominado de produto externo/exterior/cunha. Pode-se escrever ainda

Au=A-u+ AAnu, (2.68)
sendo que

A-u—%(Au—uﬂ) e A/\u-%(Au—l—uA) (2.69)

em que, neste caso, A - u tem a designacao de contracao a direita do multivetor A pelo

vetor u. Observe que nem a operacao de contragao nem o produto externo generalizado



CAPITULO 2. A ALGEBRA GEOMETRICA DO ESPACO EUCLIDIANO 48

comutam ou anti-comutam (em geral). O que se tem, em geral, é que

u-A=-A-u e uAA=ANu, (2.70)

o que pode ser obtido observando que A-u= % (gu — uA> cANu= % (gu + uA)7 e
entao, de acordo com (2.67), ter em conta que u- A + A-u=0curA—AAru=0.

2.2.2.1 Dualidade Hodge

Existe um isomorfismo entre as subestruturas de uma algebra de Clifford, conhecido
como isomorfismo Hodge ou dualidade Hodge, decorrente da estrutura multivetorial que
serve de substrato para a algebra de Clifford, como uma heranca da algebra de Grassmann

subjacente. Tal isomorfismo segue descrito.
Seja k € {0,1,2,3}. O isomorfismo Hodge entre N*(R3) e A®™(R?) ¢ dado pelo
operador estrela de Hodge, que faz corresponder um k-vetor Ay com um (3 — k)-vetor xAy

dado por

*Ak = Zkl, (271)

sendo I o pseudo-escalar unitéario de Cl3. O (3 — k)-vetor Ay é denominado o dual Hodge
do k-vetor Ay.

Assim, no contexto da algebra geométrica do espaco euclidiano, o dual Hodge de um
escalar é um pseudo-escalar, e vice-versa, e o dual Hodge de um vetor é um bivetor (que
por tal, é também denominado um pseudo-vetor), e vice-versa. Em particular, tem-se as

relacoes da tabela que segue.

*x1=1= [SFLSHLSE]

*€1 = €3€e3
*€9 = €3€;
*€3 = €1€9

*(6182) = €3
*(eze;) = eq

*(eqe3) = €1

*xI = x(ejeqe3) =1

No caso da &lgebra geométrica do plano euclidiano, o dual Hodge de um k-vetor
também é dado pela equacao (2.71), porém com I = e;e,. Neste caso, tem-se: x1 = e;e,

*€] = €9, x€y = —€7 € *(6162) = 1.
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2.2.2.2 Algebra Vetorial de Gibbs-Heaviside versus Algebra de Clifford

A dlgebra vetorial de Gibbs-Heaviside é uma ferramenta extremamente utilizada e
difundida no ambito da Fisica, que surgiu como uma tentativa de Josiah Willard Gibbs
(e, independentemente, como fruto de trabalho de Oliver Heaviside) de unificar a estrutura
das algebras de Grassmann com a algebra dos quatérnions de Hamilton. A &lgebra de
Gibbs-Heaviside é fundamentada no tao conhecido produto vetorial, o qual é um produto
de vetores nao comutativo e nao associativo definido restritamente para o espaco euclidiano
tridimensional. O produto vetorial pode ser definido como segue. Dados os vetores u =
u1€1 + usey + uzez € v = vie; + vses + vzez, o produto vetorial de u por v é o vetor dado

por

uXxXv= (UQU?) — u3vg)e1 + (U3U1 — Ull}g)eg + (U1U2 - uwl)eg. (272)

E comum se utilizar da notacao e; = i, e; = j e e3 = k, proveniente dos quatérnions, e

definir o produto vetorial como sendo tal que

ixj = —jxi =k
ixk = -kxj =1 ;, (2.73)
kxi = —-ixk = j

em que se verifica uma completa analogia com as relagoes (1.2), provenientes das relagoes
(1.1) que determinam o produto quaternionico. Tomando o produto vetorial dos vetores u

e v, considerando o produto bilinear e entao aplicando as relagoes acima, obtém-se (2.72).

Essa definicao se mostra incoerente quando se observa que qualquer vetor se transforma
no seu oposto sob um inversao espacial, mas nao o produto vetorial de dois vetores.
De fato, sendo e; — —e; a transformacao linear denominada inversao espacial, em que
i € {1,2,3}, um vetor arbitrario u transforma-se da forma u +— —u sob a transformagao
de inversao espacial, entretanto, observa-se que o produto vetorial u x v transforma-se
da forma u X v = (—u) x (—v) = u x v sob a inversao espacial. Assim, o produto
vetorial de dois vetores nao goza de uma propriedade satisfeita por qualquer outro vetor,
nao podendo ser tratado como tal. Historicamente, esse fato fez com que se denominasse
u X v de um pseudo-vetor. Portanto, (R3, ><) nao satisfaz a propriedade basica de uma
algebra de fechamento com relacao ao produto. Além disso, o resultado do produto misto
(ux v)-w, o qual é um escalar, sofre uma mudanca de sinal sob uma inversao espacial, o
que fez com que fosse denominado um pseudo-escalar. Tem-se entao uma inconsisténcia
na definicao usual de produto vetorial: o produto vetorial nao resulta num vetor, embora
a expressao do membro direito da equacgao (2.72) seja claramente um vetor. Nao obstante,

dados os vetores u = uje; + uses + usez e v=vie; + vey + v3es, tem-se
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UAV = (ujvy — ugvy)eres + (usvy — urvs)eser + (ugvs — uzva)eses,

de modo que, conforme a definicao da operacao de dualidade Hodge,

*(11 A\ V) = (UQ’Ug — U3U2)el -+ (U3U1 — U1U3)82 —+ (Uﬂ)g — uwl)eg,

em que a expressao do membro direito é a mesma expressao no membro direito de (2.72),
além disso, tanto o membro esquerdo quanto o direito dessa equacao correspondem a
vetores (o dual Hodge de um bivetor é um vetor); de forma que, é natural definir o

produto vetorial de dois vetores por

uxv=xuAv)=—-(uAv)I=-I(uAv). (2.74)

Observe que *(u A v) de fato comporta-se como um vetor sob uma transformagao
de inversao espacial. Com efeito, I = ejese3 se transforma da forma I — —I sob uma

inversao espacial, e dai, x(u A v) se transforma da forma

*(uAv)=—(uAv)] — () A (=V)](-I) = (uAV)I=—x(uAV).

Algumas quantidades fisicas sao usualmente descritas em termos do produto vetorial,
tal como o momento angular, que nao muda de sinal sob uma inversao espacial, o que
permite chamar tal quantidade de um pseudo-vetor. Entretanto, é mais natural descrever
o momento angular em termos do produto externo, como o bivetor L = r A p, ja que é
uma quantidade que esta naturalmente relacionada com areas, e nao com comprimentos.
Esta definicao estd em acordo com a descricao do momento angular como um tensor

anti-simétrico L;; = —L;;, j& que pode-se escrever, de maneira genérica
J gy 9 )

L = Liseie; + Lizeies + Lyzeses = Z Lije;e;. (2.75)

i<j e i,j€{1,2,3}

Neste cenario, o vetor momento angular 1 é descrito como o dual Hodge do bivetor mo-

mento angular: 1 = xL = x(r A p).

Nao bastasse o fato de que a estrutura de Gibbs-Heaviside apresenta incoeréncias
estruturais, que inclusive nao permitem caracterizéd-la como uma &algebra, tal estrutura
tem seu campo de atuacao restrito ao espaco R3, enquanto algebras geométricas podem
ser definidas sobre um espaco euclidiano de qualquer dimensao, como nos casos do plano e

do espaco tridimensional, e inclusive para espacos pseudo-euclidianos, como € apresentado
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no capitulo posterior. As algebras geométricas ainda sao casos particulares de algebras de
Clifford, que podem ser construidas sobre espacos vetoriais arbitrarios, mas que nao sao

tratadas neste trabalho com tal nivel de generalidade.

2.2.2.3 A Sub-Algebra Par C/;* e a Algebra dos Quatérnions

Como um primeiro apontamento observa-se que a semelhanga entre as relagoes (2.73)
e (1.2) ndo garante equivaléncia entre o sistema de Gibbs-Heaviside e dlgebra dos quatér-
nions, ja que o produto quaternionico também se define por i = j2 = k? = —1 (de um
modo geral ele é definido pelas relagoes (1.1)), enquanto que no ambito da “dlgebra” de
Gibbs-Heaviside tem-se i x i = j x j = k x k = 0. Para contornar essa incompatibilidade,
se utiliza, no ambito do sistema de Gibbs-Heaviside, do produto escalar; considera-se a
relacbes i-i =j-j =k -k =1 com o sinal oposto e identifica-se vetores do espaco com

quatérnions puros, obtendo-se o andlogo do produto quaternionico dentro do sistema de
Gibbs-Heaviside,

Qp=—-q-p+4qxp, (2.76)

para dois vetores q e p dados (compare com a equacao (1.4)). Entretanto, essa identifi-
cagdo, que tem por base a correspondéncia entre {i = e;,j = ez, k = ez} e {i, ], k}, s6
se permite entre vetores do espaco tridimensional e quatérnions puros. Acontece que 0s
quatérnions em geral tem uma natureza tal que a correspondéncia que se mostra correta

é a entre i, j e k e os bivetores unitarios, como se observard a seguir.

Seja Cl3™ o conjunto dos multivetores da dlgebra geométrica do espaco euclidiano com

graduacgao par, ou seja,

Clst ={A|AecClyec A=A} (2.77)

Assim, um elemento de C/3" é da forma

A=a + aj2eies + azjese + aszeqes. (278)

Verifica-se que, dados A e B de Cl3™, AB € Cl3" (como no caso de Cly™), de modo
que, o espaco vetorial composto pelos multivetores de C/3* munido do produto geométrico
corresponde a uma algebra, e portanto é uma sub-algebra de Cl3, que é denominada sub-

dlgebra par Cl3™.

Considere a seguinte notacao: Z = eses, J = eje3 e K = ege;. Dessa forma, o
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elemento genérico A de Cl3™ pode ser escrito

A=a-— asl — a3 J — alQ’C, (279)

e sem dificuldade nota-se que é satisfeito:

IP=J*=K*=TJK=-1 (2.80)

(compare com as relagoes (1.1)). Assim, nota-se que Cl3%T é uma algebra isomorfa a
algebra dos quatérnions por meio da identificacao dos bivetores unitarios Z, J e K com

as unidades quaternionicas ¢, j e k, respectivamente. Uma vez que

T =e3ey=—%e;, J=ee3=—xe e K=ee =—x*e;, (2.81)
segue que (i, j, k) identifica-se com — x (e, €2, €3), e ndo com (eq, e, e3) como sugere a
“algebra” de Gibbs-Heaviside.

Dessa forma, observa-se que a sintese da dlgebra de Grassmann (sobre R?) com a 4l-
gebra dos quatérnions de Hamilton é realizada adequadamente pela algebra geométrica
do espaco euclidiano, de Clifford. O sistema de Gibbs-Heaviside, além de nao realizar
tal sintese, apresenta inconsisténcias estruturais internas e necessita de estruturas com-
plementares para ampliar sua aplicabilidade, como é o caso quando se utiliza da algebra

matricial para se descrever rotagoes de vetores.

2.2.2.4 (Cl5 e as Matrizes de Pauli. Relagao de Multivetores com Matrizes

Considere as denominadas matrizes de Pauli,

0 1 0 —i 1 0 2.5
o1 = , oy = e 03 = , .
! 10 ? i 0 ’ 0 —1

que, juntamente com a matriz identidade de ordem 2, geram o espago vetorial das matrizes
complexas 2 X 2 hermitianas (sobre o corpo dos reais), como pode-se observar por meio
de

a c—di 1 1 0 01 0 —z 1 1 0
<c+di b >:§<a+b)<0 1>+C<1 0>+d<i 0 >+§(a_b)<o —1)’

sendo a, b, ¢ e d nimeros reais arbitrarios.
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Como o produto matricial é bilinear, segue que o espago vetorial gerado por {1, o1, 09,03}
(em que I denota a matriz identidade) dotado do produto matricial constitui uma algebra,
a algebra das matrizes complexas 2 X 2, que por vezes denomina-se dlgebra das matrizes de

Pauli. Essa algebra serd denotada da mesma forma que seu conjunto subjacente, My(C).

Sem dificuldades, nota-se que as matrizes de Pauli satisfazem

0’=1 e o0,0;=—0j0;, sendo i,j€{1,2,3} e i#j. (2.83)

A comparacao dessas relagoes com as relagoes (2.58) permite verificar a existéncia de
um isomorfismo entre a algebra das matrizes de Pauli e a dlgebra geométrica do espaco

euclidiano tridimensional, Ms(C) ~ C/3, por meio do mapeamento inversivel dado por

1—1 e e, o sendo ke {1,253} (2.84)

Observe que as matrizes de Pauli satisfazem

01029 :7;0'3, 09203 :7;0'1, 0301 :iUQ, (285)

que podem ser escritas como

(—ioy)(—ioy) = —ios, (—iog)(—io3) = —ioy, (—ios)(—ioy) = —ios. (2.86)

Essas relagoes, mais o fato de que (—io;)? = —I, permitem identificar —ioy, —ioy e —io3
com as unidades quaternionicas i, j e k (vide (1.1) e (1.2)) e com os bivetores unitarios

Z, J e K a pouco introduzidos. Além disso, note a correspondéncia

I= €1€9€3 — 010903 = ’l[, (287)

que reforca a ideia de que o pseudo escalar-unitario desempenha uma espécie de papel de
“unidade imagindria” no contexto da &algebra geométrica do espaco euclidiano, além do

fato de que I? = —1 e Ie;, = e,1.

Como consequéncia do isomorfismo My (C) ~ C/l3, pode-se representar multivetores de
Cls por matrizes complexas 2 x 2. Entretanto, ao trabalhar com matrizes em lugar de
multivetores, deixa-se de se ter acesso a estrutura multivetorial de Cl3, que é de grande
utilidade.

Seja A o multivetor genérico dado por (2.65). Ao substituir em tal expressao ej por
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ok (sendo k € {1,2,3}), obtém-se a seguinte representagdo matricial para o multivetor A:

A ( s ) (2.88)
Z9 24
sendo

21 = (a+a3)+ (a2 + ai23)1,

. (2.89)
a1 — a13) (CLQ — 23)1,

a — a3) (a12 — a123)7.

( )i
2z = (a1 +a13) + (a2 + ag)i,
zg = ( )

( )i

24 =

Observe que, se A € Cl3™, entao tem-se

Avs ( o ) , (2.90)
wao w1

sendo w; = a + a2t € Wy = aq3 + ao3t.

Com um pouco de trabalho, mas sem grande dificuldade, pode-se mostrar que as

operacoes de reversao, graduacao e conjugacao se expressam em termos de matrizes por:
~ 7" 2t
A ( L ) , (2.91)
23 24
~ 2t =z
A!—)( oo > (2.92)

— Z4 —Z3
A . (2.93)
—Z2 2
Repare que a operagéo de reversao corresponde em termos de matrizes a opera(;éo

de conjugacao hermitiana. Esse fato permite obter de imediato a seguinte propriedade.

Dados dois multivetores A e B, tem-se

—_~—

(AB) = BA. (2.94)

Através dessa propriedade, e da definigdo de inverso de um multivetor (vide equagao
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(2.21)), quando ele existe, obtém-se outra importante propriedade:
(AB)™' =B tA™! (2.95)

2.2.2.5 Diferenciacao de Campos Multivetoriais

Faz-se aqui uma exposi¢ao sintética e simplificada sobre diferenciacao de campos mul-
tivetoriais, que é restrita ao caso euclidiano tridimensional (ou bidimensional), com o qual

se estd lidando.

Seja x = 1€, +x9€,+13e3 um vetor genérico de R3. Uma aplicacao que associa a cada
ponto x de R® um multivetor A = A(x) recebe a designacao de um campo multivetorial.

Neste caso, A = A(x) tem a forma

A=a(x)+ [al (x)e1+asz(x)es+as (x)eg] + [alg (x)eres+aiz(x)ejes+ass (X)ezeg} +aja3(x)e;ezes,
(2.96)

em que os termos da forma a(x), a;(x), a;;(x) e a;jx(x) correspondem a campos escalares.

Define-se o operador nabla, denotado por V, em termos de coordenadas retangulares,

por

0 0 0
V—ela—m+ega—m+638—%. (297)

Observe que o operador nabla tem um certo cardter vetorial, o qual permite escrever

VA=V.-A+VAA, (2.98)

para um dado campo multivetorial A, e, neste caso,

V-A=%<VA—EW), (2.99)

em que a notacao envolvendo pontos indica que, apesar de a ordem do produto geométrico
ser a apresentada, a parte de derivada parcial que compoe o operador nabla atua no outro

objeto com um ponto encimado, por exemplo,

f 0B 0B 0B
BV = ——e + ——ey+ — 2.1
o (S5} 7y €9 3 es, ( OO)
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sendo B um multivetor; e tem-se

VAA= % (VA + ?N) . (2.101)

Outro exemplo de utilizagao da notagao com pontos é o seguinte:

ZekA (axk>

Para um campo escalar dado por ¢ = ¢(x), tem-se

LG 00 P D6
V(b_ 81+ 28 2+e38x3 V¢— 1/\8;U1+ 2/\8 2+ 3/\8$3
que mostra que
Vo=V A ¢ =grad(¢), (2.102)

em que grad denota o operador gradiente.

Para um campo vetorial dado por V = V(x) = Vi(x)e; + Va(x)es + V3(x)es, tem-se

0 9 5
VV = &B (Vle1 + Voeq + V?,e?,) + ega (V1e1 + Voey + V3e3) + 630 (‘/161 L Vies & ‘/363)

ovy oV, OV oVy OV, oV, V- aVs  OV;
:( 1—1— 2—0— 3)+[(—2_—1>e1e2+(—1——3)e3e1+<—3——2>6263},

(%1 (91:2 8$3 81’1 8562 (%3 8LU1 8262 8x3
em que se faz a identificagao

ovy 0V, n oVs

vv:a$1+al‘2 83:3

= div(V), (2.103)

em que div denota o operador divergéencia; enquanto o termo entre colchetes é identificado

com

VAV = %_% ejes + %_% ese; + %—% ese; = xrot(V),
8902 8x3 ~~~

*xe3 *€e2 *€eq

(2.104)



CAPITULO 2. A ALGEBRA GEOMETRICA DO ESPACO EUCLIDIANO 57

em que rot denota o operador rotacional. Assim, pode-se escrever:

VV =div(V) + *rot(V). (2.105)

E interessante salientar que, apesar do emprego de coordenadas retangulares, os resul-
tados aqui apresentados sao validos qualquer que seja o sistema de coordenadas escolhido,

o que nao sera demonstrado aqui.
Pode-se verificar também que, para um dado campo multivetorial A = A(x), tem-se
V(VA) = VA = AA, (2.106)

em que V2 = A denota o operador laplaciano.

2.2.2.6 Rotacgoes

Considera-se aqui o problema das rotagoes, mas sem fazer referéncia a reflexoes e ao
teorema de Cartan-Dieudonné. Reflexdes no caso tridimensional se dao através de planos

e podem ser consideradas de forma similar ao caso bidimensional, o que nao é feito aqui.

Considere uma rotacdo arbitrdria de um vetor v de R® por um angulo 6, resultando

no vetor v'. Tem-se entao que

vVv=v . v4+v Av=v - -v+IKV xv).

Considerando as expressoes

viev =|[[Vl[[vllcos(0) e IV x v = [[VIlIIv] sin(6),

e definindo u = v/ X v e 1 = u/||ul|, de modo que

vix v =V x vt = |[v][[|v] sin(6)a,

pode-se escrever

v'v = [[V[[[v[l cos(®) + I[v'[|[v] sin(0)a = ||v[|*[cos(0) + Lasin(6)],

em que levou-se em conta que ||[v'|| = ||v]|. Tomando o produto geométrico a direita da
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equacao anterior com v, obtém-se

v’ = [cos(0) + Iasin(f)]v. (2.107)

Utilizando entao as expressoes como séries de poténcias das fungoes seno e cosseno na
expressao acima e levando em conta que (It1)?> = —1, pode-se escrever (da mesma forma
como obteve-se (2.48))

) = (Tah)"
SRR

n=0

que pode ser escrito em termos de notagao exponencial (como definida na se¢ao anterior)

v = exp (Iuh) v. (2.108)
De outro modo, como v L (v/ x v) implica (v/ x v)v = —v(v’ X v), tem-se:
v’ = exp(Iufd/2) exp(Iub/2)v
= exp(Iad/2) [cos(0/2) + Iasin(0/2)] v
= exp(Ia6/2) [cos(0/2) + I(v' x v)||v' x v| ' sin(6/2)] v
= exp(Ia6/2) [vcos(0/2) — vI(v' x v)||v' x v| " sin(6/2)]
= exp(Iud/2)v [cos(6/2) — Tusin(0/2)]
= exp(Iuf/2)v exp(—Iud/2) (2.109)

Tanto essa expressao quanto (2.108) descrevem a rota¢ao por um angulo 6 de um
vetor arbitrario v através de um plano determinado por v A v. Entretanto, a expressao
(2.109) é mais pertinente para a expressao da rotagdo de um multivetor qualquer, ja que
¢ compativel com a invariancia, sob a rotagao, de um escalar e do bivetor que descreve o

plano de rotacao:

exp(Iuf/2)aexp(—Iud/2) = o, «o €R,

exp(I00/2)(v' A v) exp(—Iub/2) =v' A v.
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Define-se, entao, a rotacao de um multivetor arbitrario A por

- 1
A +— A =RAR=RAR™', emque R=exp(B) e B= 5(9111. (2.110)

Note que o conjunto {R ’ ReClyt e R = R_l} dotado do produto geométrico tem
a estrutura de um grupo, o qual é denotado Spin(3). De fato, dados os elementos R;
e Ry do conjunto supracitado, tem-se (}/%_1\}—%/2) = f%;ﬁ; = Ry 'R = (RiRy)™!, ou
seja, Ry Ry pertence a tal conjunto, logo o (i) conjunto é fechado com relagao ao produto
geométrico; além disso, (ii) o produto é associativo, (iii) existe o elemento neutro com
relagdo ao produto (o numero 1) e, (iv) para cada elemento R ha o elemento inverso
R™': RR™' = R"'R = 1. Os elementos desse grupo sao denominados rotores (devido ao
papel que desempenham na descrigdo de rotagoes), como no caso bidimensional (apesar

de naquele caso nao se ter feito mengao a uma estrutura de grupo).

Como um rotor R é um elemento da sub-algebra par Cls™, é representado na forma
matricial como em (2.90), e dai, levando em conta a correspondéncia entre as operagoes

de reversao e conjugacao hermitiana, a relacao RR = 1 se expressa em termos de matrizes
w1 —wg* w1 —UJQ* 10
Wao wl* Wa wl* 01

. *

w2+ w2 =det [ 1 T ) =1,
*
W2 w1

que mostra que a matriz que representa um rotor, além de ser unitaria, tem determinante

por

Essa relagao implica

igual a 1. Verifica-se, dessa forma, um isomorfismo entre o grupo Spin(3) e o grupo SU(2),

das matrizes complexas 2 X 2 unitarias de determinante igual a 1.

Deixa-se nota de como fica a parametrizacao de rotacoes em termos de angulos de
Euler:
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1 1 1
R =exp (§¢Ie3> exp (ﬁélel) exp (§¢Ie3)
B 0 O+ 0\ . (o+¢p
= COS (5) CcOos <T) + cos <§) sin (T ejes+
. (0 — A AN —
+ sin (§> cos (qu(’D) ese3 + sin <§> sin (¢T¢) eje;. (2.111)

E interessante salientar que, como no caso bidimensional, tanto R como — R descrevem

essencialmente a mesma rotacao. Na verdade, o resultado final da atuagao dos dois rotores
que é igual. De fato, uma rotacao por um angulo ¢ no sentido anti-horario, através de um
plano com vetor normal unitario @, tem o mesmo efeito que uma rotagao por um angulo
2m — ¢ no sentido horario, através do mesmo plano, porém, tomando-se —a como vetor

normal unitario; assim, dados R = exp(Iu¢/2) e R’ = exp[I(—u)(2m — ¢)/2], tem-se

R = exp [%(% - ng)I(—ﬁ)] = exp K%gb - w) Iﬁ] = exp (%gb:[ﬁ) exp(—nla) = R(—1) = —R.

O fato de que R e —R “descrevem” a mesma rotagao implica que ha uma relacao “de dois
para um” entre o grupo Spin(3) (e também SU(2)) e o grupo SO(3), das matrizes reais
3 x 3 ortogonais de determinante igual a 1, as quais também descrevem rotagoes no espaco
euclidiano tridimensional, embora de forma tnica. Assim, costuma-se dizer que Spin(3) ¢é

o recobrimento duplo de SO(3).

Considere agora o caso em que as rotagoes dependem de um parametro real ¢, e deixe
que a analise se restrinja aos vetores de base, ja que combinagoes lineares destes resultam
em vetores arbitrarios. Assim, considere o rotor R = R(t) dependente do parametro ¢, e
considere a base rotacionada {e|’, ey, es'} dada por e/ = e/(t) = R(t)e;R(t) = Re;R™",

sendo i € {1,2,3}. Antes de qualquer coisa, observe que

d d . d
0=—(1)=—(RR"Y)=RR '+ R—
7V =g (RE7) +

),

de modo que

d .
" (R°')=—-R'RR, (2.112)
em que R = dR/dt. Obtém-se entdo uma expressao para a derivada com relagao a t de

R~' = R. Agora, considere a derivada com relacao a t de e;':
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de,’ d
: »/ = v = — - -1
&/ =— =7 (Re;R7Y)
drR d,
= EGZR ! + Rela (R 1)
= Re;R™' — Re;R'RR~"

= RRe; — e/ RR. (2.113)

—_—

Observe que RR é um elemento da sub-dlgebra par C¢3", de modo que (Rfi) = RR, e,

além disso, utilizando o resultado (2.112), tem-se que

—_—~—

o= = ~ d . .~
(RR) = RR = RR = R— (') = —RR'RR™' = —(RR),

logo, RR é um bivetor. Assim, pode-se escrever a equagao (2.113) em termos de uma

contragao:

J 1 .~ — = .~

Denota-se 2RR = €, e o bivetor £2; é denominado bivetor de Daubouz, o qual aparece no

contexto da geometria de curvas. Dessa forma, a equacao anterior pode ser escrita como

éi/ = Qt . e/. (2115)

O wvetor de Darbour w, também conhecido em mecanica classica como vetor velocidade

angular, é definido por

Pode-se escrever a equagao (2.115) em termos do vetor velocidade angular como

1 1
¢ = (-Iw)- e = —3 (Iwei’ - e/Iw) = —I§ <wei’ — e/w) =-T(wAe/),
ou seja, como

& =x(wNhe’)=wxe/ (2.117)
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Pode-se considerar ainda rotagoes locais, no sentido que dependem da posi¢ao x no
espago: e/ = e/(x) = R(x)e;R(x) = Re;R™'. Nesse caso, de forma andloga ao caso

anterior, obtém-se

/
i 1

aj (e/) = ZZ = 5 (Qje/ — ei'Qj> = Qj : ei', (2118)
J

em que 2; =2(0,;R) é, que também sao denominados bivetores de Darboux.

Uma vez que ; = 2 (9;R) R, tem-se

9;R = ~Q,R, (2.119)

da qual segue

9, (0,R) — %ai (R = 5[ 002) R+ 9, 0R)| = 5[ 002) R+ %aniR],

1
2

DN | —

que implica

1 1 1
0 (O;R) = 0; (%iR) = 5 {a,-ﬂj — 0, + 50 — éginj} R.
Impondo que 0; (0;R) — 0; (0; R) = 0, tem-se que os €2, devem satisfazer

1 1

ou,
00— 0 = (0, - 2,9). (2.120)
que pode ser escrito em termos da notacao de comutador como
. — 0,9 — % Q0. (2.121)
Deixa-se nota que o espago dos bivetores €2; dotado do produto definido pela expressao

acima constitui uma algebra, uma sub-algebra de C/3, que corresponde a algebra de Lie

associada ao grupo Spin(3).
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2.3 Spinores de Pauli
As matrizes de My(C) representam endomorfismos sobre o espago vetorial C?, ou seja,

transformacoes lineares de C? em C2. O espaco vetorial C? ¢ denominado espaco de

spinores (associado a R?). Dessa forma, um tal spinor pode ser representado pela matriz

P = ( ¢ > , (2.122)
U

sendo £ e i numeros complexos. Esses spinores sao denominados spinores de Pauli, e a

coluna

definicao acima corresponde a sua defini¢ao cldssica.

Counsidere o multivetor

fe %(1 +ey), (2.123)

o qual goza da propriedade de idempoténcia, ou seja, f2 = f, e, além disso, satisfaz
esf = f. Considere entao o ideal a esquerda Cl3 f de Cl3, cujos elementos sao da forma A f
(para informagoes sobre ideais veja a tltima segdo do apéndice A), sendo A um multivetor

genérico dado por (2.65),

A =a+ (a1e1 + azes + azes) + (ajpe1€s + ajzeres + agzeses) + ajazereqes.

Observe entao que, considerando a propriedade e3f = f, pode-se escrever

Af = af+are; f+(azereses)er fHasf+anereses f+arse; f+ass(ereses)er f+(arnzereses) f,

que permite escrever

Af = [(a+a3) +Lars + ar23) ]| f + [(a1 + a13) +L(az + ass)]ei f. (2.124)

De forma analoga, pode-se escrever

A(elf) = [(al — CL13) — I(CLQ — agg)}f + [((I — Cl,g) — I(Cl,lg — algg)]elf. (2125)
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Convenientemente, denotar-se-4 f = |1) e e;f =2). Dessa forma, pode-se representar
as equagoes (2.124) e (2.125) por

Aln) =" Apn|m), (2.126)

em que m,n € {1,2} e A, correspondem aos multivetores entre colchetes em (2.124) e

(2.125). Definindo entao (n| = |n), observe que

(mln) = (ml[n) = Gmaf € D In)(n| =1, (2.127)

n=1

o que ¢é de facil verificagdo (utilizando-se principalmente a propriedade de idempoténcia
de f). Considerando agora a representacao matricial de multivetores, dada por (2.88) e

(2.89), tem-se as correspondéncias

Im(;g), mzm(;g) : |2>:e1fH(gg),

(2.128)

as quais conduzem a identificagao das expressoes entre colchetes em (2.124) e (2.125) com

nimeros complexos. E repare que

) (o)) ()=(0),

e, da mesma forma,

o)) )-()

o que leva a constatacao de que
1
0

(0)

podem ser identificadas na dlgebra matricial, e da mesma forma

() ()
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Pode-se entao identificar |1) com (1 0)T, |2) com (0 1)T e escrever um spinor de Pauli

na forma

) = c1|1) + 2]2), com ¢, €C. (2.129)

Neste caso, pode-se pensar em um spinor de Pauli como um elemento do ideal a esquerda
Clsf, sem necessariamente fazer alusdo a matrizes (apesar delas terem sido muito tteis

nesta contrucao). Essa é a esséncia da defini¢ao algébrica de um spinor de Pauli.

Observe que a equagao (2.124) pode ser reescrita, considerando esf = f, sob a forma

Af = (a+a3)f + [163(CL12 + a123) + (a1 + aiz)eres + Iei(az + a23)] [y

ou ainda como

Af = (a+as)f + [(au + aizz)eiey + (a1 + az)eres + (az + a23)ege3} 1

o que mostra que o produto geométrico de um multivetor arbitrario e f corresponde ao
produto geométrico entre um multivetor da sub-dlgebra par Cl3™ e o multivetor f; fica
evidenciado assim o isomorfismo Cl3 f ~ Cl3™ f. Mas, de acordo com (2.90), um multivetor

da sub-algebra par Cl3* é representado por uma matriz da forma

w1 —wg*
)
wy  wi*

que ao ser multiplicada pela matriz de f,

(o0)
(0)

a qual corresponde, no ambito da algebra matricial, a matriz

()

que por sua vez consiste num spinor de Pauli em sua forma classica. Observa-se entao a

resulta na matriz
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existéncia do isomorfismo Cls™ f ~ Cl3. Como Clsf ~ Cls3™ f, segue que Clsf ~ ClsT,
logo, um spinor de Pauli pode ser representado por um multivetor da sub-dlgebra par

C£3+I

w = a + a12€1€2 + a13€1€e3 + ag3€qes. (2130)

Esta corresponde a defini¢cao operatoria de um spinor de Pauli.

Lembre-se que Cl3t é isomorfa & H, a &lgebra dos quatérnions. Isso significa que
spinores de Pauli podem ser representados por quatérnions. Uma vez que a algebra dos
quatérnions tem grande aplicabilidade em &areas cléssicas da Fisica, tais como mecanica
e eletrodinamica, observa-se que o conceito de spinor pode também ser aplicado nessas

areas (o que nao é feito aqui), embora o nome “spinor” nao sugira isso.

Seja 1) um spinor operatério de Pauli nao nulo, dado por (2.130). Da defini¢ao de

norma de um multivetor segue que

|WH2 = <WZ>O = w{; = Cl2 + Cl122 + a132 -+ a232 > 0. (2131)

Considere entao o nimero real positivo p tal que

(12 —+ CL122 + CL132 + CL232 = p. (2132)
Pode-se utilizar (\/iﬁ, %, %, “ﬁ) como coordenadas locais de R*, de tal modo que a

equacao acima descreva a hiperesfera S® = {X ! x € Rte|x|]? = p}. Pode-se entao

parametrizar S® em termos de angulos de Euler e escrever

(2.133)

az3 = /psin (g) CoS (qﬁ—Tgp) )

Assim, considerando essas expressoes na expressao genérica para um spinor de Pauli

operatério, equagao (2.130), e entdo levando em conta a parametrizagdo de um rotor
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genérico em termos de angulos de Euler, equagao (2.111), pode-se escrever:

Y =+/pR, emque pef{r|reRexz>0} e R e Spin(3). (2.134)

Dessa forma, o resultado da acao do spinor ¢ sobre um vetor x de R? por meio de ¢va é

Uxtp = pRxR, (2.135)

de modo que uma tal acao de um spinor sobre um vetor faz este rotacionar, devido a acao
do rotor, e dilatar (ou mesmo contrair, caso p < 1), devido ao fator p. Assim, dados dois

vetores u e v de R?, existe um spinor de Pauli 1 tal que

u:wvv,z

(em fungao disso a denominacao “operatério” para o spinor de Pauli ¢). Em particular,
qualquer vetor x = x1e; + xo€5 + x3e3 pode ser escrito em termos da acao de um spinor

1 sobre um vetor de referéncia, que pode ser tomado, por conveniéncia, como es:

x = e, (2.136)

Aplicando na equagao acima a expressdao genérica para v, dada por (2.130), além da

expressao para o vetor x, tem-se:

r1€q + To€9 + I3z — ((l -+ a12€1€2 + a13€ei1€es + azgegeg)eg(a — a12€1€e9 — a13e1e3 — a23e2e3)
= (aes + a2l + a13e1 + azzer)(a — ar2€1€2 — a13€1€3 — aszeses)
= a’e3 — aaypl + aajze; + aaszes + aarpl + aja’es — ajpaizes + ajpasze;+
+ aaize; — a12a13€2 — ar3’es — arzagl + aagzes + arpasser + ajzasl — ax’es

= 2(aa3 + axazs)e; + 2(aass — apaiz)ey + (a2 +a” — ar3” — a232) €3

ry = 2(aa13+a12a23)
Lo = 2(&@23—0,12(113) . (2137)

_ 2 2 2 2
T3 = a°+a12” —a13” — ag3



CAPITULO 2. A ALGEBRA GEOMETRICA DO ESPACO EUCLIDIANO 63

Aplicando entao nas equagoes acima as expressoes para a, ajz2, a3 € azz dadas por (2.133),
e aplicando identidades trigonométricas bésicas (o que nao é feito aqui, por ser um céalculo

demasiado extenso, embora nao muito complexo), obtém-se

ry = psin(0)cos(o)
Ty = psin(f)sin(¢p) o, (2.138)
r3 = pcos(f)

em que se reconhece p, 6 e ¢ como as coordenadas esféricas do ponto dado pelo vetor x.

2.3.1 A Transformacao Ativa do Spinor de Pauli
Considere €;/, com ¢ € {1, 2,3}, tais que

ei' = ReiR, (2139)

sendo que R € Spin(3) e 8 = {e1, e, €3} ¢ a base canonica de R?. Define-se entao a base
rotacionada ' = {e;’, ey, e3'}, sendo os vetores dessa base dados pela equagao acima.

Considere entao os spinores

’ll)ﬁ = a + a;pejes + a13€1€es + 93€2€3 (2140)
(S
¢6' = Cl, -+ Cllglellegl + alglelleg/ + aggleglegl (2141)
tais que
Vpests = Ypes'hy = x € R, (2.142)

A liberdade de escolha de uma base para a descricao de um vetor x em termos da acao de
um spinor sobre um vetor de referéncia da base sugere que 13 e ¥g sejam equivalentes no
senso de representabilidade. Dessa forma, pode-se definir um spinor de Pauli operatoério
como uma classe de equivaléncia de elementos 3, g, ... da sub-dlgebra par Cl;™ tais
que @Dﬁeg@’;ﬁ = 77[]5/83/7;;6/ = ---, em que as bases 3,3, ... estdo rotacionadas umas em
relacao as outras, de tal forma que representam sistemas de referéncia equivalentes, e, de
um modo geral, 1, indica o representante da classe de equivaléncia escrito em termos da

base a. Denota-se genericamente tal classe de equivaléncia por V.
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Considere agora

X = w[geg{/;ﬁ e x' = RxR, (2.143)
em que R € Spin(3). Do ponto de vista de uma transformagdo ativa, o vetor x' é outro

que ndo x (a nao ser que R = 1), da mesma forma que e;/ = Re;R é, em geral, diferente

de e;, de modo que pode-se escrever

x' = Plyes' vl = e, (2.144)

em que ¥ e 1%/ sao representantes do spinor ¥’. Mas,

x' = RxR = RygestsR = RysRResRR)s R = RipsRes' RysR, (2.145)

que comparadas com (2.144) implicam

Uy = RusR (2.146)
e

v = Rig. (2.147)
Por outro lado,

Ypess = Vges'ty = vy Res Ry, (2.148)

que implica

Vs = Yp R, (2.149)
a qual aplicada em (2.146) resulta

Vi = Ripgr. (2.150)

A arbitrariedade do rotor R, e portanto da base rotacionada ', permite que as equacoes

(2.147) e (2.150) possam ser representadas genericamente por

U = RU. (2.151)
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Esta é a relacao que descreve a transformacao ativa do spinor W.

2.4 Aplicacao: A Teoria de Pauli em Termos de C/3

O postulado basico da teoria de Pauli consiste na assercao de que o elétron é descrito

por um campo de spinores (cldssicos)

W =P(x,t) = ( §x,1) ) (2.152)

n(x,t)

tal que, de acordo com a interpretacio usual da mecanica quantica, ¥4 corresponde a
densidade de probabilidade p = p(x,t) de se detectar o elétron na posi¢ao x no instante ¢.
Esse postulado pode ser escrito em termos de um campo de spinores operatorios de Pauli

Y = (x,t), com a densidade de probabilidade p = p(x,t) sendo dada por

p = =P, (2.153)

Lembre-se que 2/115 corresponde ao quadrado da norma de 1, logo p assim definida é nao
negativa, e que ¢ pode ser escrito sob a forma ¥ = /pR, o que leva a identificacao de /p

como a amplitude do campo de spinores ).

E interessante salientar que, tomado um vetor de referéncia v, qualquer vetor de R?
pode ser escrito sob a forma yvy, para algum spinor operatério de Pauli x, o que nao
significa que se esteja trabalhando necessariamente com algo relacionado ao conceito de
spin. Neste contexto, o conceito de spin aparece quando se supoe que o elétron possui um
momento de dipolo magnético intrinseco p = (e¢/mc)s, em que a quantidade vetorial s é
identificada como o momento angular intrinseco do elétron, que denomina-se spin (que
doravante é escrito sem italico), e representa a carga elétrica elementar, m é massa do

elétron e ¢ a velocidade da luz no vacuo.

Uma vez verificado que a magnitude do spin do elétron é h/2, pode-se escrever s =
(h/2)8, sendo § o versor de s, e a densidade de spin ps pode ser escrita em termos da acao
de um spinor postulado 1 sobre um vetor de referéncia, que pode ser tomado como es,

Ccomo

s = Doy (2.154)

de modo que a densidade de momento de dipolo magnético do elétron pode ser escrita
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Cco1mo

eh ~
PR = 5 ihesy). (2.155)
mc

A escolha do vetor de referéncia é arbitraria, e determina o que se chama de direcao de

quantizacao.

Se o campo de vetores s é constante, nao dependendo da posicao x do elétron nem
do instante de tempo ¢, diz-se que o elétron esta em um auto-estado de spin. Nesse caso,
pode-se arbitrar convenientemente pela direcao de quantizagao como coincidindo com a

dire¢do de s. Da equagao (2.154) segue que

- B~
sy = §¢e3¢,

que implica

h
Sw = §¢93,

da qual segue

h
e3sy = 593@/}63-

Pode-se entao definir o operador multivetorial S tal que

S(1)) = esst) = gezﬂpe:’n (2.156)

de tal modo que a condicao para que o elétron esteja em um auto-estado de spin, quando
s = +h/2e3, é dada por

S(y) = igw. (2.157)

Dessa forma, quando o elétron estd em um auto-estado de spin, vale

1 = tegies,

da qual segue

Y= %w + ezyes). (2.158)
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Pode-se entao definir os operadores f]+ e 3_ por

B.(4) = (0 £ espes) (2150)

0s quais satisfazem:

(82 052) ) = 5 [520)] = 8 [0t ewven)]

11 1

=5 [5@ + eze;) £ e3§(¢ + e3we3)e3]

1

=3 B(zp + eses) + %(w + ezweza)}

= %(%ﬁ + est)e;)

= 3.(¢); (2.160)

(ii o zi;) () = 5. [ijF(w)] — 3, B(w ¥ egweg)}
B(Qﬁ T esie;) £ e?éw ¥ 93@/)83)83}

36 F eaven) £ 3 erves 7 )
— o), 2161

= 0(¥); (2.162)
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De forma sumarizada,

~

SoSh— %L, ShoShoSLoSL-0 5,45 i (2.164)

em que 0 é o operador nulo e 1 o operador identidade. Dessa forma, observa-se que >, e

3. sdo operadores de projecao, os operadores de projecao de spin. Observe que

(S08:) () =5 [£a)] = +05. ) (2.165)

o que se observa por aplicacdo direta da definicio de >4 (equagoes (2.159)) na defini¢ao
de S (segunda igualdade em (2.156)).

Considere agora o operador de momento p, o qual é definido por
p(¢) = —hVyle; = hVieze;. (2.166)

Neste contexto a densidade de momento pp é definida por

op = (p()0) - (2.167)
Define-se também o operador de energia E, através de

. 0
E(s) = ha—fleg, (2.168)

e a respectiva densidade de energia pE, por

pE = <E(¢)J>O. (2.169)

A 1 1
E = —_— 0 0 == _A2 21
(W) =5 - (pop) () =5 p°(¥), (2.170)
que, de forma mais explicita, fica
o n_,
—Iles = —— . 2.171
hat ©s QmV 4 (2.171)

No caso em que o elétron estd em um auto-estado de spin, vale a condicao (2.157), que,
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pela definicao do operador S, implica

Y = *esipe;. (2.172)

Como de um modo geral ¢ é da forma ¢ = rexp(Iuy), sendo r e y reais, a condigdo
acima implica que u = e3. Logo, quando o elétron estd em um auto-estado de spin, o
spinor que o descreve tem a forma 1 = rexp(Ilesy), de forma que Iez comuta com ),

e consequentemente também comuta com 9 /0t na equacao de Pauli; e como (Iez)? =

(e1e2)? = —1, o elétron estando em um auto-estado de spin a equaciao de Pauli pode ser
escrita
D h?
h— = ——V? 2.173
ih—: 5V ¢ (2.173)

com ¢ = rexp(ix), sendo i a unidade imagindria. A equacao obtida é justamente a
equacao de Schrodinger para um elétron livre, logo, sob a visao da teoria de Pauli, a
equacao de Schrodinger descreve um elétron em um auto-estado de spin. Considerar-se-a

agora o caso em que o elétron esta sujeito a um campo eletromagnético externo.

Qualquer rotacao dada por e; — e;/ = Ue;U, com U € Spin(3), tal que e;3’ = e3

preserva a direcao de quantizacao. Tal rotagao é dada por um rotor da forma

U = exp(—Iesa) = exp(eqe10). (2.174)

Como a descricao das quantidades observaveis p, s, p e E depende da direcao de quantiza-
cao escolhida, neste caso determinada pelo vetor es, tais quantidades devem ser invariantes
sob rotacoes dos vetores e; e e; no plano que eles descrevem, como as rotagoes dadas pelo
rotor U acima descrito. Sob esse tipo de rotacao, 1z se transforma em g da forma

prescrita pela equagao (2.149), ou seja, da forma

g = g = U = g exp(leza), (2.175)

sendo B = {e1,eq,e3} e B’ = {e1/,e),e3'} a base rotacionada. Tal transformacao corres-

ponde no caso matricial a

¥ — Pexp(ia), (2.176)

ou seja, corresponde ao que se conhece como uma mudanca de fase. Observa-se que
as quantidades observaveis sao invariantes sob uma transformacao de fase tal que « é

constante, que é denominada uma transformacao de fase global. No caso de uma trans-
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formagao de fase local, em que o = a(x,t), ou seja, em que « é fungao da posigao e do
tempo, verifica-se que as quantidades p e E nao sao invariantes. Mas pode-se redefinir
tais quantidades, introduzindo “campos auxiliares”, conhecidos como campos de gauge, de
tal modo que as novas quantidades sejam invariantes quando o campo de spinores v sofre
uma transformacao de fase local. Nesse caso, verifica-se as seguintes transformagoes sob

uma transformagao de fase local do campo de spinores:

pp — pp + phVa; (2.177)
pE — pE — pﬁaacz. (2.178)

De fato, sob a transformagao ¢ — 1 exp(lesar) = wf] a quantidade pp (de acordo com a

sua definigao dada por (2.167)) se transforma em

(D)),
o0} 10](09)

h [WU n WU] Ie3U¢>

<
(-
< hvaIegUw> <—7’LV1/JU193U@Z>
(-
(-
<

BV@/JUU193¢> < [Z 8277/) eXp Ie304)] Ie; exp(—Iegoz)zZ>
1

hV¢Ie3¢> < [Z ezqﬁ Ieg exp(Iega)] Ie; exp(—Iega)i/;>
1

> <—hVoap(Ie3) UU¢>1

P+ (—hVar(~1)(+1)i7).
= pp + (WVap),
= pp + phVa,

e a quantidade pE (de acordo com a sua definigao dada por (2.169)) se transforma em
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pE'

e (40) (+7))

h— [ exp(lesza)| Ieg exp(—Ie3a)1Z>
0

0
ot
oY 0 ~
h— exp(Iesa) + hp— exp(Iesa) | Ieg exp(—Iesa)y)
ot ot 0
ha—qfle312> + <h¢(g—? exp(Iesa)lesles exp(—Iega){E>
0 0

Il
P U P

.~ o -
hp—(—1
<w>w>0+< v >w>0
oo
= pE — ph—.
P P ot
Define-se entao o operador momento cinético If’, o qual fornecera a nova densidade de

momento (cinético)

pp = <l5(w)z5>1 , (2.179)
por

A

P(¥)=p(¥) + §A¢ = —hVyle; + gAdz, (2.180)

em que A é o potencial vetorial eletromagnético associado ao campo eletromagnético

externo, que se impoe transformar-se sob a mudanca de fase como

h
A A - Eva, (2.181)
e

ja que tal transformacao nao afeta a descricao do campo magnético, o qual é dado por
B = rot(A) = x(V A A). Da mesma forma, introduz-se um campo escalar ®, que
identifica-se como o potencial escalar eletromagnético, o qual se impoe transformar-se

CcOo1mo

hoa

O D4 —— 2.182

ja que tal transformagao, quando efetuada em conjunto com a transformacao do campo

10A

A acima, nao afeta a descrigao do campo elétrico, o qual é dado por E = —V® — <2,
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De forma que define-se o novo operador de energia, o operador hamiltoniano H, por

Hw) =5

2m

<|5 o |5) (1) — ePtp = %ﬁw) — ey (2.183)

Dessa forma, escreve-se a equacao de Pauli para o elétron sujeito ao campo eletromagnético
externo descrito pelos potenciais ® e A como
oY

H(y) = figrles. (2.184)

Com relacao a esta formulagao, é interessante salientar que nao ha necessidade de se
postular a forma de interagao do elétron com o campo eletromagnético externo. Com

efeito, o calculo da expressao P2(¢) d4

&
= b [p(v) + SA¥] + ZA [p(v) + “Ay|
KV [—hwleg + §A¢] Tes + SA [—hwleg + EA@D]

=~V — iLV(A@w)Ieg — —hAVI/)Ieg + - A%p

=gy (VA)meg—z—h(A V)iles + hAv¢1e3—fAv¢1e3+ _A%)
= —R2V2) — o —(V- A)yle; - —h(v A A)Te; — 2—h(A V)i les + A b
= 12V — eh(v A)¢Ie3+—hmt( A)e; —2@(A V)¢Ie3+ A%
— B2V — eh(v A)¢Ie3+—B¢e3—2iL(A V)1/)Ie3—|— A21/;

(2.185)

* Nesse passo utilizou-se do seguinte resultado (em que, para simplificagao, se utiliza da

convencao de soma de Einstein):
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_ 0 A oA
V(AY) = eim - (Ad) = e 5t e Ao

= (VA + (e;- A+ ¢ AA)S;Z}"
oY oY
ori Ae; ox’

= (VA)y +2 (A : ei%) P — AV

= (VA +2(A - V)Y — AV, (2.186)

— (VA) +2(A - ;)

Por outro lado, pensando no operador de momento em termos de “operadores componen-

tes” como
. . 0
p(Y) = eipi(¥) = _heia_;i:[eii (2.187)

(em que doravante se utiliza da convengao de soma de Einstein), e da mesma forma,

escrevendo

P(1)) = ePi(1h) = espi(t) + geiAiw, (2.188)

= (e;-e;+e Aej) (ISZ- o |5j>

— (ei-e5) (PioPy) + (e nvey) (PioP))

= i (If’Z o Isj> + (e; N ej) (If’Z o I5j>

= (PioPy) +(einey) (PioBy), (2.189)

Dessa forma, identifica-se (e; A e;) (ISZ o |5]> () com £Bipes na equagao (2.185), que é

0 Unico termo envolvendo um produto externo naquela equacao; os termos restantes sao
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entao identificados com (If’Z o If’z) (¢). Assim, tem-se
. 99 eh eh e*
(Pi o Pi) (V) = =WV — (V- A)yles -2 (A V)ile; + SA%  (2190)
e
PO eh
(e; Ae)) (Pi ° Pj) (¥) = —Bues. (2.191)
De modo que a equacao de Pauli, (2.184), pode ser escrita na forma
oY 1 /0 =& eh
—TIe3 = — (P; 0 P; —ed ——Bues. 2.192
B les = o (PioP) (1) — v+ - Buey (2.192)

Poderia-se trabalhar com esta equacao no sentido de apresentar algumas aplicagoes

bésicas, tal como fez J. Vaz Jr. no trabalho em que essa apresentagdo se baseia (VAZ

JR., 1997), o que foi até feito em manuscritos, mas o fator tempo impds a restrigao de

nao apresentacao de tais aplicagoes. O leitor interessado é remetido ao trabalho original.

Também indica-se o trabalho “Local Observables in Quantum Theory”, de D. Hestenes
e R. Giirtler (HESTENES; GURTLER, 1971), o qual é, inclusive, um dos trabalhos em que

J. Vaz Jr. se baseia.



3 A Algebra Geométrica do
Espaco-Tempo

Considera-se, neste capitulo, dlgebras geométricas de espagos pseudo-euclidianos, com
énfase na dlgebra geométrica do espaco-tempo de Minkowski, com base no exposto em
“A Algebra Geométrica do Espaco-Tempo e a Teoria da Relatividade”, de Jayme Vaz
Jr. (VAZ JR., 2000), e também com base em algumas informacoes colhidas do capitulo 5
(“Relativity and Spacetime”) do livro “Geometric Algebra for Physicists”, de Christopher
J. L. Doran e Anthony N. Lasenby (DORAN; LASENBY, 2003). Também é feita uma concisa
apresentacao sobre a dlgebra de Dirac e aos spinores de Dirac com base numa exposicao
no artigo “Maxwell and Dirac Theories as an Already Unified Theory”, de Jayme Vaz Jr. e
Waldyr A. Rodrigues Jr. (VAZ JR.; RODRIGUES JR., 1995).

3.1 Espacos Pseudo-Euclidianos

Introduz-se aqui a ideia de um espaco pseudo-euclidiano através do caso bidimensional

e faz-se uma comparacao com o plano euclidiano.

Considere o espaco vetorial usual associado a R?, e, como no capitulo anterior, deixe
que seus elementos sejam denotados por letras latinas em negrito: u, v, etc. Sua base
canodnica serd denotada por {er,es} = {(1,0), (0,1)} (em que fica subentendida a ordena-
¢ao da base), de tal forma que se escreve, genericamente, U = u;€; +us€s, Vv = v1€1 +vz€q,
etc. A interpretacao desse espaco serd a interpretacao geométrica usual: R? corresponde

ao plano, e seus pares ordenados representam vetores do plano.

Considere a forma bilinear h : R? x R? — R tal que

h(el, el) = —h(eg, eg) =1 (S h(el, eg) = h(GQ, el) =0. (31)

Tomando-se h(u,Vv), sendo u e v vetores genéricos, e aplicando-se entdo a propriedade
de bilinearidade, verifica-se que h(u,v) = h(v,u), ou seja, a forma bilinear h é simétrica.

De fato, tem-se que
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h(u, V) = h(u161 + ugeq, vi€1 + 12262)
= uyvih(ey, er) + ugvah(er, €) + ugvih(eq, 1) + ugvah(es, €3) = ujvy — usvsy

= vlulh(el, 61) + vmzh(el, 62) + Ugulh(eg, el) + U2u2h(eg, eg) = h(V, u).

Em particular,

h(u, U) = U12 - U22. (32)

Embora h seja simétrica, a equacao acima permite observar que ela nao é positiva-definida,
podendo h(u,u) assumir qualquer valor real, inclusive zero, sem que u seja necessaria-
mente o vetor nulo. Nao obstante, é 1til trabalhar com R? dotado da forma bilinear h
acima definida, o que determina um caso particular do que se chama um espaco pseudo-

euclidiano, nesse caso, o plano pseudo-euclidiano.

Considerar-se-a a “norma” induzida pela forma bilinear h, que sera denominada pseudo-

norma (por nao se tratar de fato de uma norma):

2 2 2
|lul]n® = h(u,u) = uy” — u”. (3.3)

A fim de apresentar alguns aspectos do plano pseudo-euclidiano, considerar-se-a pri-
meiro os seus analogos em um plano euclidiano. Isso sera feito sob forma de recordacao.

Seja g a forma bilinear dada por (2.1) e || - ||; a norma induzida por ela. Dado um

nimero real nao nulo r, a equagao

xllg* = g(x, %) =17, (3.4)

que pode ser escrita em termos das componentes do vetor x = x1e; + x9€e5 como

T1\? | [(T2)?
112 2o® =1r? ou (—) + (— =1, (3.5)
r r
descreve uma circunferéncia de raio |r| centrada na origem. Tal circunferéncia pode ser
parametrizada pelo angulo € que o vetor de posicao genérico x sobre a circunferéncia faz
com o eixo das abscissas, o que é dado por z; = rcos() e xo = rsin(f), de modo a

obter-se da equacao da circunferéncia a conhecida identidade fundamental

cos®(6) + sin?(f) = 1. (3.6)
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A parametrizagao supracitada permite escrever o vetor x como

x = r[cos(0)e; + sin(f)ey). (3.7)

Com respeito as fungoes seno e cosseno, é oportuno citar a célebre férmula de Euler,

e = cos(0) + isin(f), (3.8)

a qual permite escrever as fungoes seno e cosseno em termos de exponenciais complexas:

(e” +e7), sin(6) = i (e —e™). (3.9)

21

cos(f) =

N | —

Ainda com respeito a circunferéncia, vale lembrar que um outro vetor x’ = x1'e; + x5'ey

sobre a circunferéncia, obtido do vetor x por uma rotacao de A#, é tal que

xy _ C?S(A@) — sin(A0) N (3.10)
xo sin(Af)  cos(A0) )
Considerar-se-4 agora os aspectos analogos dos considerados acima no caso do plano

pseudo-euclidiano.

Considere a forma bilinear h, dada pelas relagdes (3.1). A equagao

Ix||n? = h(x,x) = const. (3.11)

pode descrever formas geométricas diferentes conforme a constante que nela aparece é (I)
positiva, (II) negativa ou (IIT) nula. Considere primeiro o caso I, em que a equacao pode

ser escrita sob a forma

Ix1n* = h(x,x) =17, (3.12)

para algum real r nao nulo, ou mais explicitamente, em termos das componentes do vetor

X = T1€1 + T2€o:

2 2
1% — 1% =12 ou (E) - (ﬁ> =1. (3.13)
r r

Essa é a equagao da hipérbole equildtera com vértices em (—7,0) e (r,0). No caso II, a
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equacao toma forma

1x[[5? = h(x,x) = —r*, (3.14)

que em termos das componentes do vetor X, pode ser escrita como

2 2
1% — 29 = —1? ou <ﬁ> — (ﬁ> = 1. (3.15)
r r

Essa é a equagao da hipérbole equildtera com vértices em (0, —r) e (0, 7). Quanto ao caso

III, tem-se a equacao

1x[[n* = h(x,%x) = 0, (3.16)

que em termos das componentes do vetor x é escrita como

T2 — 292 =0 ou T, = *x9, (3.17)

o que descreve as assintotas das hipérboles consideradas acima. Na figura abaixo seguem

os graficos das figuras geométricas consideradas em cada caso.

\

sy

FIGURA 3.1 — Curvas consideradas nos casos I, II e III no texto (considera-se o eixo das
abscissas vertical e o eixo das ordenadas horizontal, de tal modo que é apresentada “a
outra face” do plano, perpectiva que nao é usual em geometria, mas é usual na teoria
especial da relatividade, em que o eixo vertical corresponde ao tempo e o horizontal a
distancia). Fonte: (VAZ JR., 2000).

Da mesma forma que a circunferéncia pode ser parametrizada por um angulo, um ramo
de hipérbole pode ser parametrizado por uma quantidade que se denomina angulo hiper-
bolico, a qual nao consiste num angulo no sentido usual, embora para esse conceito haja
uma definigao formal (a qual nao é feita aqui). No entanto, pode-se pensar no angulo hi-

perbdlico genérico o como o argumento das fungoes cosseno e seno hiperbdlicos, as quais
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podem ser definidas respectivamente por

1 1
cosh(a) = 5 (e* +e7%) e sinh(a) = 3 (e —e ). (3.18)
Note que tais fungoes satisfazem
e® = cosh(a) + sinh(«) (3.19)
e
cosh?(a) — sinh?(a) = 1, (3.20)

que tem como seus analogos no caso da “geometria circular” as equagoes (3.9), (3.8) e

(3.6). A parametrizacdo do ramo superior da hipérbole I se d4 por meio das relagoes

cosh(a) = e e sinh(a) = %, (3.21)

r r

que permitem escrever um vetor de posicao genérico do ramo de hipérbole v = ve; +vqe5

Ccomo

v = r[cosh(a)e; + sinh(a)ey]. (3.22)

Qualquer outro vetor de posicao v/ = vi’e; + vy’e; sobre o ramo de hipérbole considerado

pode ser obtido de v por meio de uma rota¢ao hiperbélica por certo angulo hiperbélico

vy _ Cosh<Aa) Sinh(AOé) U1 (3 23)
o' sinh(Aa) cosh(Aa«) vy | .

Uma tal rotacao hiperbdlica, para um angulo hiperbdlico A« negativo, segue ilustrada na

Aca, de acordo com

figura 3.2.

Ainda sobre o plano pseudo-euclidiano, tendo-se em mente que a forma bilinear h
nao é positiva-definida, existe nao apenas um, mas uma infinidade de vetores u tais que
h(u,u) = 0, todos eles sendo vetores nulos, mas nao no sentido de que g(u,u) = 0, mas
sim perante a forma métrica h. Com respeito ao valor de h(u,u), também é possivel
classificar um vetor u de outras duas formas: (1) u tal que h(u,u) > 0 e (2) u tal que
h(u,u) < 0. Pela prépria definicao da forma bilinear h, o vetor e; é do tipo 1, e o vetor

e, é do tipo 2. Essa caracteristica faz com que as duas componentes de um vetor tenham
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FIGURA 3.2 — Uma rotagao hiperbdlica de um vetor v, por um angulo hiperbélico nega-
tivo, resultando num vetor v’. Fonte: (VAZ JR., 2000).

uma natureza distinta para um espago pseudo-euclidiano, de tal modo que para um tal
espaco cada um dos dois subespacgos provindos de uma decomposi¢ao ortogonal tenham
uma natureza distinta perante a forma métrica h. Esse fato faz com que se represente o
plano pseudo-euclidiano por R!. Deixa-se nota que um espaco pseudo-euclidiano genérico
é construido de forma similar ao plano pseudo-euclidiano, sendo escrito R™"™, para m e n
naturais, de modo que tem uma base canonica com m vetores do tipo 1 e n vetores do tipo
2. Tendo como motivacao sua interpretacao no ambito da teoria da relatividade especial,
doravante vetores do tipo 1 serao denominados vetores do tipo tempo e vetores do tipo
2 serao denominados vetores do tipo espaco; vetores nulos serao denominados vetores do

tipo luz.

3.2 A Algebra Geométrica do Plano Pseudo-Euclidiano

Como no caso das construcoes feitas no capitulo anterior, a dlgebra geométrica do
plano pseudo-euclidiano é determinada por um espaco construido a partir de R*' munido

do produto geométrico, o qual neste contexto também ¢ denotado por justaposicao.

Neste caso, a propriedade fundamental do produto geométrico é dada por

uu = h(u,u), VYuecRY (3.24)

ou em termos de notagao exponencial e da pseudo-norma por

u? = |ul[z?, YueRY. (3.25)
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A propriedade acima pode ainda ser escrita em termos de componentes como

(ure; + ugesr)(urey + ugeq) = Uy — up®.

Aplicando nessa equacgao a propriedade de bilinearidade, propriedade fundamental do

produto de uma &lgebra, tem-se

2 2 2 2 2 2
ur“e1” + ujus(eres + exe) + us” e = ug” — us”,

que implica

el=1 e’=—-1 e ee;=—ese;. (3.26)

Essas sao as relagoes fundamentais para a avaliacao do produto geométrico da algebra
geométrica do plano pseudo-euclidiano. Aplicando-as no calculo do produto geométrico

de dois vetores arbitrarios u = uje; + uses € v = vi€; + vs€y, tem-se

uv = (ueq + ugey)(vieq + voes)
2 2
= U1V1€1° + U1V2€1€9 + UsV1€2€1 + UsV2€9

== (ulvl - UQ’UQ) + (U1U2 — uzvl)eleg, (327)
que corresponde a soma de uma parte simétrica, (u3v; —usvs), € uma parte anti-simétrica,

(u1v9 — ugvy)ejeq, com relagao a troca de u por v. Como o produto geométrico pode ser

escrito univocamente sob a forma

1 1
uv = §(uv +vu) + i(uv —vu), (3.28)

sendo o primeiro termo a parte simétrica e o segundo a parte anti-simétrica do produto,

escreve-se

uv=u-v+uAv, (3.29)

em que define-se

1
u-v= E(uv + vu) = uyv; — ugvy = h(u,v) (3.30)
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1
uAv = §(uv —vu) = (u1vy — ugv1)e; ey, (3.31)

os quais sdo denominados produto interno/escalar e produto externo/cunha dos vetores

uv, respectivamente.

Como no caso do plano euclidiano, os objetos da forma uAv, tais como e; Aey; = ees,
sao definidos como bivetores e interpretados como fragmentos de plano orientados. Essa
interpretacao independe das propriedades métricas do espago. Entretanto, observa-se que
no caso pseudo-euclidiano tem-se (eje;)? = 1 (diferentemente do caso euclidiano em que
se tem (eje3)? = —1), o que conduz a relagoes métricas diferentes para o caso pseudo-
euclidiano, mas nao influi na estrutura multivetorial subjacente a algebra em consideracao.
Com a notacao R para o plano pseudo-euclidiano, introduzida na secao anterior, o
espaco vetorial dos escalares reais é alternativamente denotado /\O(Rl’l), o espaco dos
vetores do plano pseudo-euclidiano é também denotado por /\1(R1’1)7 e o espacgo dos

bivetores é denotado por A*(R!). Assim, define-se o espaco vetorial

/\ (]Rl’l) _ é/\k (]Rl’l) _ /\0 (Rl’l) ® /\1 (Rl,l) ® /\2 (Rl’l) ’ (3.32)

cujos elementos, assim como no caso euclidiano, sdo da forma dada por (2.11) e sao
denominados multivetores. Tal espaco multivetorial dotado do produto geométrico de-
terminado pelas relagoes (3.26) e estendido para multivetores genéricos por bilinearidade
e associatividade determina a dlgebra geométrica do plano pseudo-euclidiano, a qual é

denotada por C/ly ;.

Os operadores de projecao, involucao graduada, reversao e conjugacao sao definidos da
mesma forma que no caso do plano euclidiano — respectivamente pelas equagoes (2.12),
(2.13), (2.14) e (2.15). A pseudo-norma ||A||, de um multivetor A de Cf;; é definida
da mesma forma que a norma de um multivetor no caso euclidiano, por (2.18) (com a
devida consideragao do produto geométrico como sendo o de Cf; 1), e se a condicao (2.20)

é satisfeita, o inverso também é definido por (2.21).

Para um bivetor B = a2e;e, do plano pseudo-euclidiano, tem-se

HBHh2 = <B]§>0 = <(a126182>(a126281)>0 = <&122 818282€1>0 = —Cl122 S 0. (333)

No entanto, da mesma forma que se obteve a equagao (2.23) no caso do plano pseudo-
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euclidiano, obtém-se

[ Avlln? = [l Iv]n* = (- v)? (3.34)

para dois vetores arbitrdrios u e v, de modo que |[u A v|[;* < 0 implica

(w-v)* = [[ull® [[v]n*, (3.35)

que é o analogo da desigualdade de Cauchy-Schwarz, (2.24), no caso pseudo-euclidiano.
Dessa forma, se u e v sao vetores do tipo tempo com coordenada temporal de mesmo
sinal (o que se expressa na teoria especial da relatividade dizendo que ambos os vetores

estao dirigidos para o futuro ou para o passado), tem-se

u-v = [lullpf v,

de modo que

o+ viln® = [l + [vls® + 200 v) > alla® + [[vIe* + 2lfaluvila = (alls + Vi)

que implica

[a+viln = [[ulln + (v, (3.36)

que é o andlogo da desigualdade triangular, (2.28), no caso pseudo-euclidiano, para dois
vetores do tipo tempo com coordenada temporal de mesmo sinal. O angulo hiperbdlico «

entre tais dois vetores é tal que

u-v

cosh(ao) = ———
(@) = el

(3.37)

sinh(a) = —M, (3.38)

[Fallall vl
em que os produtos interno e externo acima sao os dados por (3.30) e (3.31).

Como no caso euclidiano, a reflexao de um vetor v através de uma reta de vetor
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ortogonal u é dada por

v = v = —uvu . (3.39)

No entanto, ha dois casos a considerar: u? = 1, que implica v = —uvu, e u? = —1, que
implica v = uvu. No primeiro caso o vetor u é do tipo tempo e a reflexdo se d4d através
de uma reta do tipo espago (isto é, uma reta com vetor paralelo do tipo espaco). Nesse

caso, como u? = ||ul|s? = 1, pode-se escrever

u = cosh(f)e; + sinh(f)es, (3.40)

e, sendo v = v1e; + 12ey, VvV = —uvu entao fica

v = —uvu = —[ cosh(B)e; + sinh(B)es] (vie1 + va€2) [ cosh(B)e; + sinh(3)es]
- —{ [ cosh?(B)v; + sinh?®(8)vy — 2sinh() cosh(B)vs| e+

+ [2sinh(3) cosh(B)v; — cosh®(B)vs — sinh?(B)vs] e2}
= [sinh(28)vs — cosh(28)v;]e; + [cosh(28)vs — sinh(253)v e, (3.41)

em que considerou-se as relagoes

cosh(23) = cosh?(B) + sinh?(B) e sinh(24) = 2sinh(S) cosh(5),

que sao facilmente verificadas em termos das defini¢oes de seno e cosseno hiperbélicos em

termos de exponenciais. Note que, se u = e, entao = 0 e dai

!
V' = —vie1 + vgey,

o que corresponde a uma inversao na parte temporal de v. No caso em que u é do tipo
espaco, a reflexao de v se da através de uma reta do tipo tempo. Nesse caso, tem-se

u? = ||ul|s2 = —1 e pode-se escrever

u = sinh(S)e; + cosh(p)es. (3.42)
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Dessa forma, tem-se

v/ =uvu = [cosh(283)v; — sinh(283)vs] €1 + [ sinh(28)v1 — cosh(28)vs]es. (3.43)
Em particular, se u = es, entao § = 0 e dai

v = vie; — vsey,

o que corresponde a uma inversao na parte espacial de v.

Como no caso do plano euclidiano, uma rotacao hiperbdlica de um vetor do plano
pseudo-euclidiano pode ser descrita como a composicao de duas reflexdes, de modo que

uma rotagao hiperbdlica genérica é dada por

v = v = LvL ' = LvL, (3.44)

em que L = ujuy, sendo u; e uy vetores tais que u;? = uy? = 1. O objeto L, o qual é

denominado um rotor, pode ser escrito como

L= Ujuy = Uug - us + Uy A U9, (345)

de modo que, se o é o angulo hiperbdlico formado por u; e ug, (3.37) e (3.38) permitem

escrever

L = cosh(a) + sinh(a)eqe;. (3.46)

Como no caso do plano euclidiano, e;e, poderia ter sido utilizado no lugar de eseq, mas as
duas possibilidades sao consideradas considerando-se que a pode assumir qualquer valor
real, e utilizando-se a definicao de seno hiperbdlico em termos de exponenciais; além disso,
a escolha do bivetor ese; ¢ a adequada para que o rotor L acima descreva uma rotagao
hiperbdlica no sentido de « crescente. Com efeito, a avaliacao de v/ = ILvL para L dado

pela equagao acima resulta

v/ = [cosh(2a)v; + sinh(2a)vs] ey + [ sinh(20)v; + cosh(2a)vs] ey, (3.47)

que pode ser expresso matricialmente por
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vi’ \ [ cosh(2ar) sinh(2a) U1
vy’ )\ sinh(20) cosh(20) vy |

e que se reconhece como o vetor obtido de uma rotagao hiperbdlica por 2a, no sentido

de angulo crescente, do vetor v. Desse modo, observa-se que uma rotagao por um angulo

hiperbdlico a no sentido de angulo crescente é descrita pelo rotor

L = cosh (2> + sinh <2> ese;. (3.48)

Utilizando as expressoes como séries de poténcias das fungoes seno e cosseno hiperbdlicos

2n+1

na expressao para L acima, e levando em conta que (eze;)?” = 1 e (eze;) = eye; para

qualquer ntmero natural n, tem-se

WE

L = cosh(a/2) + sinh(a/2)eqe; =

(a/2" fﬁ (a/2"!
(

(2n)! on + 1)1 2%

S
Il
o

2n+1 Oé/2)2n+1

(e2e1 )2n( a/2 )2m (eze1)
+ Z

NE

—~ (2n+1
. i (826101/2> 4 > (egela/2)2”“
= o e
—~  (2n)! —~ (2n+1)!
o0 2 n
== —<e2610“/ ) , (3.49)
—~ n!
de forma que, pela definicao da exponencial de um multivetor, pode-se escrever
1
L = exp (éaegel) : (3.50)

Por fim, para que fique melhor ilustrada uma rotacao hiperbdlica, dada a base [ =
{e1, e2}, considere a base rotacionada ' = {e;’, e;’} dada por e;/ = Le;L, com o rotor L

dado pela expressao acima. Sem muitas dificuldades obtém-se

e’ = Le, L = cosh(a)e; + sinh()e, (3.51)

ey’ = Le,L = sinh(c)e; + cosh(a)es. (3.52)

Para um dado «, uma anélise da orientacao dos vetores de base rotacionados acima, que
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consiste na andlise do comportamento funcional de suas componentes, o que, por sua
vez, recai na analise do comportamento das funcoes seno e cosseno hiperbélicos, permite
verificar que uma rotagao hiperbdlica por a dos vetores de base se da conforme ilustrado
na figura 3.3, caso a > 0, e se da conforme ilustrado na figura 3.4, caso o < 0. De fato:
a > 0 implica em cosh(a) > 1 e sinh(a)) > 0; a < 0 implica em cosh(a)) > 1 e sinh(a) < 0;

além disso, sempre tem-se cosh(a) > sinh(«), e lim, . | cosh(a) — sinh(a)| = 0.

FIGURA 3.3 — Rotagao hiperbdlica FIGURA 3.4 — Rotagao hiperbdlica
de e; e e; por um angulo hiperbodlico de e; e e; por um angulo hiperbodlico
positivo. Fonte: (VAZ JR., 2000). negativo. Fonte: (VAZ JR., 2000).

3.3 O Espaco-Tempo de Minkowski

Nesta secao, pretende-se esclarecer o que se entende por espago-tempo. Mas antes, ¢é
necessario introduzir a ideia de um espaco afim, e considerar primeiro o caso de um espaco
afim euclidiano, antes que se lide com o caso pseudo-euclidiano. O motivo é que o espaco

fisico é adequadamente descrito por um espaco afim.

Um conjunto E, cujos elementos sao denominados pontos, é dito ser um espaco afim se
existe uma aplicacao ¢ : EXE — V| para algum espago vetorial V' sobre o corpo dos reais
e de dimensao finita, tal que: (i) para qualquer ponto P de E e vetor v de V' existe apenas
um ponto @ de E tal que ¢(P, Q) = v; (ii) para quaisquer pontos P, @ e R de E tem-se
(P, Q)+ ¢(Q, R) = ¢(P,R). E usual se utilizar da notacio Fﬁ = p(P,Q). Observe que
da propriedade ii segue que PP = o (sendo o vetor nulo de V') e que PQ) = —QP, para
quaisquer pontos P e ) de E. A dimensao do espaco afim E é definida como a dimensao
do espago vetorial V: dim(E) = dim(V'). Um espago afim de dimensao 1 ¢ dito ser uma
reta, um espaco afim de dimensao 2 é dito ser um plano, e assim por diante. Dado um
ponto P de [E, definindo o conjunto de vetores Tp = {1@ ‘ Q € E}, tem-se que o espaco

vetorial real definido por Tp é isomorfo ao espaco vetorial V'; intuitivamente isso significa
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que nao ha nenhum ponto preferencial em um espaco afim, de modo que qualquer ponto

pode ser tomado como a origem de um sistema de referéncia.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao n. Esse espago pode ser analisado em termos
dos vetores de R™, uma vez que V =~ R". Seja E entao um espaco afim de dimensao
n. Denomina-se um referencial afim de E um par (O, ), sendo O um ponto de E e
g ={uy,...,u,} uma base de R". Se § = {ey,...,e,}, ou seja, 5 é a base canénica de
R™, (O, B) é denominado um referencial candnico de E. Se um ponto P de E é tal que o
vetor OP ¢ dado em termos da base f={u,...,u,} de R” por

OP = zyuy + -+ + Ty U,
entao xq,...,x, sao denominadas as coordenadas afins de P com relacao ao referencial
(O, B), que correspondem as coordenadas do vetor O?’ com relacao a base f3.
Considere o espaco vetorial R* e deixe que sua base canonica seja denotada por 8 =

{eo, €1, eq,e3}, de forma que um vetor genérico seja denotado

3
X = Z €, = To€o + x1e1 + xoes + x3€3. (353)
pn=0

Considere entao a forma bilinear h : R* x R* — R tal que

h<eu> e,,) = Nuv; (3.54)

em que a quantidade indexada 7, ¢é tal que 7o = 1 e ; = —1, parai € {1,2,3}. O
espaco vetorial R* dotado da forma bilinear h consiste em um espaco pseudo-euclidiano,
conforme discutido na primeira secao deste capitulo, o qual é denotado por R'3, por sua
base conter um vetor do tipo 1/tempo e trés vetores do tipo 2/espago. Esse espago é
denominado espaco vetorial de Minkowski. A pseudo-norma induzida pela forma bilinear

h é dada por

||X||h2 = 20% — 112 — 192 — 15°, (3.55)

ou por

3 3
Ixclln® = > mp” = wo® = @i’ (3.56)
u=0 i=1

Como no caso do plano pseudo-euclidiano, um vetor qualquer x de R%3 pode ser classifi-
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cado de acordo com sua pseudo-norma: é do tipo tempo se ||x[[* > 0, é do tipo espago

se ||x]|n? < 0, e é do tipo luz se [|x||,? = 0.

A equacao

1x[ln* = 20> — 21° — 25> — 25" = 0 (3.57)

determina o objeto geométrico que se denomina cone de luz, para o qual nao ha repre-
sentacao grafica, ja que se trata de um objeto quadridimensional, mas se desconsidera-
se uma coordenada espacial, o que consiste em tomar a interse¢ao do cone de luz com
um hiper-plano dado por z; = 0 (i € {1,2,3}), o cone de luz pode de fato ser re-
presentado por um cone; se desconsidera-se duas coordenadas espaciais, tem-se o caso
particular do plano pseudo-euclidiano, e o cone de luz se reduz as assintotas das hi-
pérboles da figura 3.1. As equagoes [|x|[s? = £r?, sendo r uma constante real, de-

terminam “hiper-hiperboloides”. O cone de luz pode ser decomposto em duas partes,

uma dada pela equacao zg = vx12 + 192 + 232, que se designa cone de luz do futuro,

e outra dada pela equacao xg = —v/x12 + 122 + 232, que se chama cone de luz do pas-

sado. As regioes do espaco de Minkowski dadas pelas inequacoes zg > v12 + 222 + 232

e 79 < —vVx12 + 792 + w32 sao denominadas, respectivamente, de futuro e passado; e as

regioes dadas por zg? < 112 + 152 + 132 sdo denominadas de presente.

O espaco afim associado a R} é denominado espaco-tempo de Minkowski e é deno-
tado por E'?; seus pontos sao denominados eventos. Por vezes se utilizard simplesmente
do termo “espaco-tempo”, ficando implicito que trata-se do espaco-tempo de Minkowski.
Tomado um referencial canonico (O, 3), o evento de referéncia O é por vezes denominado
evento original, e as coordenadas afins de um evento genérico P com relagao a (O, ) sao

representadas por (xg, z1, T2, x3) = (ct, z,y, z), de modo que

O? = Zp€o —+ ri1€e1 + To€9o + I3ez = Cte() + req —+ yeo + zes, (358)

em que: xo = ct é a coordenada temporal do evento, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo,
uma constante universal, e £ o instante de ocorréncia do evento com relacao ao evento
original; x1 = x, ¥9 = y e x3 = 2z sao as coordenadas retangulares do evento, as quais
o localizam no espaco fisico tridimensional. O intervalo entre dois eventos A e B, dados

respectivamente por (cta,xa,ya,za) € (c¢tp, xp,Yyn, 28), ¢ determinado por

| 23| =1 (AB.2B) = (s — 14 — (25— 24 — (w5 — a)* = (25 = 20)%, (359)

e é interpretado como uma generalizagao do conceito de distancia (ou melhor, do quadrado
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da distancia) do espago euclidiano tridimensional.

Considere, de agora em diante, a seguinte convencao: quando nao especificado, indices
livres dados por letras gregas representam um inteiro genérico de 0 a 3, e indices livres

dados por letras latinas representam um inteiro genérico de 1 a 3.

Adotado um referencial canonico, considere uma curva A do espago-tempo, a qual é

parametrizada por uma variavel real a, o que se representa por

A2 = {20} (a€R), (3.60)

sendo que {z,} denota (zo, 1,2, x3). Um vetor tangente a curva A num ponto genérico

¢ dado por

v =v(a) = %{xu} - {%} , (3.61)

e pode-se classificar a curva A conforme a classificacao do vetor v, como sendo do tipo
tempo ou do tipo espaco ou do tipo luz. A trajetéria de uma particula no espaco-tempo
¢ denominada linha de universo ou historia da particula. Uma particula de massa nao
nula possui uma linha de universo do tipo tempo, e a luz possui uma linha de universo
do tipo luz (por isso os vetores nulos do espago-tempo de Minkowski sdo denominados de

vetores do tipo luz).

Considere uma curva suave e do tipo tempo do espaco-tempo dada por

AiAz,} ={z,(a)}, com a € |ag,ai], (3.62)

sendo [ap, a1] um intervalo real. O comprimento ¢ de A pode ser escrito como

(= / Vv V)[da. (3.63)

Pode-se entao parametrizar A pelo comprimento [, tal que 0 < [ < /¢, escrevendo [ como

funcao de o como

zzum=/¢wwwwwmmc

e entao invertendo essa equacgao de modo a escrever a como funcao de [. Considerando o
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teorema fundamental do cédlculo diferencial e integral, a derivada de [(«) da

ad .
= 2 [V V@i’ = Vi), vl (364

Utilizando esse resultado, tem-se como um outro vetor tangente a curva A

dx dx, da dz, | da 1
vovi=dZel _Jlmcal a1 3.65
0 {dl} {da dl} {da}dl Ve )

que é um vetor unitdrio com relagao a forma métrica h, ou seja, ||V||;? tem valor unitario.
Dessa forma, uma curva suave do tipo tempo parametrizada pelo seu comprimento tem
vetor tangente (o calculado da forma natural por diferenciagao com relagao ao parametro
[) unitario. Na pratica se escreve [ = c7, sendo o parametro 7, que tem dimensao de

tempo, denominado tempo proprio.

Define-se um observador por uma curva do tipo tempo parametrizada pelo tempo pro-
prio e orientada para o futuro, no sentido que seu vetor tangente unitario tem coordenada
temporal positiva. Dessa forma, um observador corresponde a linha de universo de uma
particula. Se um observador é dado por uma reta, diz-se que ele é um observador iner-
ctal; no caso correspondente de uma particula, diz-se que ela estd em movimento uniforme.
Desde que uma reta é determinada por um ponto e um vetor diretor, pode-se definir um
observador inercial por um vetor do tipo tempo unitario orientado para o futuro, tendo

implicito como ponto de referéncia a origem.

Um observador naturalmente “separa” o espaco-tempo em duas “partes”, “tempo” e
“espaco”. Se o observador é dado por uma curva de vetor tangente unitario V, esse fato

é descrito formalmente por

R¥=TgE, (3.66)

em que T = [V], ou seja, T é o subespaco vetorial de R!3 gerado pelo vetor tangente
unitario a curva que descreve o observador em questao, e E é o complemento ortogonal de
T, que é o subespaco vetorial gerado pelos vetores ortogonais a V. Outro observador tam-
bém “separa” o espaco-tempo em “tempo” e “espaco”’, embora de forma distinta, conforme

seu vetor tangente unitario seja diferente ao do primeiro observador considerado.
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3.4 A Algebra Geométrica do Espaco-Tempo de
Minkowski

Como no caso do plano pseudo-euclidiano, pode-se definir a algebra geométrica do
espaco vetorial de Minkowski, que sera denominada a dlgebra geométrica do espago-tempo
de Minkowsk:, ja que, adotado um referencial afim, o espago-tempo de Minkowski é de-

terminado pelo espaco vetorial de Minkowski R'3.

O produto geométrico dessa algebra geométrica é tal que

u® = h(u,u) = |[ul[?, VYuecRY (3.67)

ou, em termos de componentes,

2 2 2 2
(ero + ure; + uqgesq + UgEg)(ero + u1e1 + ugeq + U383) = Up — UL — U2 — U3 .

Considerando a bilinearidade do produto geométrico, pode-se verificar que a equagao

acima é satisfeita somente se

e’=1, e’=-1 e e, =—eye,, (3.68)

sendo que ¢ € {1,2,3}, p,v € {0,1,2,3} e p # v. Essas sao as rela¢oes fundamentais
que determinam o produto geométrico da algebra geométrica do espaco-tempo de Min-
kowski. O produto geométrico envolvendo dois ou mais vetores é computado aplicando-se,
além da bilinearidade, a lei associativa, e entao as relagoes fundamentais acima. Como
resultado desses produtos tem-se escalares (0-vetores), vetores (1-vetores), bivetores (2-
vetores), trivetores (3-vetores) e também, neste caso, quadrivetores (ou 4-vetores). Esses
objetos, além de retas e planos, descrevem hiperplanos tridimensionais e hipercubos qua-

dridimensionais, todos dotados de orientacao.

Analogamente aos casos anteriores, o espaco dos k-vetores é genericamente denotado
por A"(RY). Assim, o espaco dos escalares é alternativamente denotado A°’(R'3), o
espaco dos vetores ¢ alternativamente denotado por /\1(R1’3), etc. O espago dos bivetores,
/\Q(RL?’), tem dimensao 6 e é gerado por {epeq, epes, €pe3, €162, €163, €2€3}. O espago dos
trivetores, /\3(R1’3), tem dimensao 4 e é gerado por {epe;ey, epe;es, epeqes, ejesez}. O

. 4 . ~ 4
espago dos quadrivetores, A" (R'?), tem dimensao 1 e é gerado por ege;eqes.

Note que dim [A*(R'?)] = dim [A\°(R™®)], de forma que A*(R"?) ~ A(R"?); por

isso, neste contexto, os quadrivetores também sao chamados de pseudo-escalares. Note
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também que dim [A’(R*?)] = dim [A'(R'?)], de modo que A\*(R*®) ~ A’(R'?), pelo
qual os trivetores sao também chamados de pseudo-vetores. De um modo geral, um n-
vetor construido a partir de um espago vetorial de dimensao n é também denominado
pseudo-escalar, e um (n — 1)-vetor é também denominado um pseudo-vetor. O motivo é
a existéncia do isomorfismo (o isomorfismo Hodge) existente entre o espago vetorial dos

k-vetores e o espago vetorial dos (n — k)-vetores.

O espaco vetorial

N (RY?) = é A" (RY) (3.69)

dotado do produto geométrico entre seus elementos, que é computado utilizando-se bili-
nearidade, associatividade e as rela¢oes fundamentais dadas por (3.68), determina uma
estrutura de algebra, que é a denominada dlgebra geométrica do espaco-tempo de Min-
kowski, que pode ser simplesmente denominada dlgebra geométrica do espaco-tempo. A
exemplo dos casos anteriores, ela pode ser denotada C/; 3, e seus elementos denominados

multivetores.

O pseudo-escalar epe;eses é recorrente e para ele se reserva uma notacao especial: e5 =

epereses. A respeito de tal pseudo-escalar é interessante apontar a seguintes propriedades:

es? = —1; (3.70)

esu+ue; =0, YueRY (3.71)

(em que 0 denota o vetor nulo de A(R"?), como nos casos anteriores). Como consequén-
cia da segunda propriedade acima, tem-se que e; também anti-comuta com trivetores e

comuta com bivetores e outros quadrivetores.

Os operadores de projecao, involucao graduada, reversao e conjugacao sao definidos da
mesma forma que nos casos anteriores — respectivamente pelas equacoes (2.12), (2.13),
(2.14) e (2.15). A pseudo-norma ||A|;, de um multivetor A de C/¢; 3 é definida da mesma
forma que a norma de um multivetor no caso euclidiano, por (2.18) (com a devida consi-
deracao do produto geométrico como sendo o de Cl; 3), e se a condi¢ao (2.20) ¢ satisfeita,

o inverso também é definido por (2.21).

Como no caso das outras algebras geométricas, o produto geométrico de dois vetores

u e v de Cl; 3 pode ser escrito como a soma de uma parte simétrica e uma parte anti-
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simétrica, as quais sao definidas como os produtos interno e externo. Neste caso, tem-se:

uv=u-v+uAv, (3.72)

1
u-v= §(uv +vu) = h(u, v) = ugtg — u1v1 — Ugls — U3V3, (3.73)

1
uAv = §(uv —vu) = (upv; — uivg)eper + (ugve — ugvp)epes + (ugvs — uszvy)epes—+

+ <U1U2 — ugvl)eleg + <U1U3 — U3U1)eleg + (U2U3 — U3U2)€2€3.
(3.74)

Dado um multivetor A, a decomposicao do produto geométrico dada pelas relagoes
acima pode ser generalizada para o produto de um vetor u com o multivetor A, e vice-
versa, como no caso do espago euclidiano. Abaixo segue uma tabela com a sumarizagao
das relagdes envolvendo essas decomposicoes (o resultado é idéntico ao do caso euclidiano;
confira as equagoes de (2.66) até (2.69)).

uA=u-A+unA Au=A-u+AAu
u-Az%(uA—Eu) A~u:%<Au—ug>
u/\A:%<uA+gu> A/\u:%<Au+u/Al>

Reflexdes e rotacoes no caso da algebra geométrica do espaco-tempo sao descritas de
forma similar ao caso das dlgebras geométricas do plano/espago euclidiano e do plano

pseudo-euclidiano. Uma rotacao, em particular, é ainda dada por

v = UvU =UvU™ Y, (3.75)

sendo U = exp(B/2), em que B é um bivetor. Entretanto, a rotacao pode ser circular
(uma rotagao ordindria) ou hiperbdlica conforme o carater do bivetor B. Para ilustrar
a situagao, considere o bivetor B da forma B = xe,e,, sendo x real. Neste caso, se o

2

bivetor B é tal que B? < 0, deve-se ter (e e,)? = —1, ou seja, o bivetor e,e, corresponde

a e;e; e dal pode-se escrever, utilizando a definicao da exponencial de um multivetor e

considerando as expressoes como séries de poténcias das fungoes seno e cosseno,

1 1
U = exp (§B) = exp (§Xeiej) = CO0s <§> + e;e; sin <§> )

de forma que a rotagao descrita pelo rotor U é circular, e se da no plano determinado
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pelo bivetor e;e;. Como exemplo, considere a rotacao dada pelo rotor U = exp(fe;es/2)

aplicada sobre os vetores da base canonica. Para a rotacao de ey, tem-se

erl~/' = exp (%96183) €y exp <—%Gele3)
— Q + 1 Q Q _ 1 Q
= |cos 5 eje; sin 5 ep |cos 2 ejessin 5
= €p § COS 5 €j€e3 sin 5
0 0
_ 2 (Y 2 (Y
=€ |:COS (2) + sin <2>}

= €.

De forma similar se faz o cdlculo para os outros vetores de base e obtém-se:

Ue,U = cos(f)e; + sin(f)es,
Uegﬁ = €9,

UesU = — sin(f)e; + cos(f)es.

Essas rela¢oes mostram que de fato o rotor U = exp(feje3/2) descreve uma rotagao que
ocorre na direcao do plano determinado pelos vetores e; e e3 que, portanto, nao afeta e

€ €es.

Considere agora outro caso de rotagao, em que se tem U = exp(B/2), com B da forma
B = xe,e, e tal que B®> > 0. Neste caso, necessariamente se tem (e,e,)* = 1, com o
bivetor e, e, sendo necessariamente da forma Fepe;. Pode-se entao escrever, utilizando
a definicao da exponencial de um multivetor e considerando as expressoes como séries de

poténcias das fungoes seno e cosseno hiperbdlicos,

1 1
U =exp (§B> = exp (i§xe0ei) = cosh (%) + ege; sinh (%) ,

de forma que a rotagao descrita pelo rotor U é hiperbdlica, e se da no plano determinado
pelo bivetor +ege;. Como exemplo, considere a rotacao dada pelo rotor U = exp(aepes/2)

aplicada sobre os vetores da base canonica. Sem muitas dificuldades, obtém-se:
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UeoU = cosh(a)ey — sinh(a)es,

Uelfj =ey,

Uegij = €9,

UesU = —sinh(a)eq + cosh(a)es.

Essas relagoes mostram que de fato o rotor U = exp(aege;/2) descreve uma rotagao
hiperbdlica na direcao do plano determinado pelos vetores e, e ez, a qual nao afeta os

vetores e e es.

Abre-se um importante paréntese para comentar sobre o isomorfismo Hodge no caso da
algebra geométrica do espago-tempo e da rela¢ao dos biquatérnions (que sao considerados

no apéndice B) com a algebra geométrica do espago-tempo.

O dual Hodge de um multivetor A de C¢; 3 ¢ dado por xA = Ze5, de maneira analoga
ao caso da algebra geométrica do espaco euclidiano. Por meio dessa expressao, constroi-se

a tabela seguinte.

*x1l = €; = epe1eqey

*€) = €1€9€3

*€1 = €p€eq€3

*(epe1) = —eqgey
*(epeq) = eje3
*(ege3) = —ejey
*(eje2) = epes
*(e1e3) = —epey
*(ege3) = €pe;
*(ejeqge3) = €
*(egerez) = €3
*(epere3) = —ey
*(epege3) = €

*€5 = *(80616283) =—1
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Considere agora o conjunto dos multivetores de C/; 3 com graduacao par, que se escreve

Clist ={A|AcClye A=A} (3.76)

Um elemento de tal conjunto tem a forma genérica

A =a+ B+ ases, (3.77)

sendo a e as escalares e B um bivetor. Tal elemento pode ser escrito de forma mais

explicita como

A = a+ agrepe; + apepes + agzepes + a12€1€s + az1esze + aszeses + ases. (3.78)

Verifica-se que, dados A e B de Cly 37, AB € Cl; 37 (como no caso de Cly" e de Cl3™),
de modo que, o espago vetorial composto pelos multivetores de C¢; 37 munido do produto
geométrico corresponde a uma algebra, e portanto é uma sub-algebra de C/;3, que é
denominada sub-dlgebra par Cly37. Considere a seguinte notacao: I = ejes, J = eze; e
K = ese;3. Dessa forma, considerando o isomorfismo Hodge a pouco discutido, o elemento

genérico A de Cl; 37 pode ser escrito

A=a—ap *K —ap*Jd —ap*I+ apl+ ad + aysK + ases
= a+ agzesl + apgesJ + agresK + a2l + a3 J + a3 K + ases
= (a + ases) + (a12 + apzes)L + (az1 + agzes)J + (a23 + apies) K, (3.79)
= (a + apl + az1J + axK) + e5(as + agsl + aged + a1 K) (3.80)

em que considerou-se também o fato de que o pseudo-escalar e; comuta com bivetores.
Lembre-se que, de um modo geral, o pseudo-escalar e5; comuta com qualquer multivetor
de graduac@o par (escalares, bivetores e outros pseudo-escalares). Esse fato, mais o fato
de que e5? = —1, faz com que e5 desempenhe um papel de “unidade imagindria” no ambito
da sub-dlgebra par Cf; 3%, de forma que um multivetor da forma « + e;(, sendo « e 3
reais, desempenhe um papel de “nimero complexo” no ambito dessa algebra. Além do

mais, observe que os bivetores I, J e K acima definidos sao tais que

P=J=K=1JK = —1, (3.81)
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o que permite identificd-los com as unidades quaternionicas i, j e k (vide as relagoes (1.1)).
Desse modo, identifica-se o multivetor genérico de Cl; 37 (dado por (3.79) ou por (3.80))
com um biquatérnion (um quatérnion com componentes complexas ou, equivalentemente,
a soma de um quatérnion com v/—1 vezes outro quatérnion) e estabelece-se o isomorfismo

entre a sub-dlgebra par Cl; 37 e a dlgebra dos biquatérnions C @ H.

A maneira adequada de definir um rotor da &dlgebra geométrica do espaco-tempo é
caracterizando-o como um multivetor U da sub-dlgebra par C¢; 37 tal que U U=1 0
conjunto formado por tais multivetores dotado do produto geométrico tem uma estrutura
de grupo, o qual é designado Spin, (1, 3). De posse do isomorfismo C¢; 37 ~ C ® H acima
descrito, pode-se descrever uma rotagao no espaco-tempo em termos de um rotor dado
por um multivetor U da sub-dlgebra par C¢; 37 tal que U U= 1, assim como uma rotacao
genérica no espaco-tempo é descrita em termos de um biquatérnion a tal que aa = 1 por
x +— axa*, que é denominada uma transformacao de Lorentz no apéndice B, sendo z um
biquatérnion hermitiano. Evoca-se daquele apéndice o seguinte resultado: uma rotacgao
genérica no espago-tempo é dada pela composi¢do de uma rotagao circular/espacial e
uma rotagao hiperbdlica (um boost), nesta ordem (vide pagina 137). Em simbolos, este

resultado fica

U=LR, (3.82)

sendo R e L rotores que descrevem, respectivamente, uma rotagao circular e uma rotagao

hiperbdlica, os quais podem ser escritos genericamente como

R =exp (%93) = COS <g> + Bsin (g) (3.83)

1 A .
L =exp <§oze5B) = cosh (%) + e;Bsinh (%) , (3.84)

sendo B um bivetor da forma

B = blgI + b31J + b23K = b12e1e2 -+ bglegel + bggegeg tal que BQ = —1. (385)
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3.5 A Estrutura da Teoria de Dirac

Algebras de Clifford sao isomorfas a algebras de matrizes, como é o caso do isomorfismo
Cl3 ~ M, (C), discutido no capitulo 2. No caso da élgebra geométrica do espago-tempo,
tem-se o isomorfismo Cl; 3 ~ My(H). Através desse isomorfismo pode-se representar

multivetores de C/; 3 por matrizes quaternionicas 2 x 2. Uma representacao ¢ dada por:

1 0 0 1 0 g 0 k
€y , €1 &> ) , €9 &> ) , €3> . (386)
0 —1 1 0 7 0 k 0

Considere o multivetor idempotente

f= %(1 +eo). (3.87)

Observa-se, similarmente ao caso do espaco euclidiano, que C¢; 3f ¢ um ideal a esquerda

de Cl; 3 e que

Cgl?gf - C£173+f, (388)

sendo Cl; 37 a sub-dlgebra par de C/; 3, que tem como um elemento genérico a soma de

um escalar com um bivetor mais um pseudo-escalar.

Considere entdo o espaco pseudo-euclidiano R*! e uma base sua {Ey, E1, Fy, E3, E4}

tal que o produto geométrico de vetores desse espaco seja tal que

E?=E =FE*=FE’=-FE?’=1 e E.Ey+ EyE, =0 (3.89)

(com a,b € {0,1,2,3,4} e a # b), o qual determina a algebra geométrica C¢, ;. Considere

i = EyE1FyE3E, e note que i2 = —1 e E,i = iE,. Considere o mapeamento dado por

€ = EME4 (,LL S {07 17 27 3})7 (390)

de modo que o fato de 7 desempenhar papel de unidade imaginaria faz com que Cly; seja

isomorfa a algebra geométrica do espago-tempo complexificada C ® C/ 5:

C£4’1 ~ C & Cgl’g. (391)
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Observe que a sub-algebra par de Cly; ¢ isomorfa a Cl; 3,

C€471+ ~ C€173, (392)

da mesma forma que a sub-dlgebra par C¢; 3% é isomorfa a C/3,

C€1’3+ ~ ng, (393)

o que nao ¢ dificil de se verificar.

A algebra Cl4, ou, equivalentemente, a dlgebra do espaco-tempo complexificada C ®
Cly 3, é denominada de dlgebra de Dirac. Pode-se verificar que essa algebra é isomorfa a

algebra das matrizes complexas 4 X 4 e uma representacao matricial é dada por:

10 00 0 -1
0 1 00 -1 0
€y < , €1 < )

0 0 —1 0 1 0

00 0 -1 10 0

0 0 0 = 0 0 —-10

0 0 — O 0 0 1
€9 ! , €3 <> (394)

0O — 0 O 1 0 0

0 0 0 0 -1 0

Considere o multivetor idempotente
1 1 . 1 .
F = 5(1 + e())é(]. + 1e1e2) = f§<]. + zeleg). (395)
Verifica-se que Cly 1 F' é um ideal a esquerda de Cly; e pode-se mostrar que

C£47lF ~ C€471+F. (396)

Um spinor de Dirac tem como definicao cldssica um elemento de C*, que usualmente
é representado por uma matriz coluna de quatro termos complexos. Veja que ha um

isomorfismo entre C* e ideais & esquerda de My(C) dado naturalmente por

¢1 lp1 000

W) = o g | 2000 (3.97)
¢3 77[)3 000
1/’4 ¢4 000
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Uma vez que M4(C) é uma representacao da dlgebra de Dirac Cly; ~ C ® Cl; 3, pode-se
trabalhar com o ideal correspondente da algebra de Dirac na algebra matricial. E tem-se

que

P 00 0 N 1 000
00 0 0000
() | e (3.98)
Y3 0 0 0 U3 00 0O
Yy 0 0 0 Wy 0000
b4

em que F' é a representacao matricial do idempotente F' = f %(1 + iejey). Dessa forma,
pode-se trabalhar com o ideal Cfy 1 F em lugar de C*. Mas os isomorfismos apresentados

anteriormente mostram que
1
C€471F ~ ((C X 66173)F ~ C€4,1+F ~ C€173F = (Cgl,?)f)é(]- + ieleg). (399)
Essas expressoes mostram que as informagoes obtidas de um elemento do ideal Cly 1 F

podem ser obtidas de um elemento do ideal C/; 3f. E ainda tem-se

il = ese; F. (3.100)

Esses resultados mostram que pode-se trabalhar com o ideal C¢; 3f em lugar de Cly 1 F,
ja que o bivetor ese; desempenha papel de unidade imagindria no ambito da algebra
geométrica do espago-tempo, por, além de obedecer (ese;)? = —1, comutar com qualquer

multivetor.

Lembre-se agora que

Cgl,Sf = C€1,3+f7

o que mostra que o multivetor idempotente f elimina graus de liberdade redundantes.
Como dim(Cl; 37) = 8, pode-se trabalhar com C¢; 3% em lugar de C¢; 3f. Tem-se entdo o

seguinte isomorfismo:

C'~Cl 3" (3.101)

O representante do spinor de Dirac |U) em Cly f é ¥ tal que é relacionado com um
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elemento ¢ de Cly 37 por

1 corresponde a representacao operatéria de um spinor de Dirac e tem a representacao

matricial padrao

(R 1 S U S P
o Pt Yy 3T

(3.103)
Y3 at Y =t
Yo =3t Yy YT
Considere um spinor operatorio de Dirac ¢ tal que z/nz # 0. Pode-se escrever
Vi = o + esw, (3.104)

em que o e w sao escalares reais. Definindo p = o2 + w? e § tal que tan(f) = w/o, ¥

pode ser escrito como

Y = \/pexp (%Beg)) L, (3.105)

sendo L um rotor que descreve uma rotagao hiperbdlica, p > 0e 0 < 8 < 2m.

Por fim, apresenta-se a equacao de Dirac para um campo spinorial ¥, o qual, no
contexto da teoria de Dirac, é postulado para a descrigao do movimento do elétron no
espago-tempo. Para isso, define-se o operador de energia-momento como AV( )ese;, em

que o espaco em branco entre parénteses indica o argumento, e

L0
V=) e'—, (3.106)

em que e é um vetor da base dual de R'?, ou seja, e* é uma forma linear tal que
e*(e,) = 0, 0 que costuma-se escrever como e - e, = d,,. A equacdo de Dirac para o

elétron livre é entao postulada como

th/Jegel = mc¢e0. (3107)

A equacao é apresentada por meio de argumentos formais na referéncia, o que nao se fez

aqui. Além disso, outros autores apresentam a equacao com uma abordagem diferente,
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embora utilizando a mesma linguagem das algebras geométricas, tal como D. Hestenes no
artigo “Spacetime Physics with Geometric Algebra” (HESTENES, 2003), e C. Doran et al.
em “Spacetime Algebra and Electron Physics” (DORAN et al., 1996).



4 Conclusoes

As algebras de Grassmann e a algebra dos quatérnions de Hamilton por si sé ja se
mostram ferramentas poderosas. Uma nocao da utilidade para a Fisica foi dada no caso
dos quatérnions, no apéndice B, em que delineou-se a teoria de Dirac. Tanto a estrutura
multivetorial das algebras de Grassmann quanto a algebra dos quatérnions, que foram
introduzidos no capitulo inicial do trabalho, apareceram naturalmente como estruturas
inerentes a algebra geométrica do espaco euclidiano, no capitulo 2, além da algebra dos
nimeros complexos, que verificou-se ser isomorfa & subdlgebra par Cly™. Além disso,
verificou-se que a dlgebra geométrica do espago euclidiano tridimensional apresenta um
significado geométrico que nao é tao evidente quando se lida com a dlgebra de matrizes,
que é usualmente utilizada para se trabalhar com rotacoes. Esse é o caso da algebra
das matrizes complexas 2 x 2, utilizada na abordagem usual da teoria quantica de Pauli;
mostrou-se que tal teoria pode ser inteiramente descrita em termos da algebra geométrica
do espaco euclidiano, com os spinores de Pauli sendo representados por multivetores da
forma ¢ = \/pR (sendo p um escalar real e R um elemento do grupo Spin(3), o qual
é denominado um rotor), os quais atuam sobre vetores do espago euclidiano através de

rotacoes e dilatagoes.

No capitulo 3, mostrou-se que é possivel definir a dlgebra geométrica de um espaco
pseudo-euclidiano, em especial, do espaco vetorial de Minkowski, o que permitiu descrever
o espaco-tempo de Minkowski. As rotagoes no espaco-tempo foram descritas em termos
de rotores, como no caso euclidiano (embora, neste caso, sejam descritos como elementos
de um outro grupo), mas, nesse caso, os rotores podiam ser escritos univocamente como
o produto de dois tipos diferentes de rotores, um que descreve uma rotacao ordindria
do espago tridimensional, e outro descrevendo uma rotacao hiperbdélica, mostrando que
uma rotagao genérica no espaco-tempo é a composicao de uma rotagao circular e uma
rotacao hiperbdlica. Por fim, apresentou-se a algebra de Dirac, a qual corresponde a
algebra geométrica do espago-tempo complexificada. E em termos da algebra de Dirac
que a teoria de Dirac é tradicionalmente descrita (mais especificamente, em termos de
sua representacao matricial), mas mostrou-se que o fato dessa dlgebra corresponder a
algebra geométrica do espago-tempo complexificada faz com que a teoria de Dirac possa

ser descrita em termos da algebra geométrica do espaco-tempo usual, isso porque os
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spinores de Dirac podem ser descritos como objetos da sub-algebra par Cl; 37, o que é

devido ao isomorfismo dado por (3.101).

Ressalta-se a perspectiva de um estudo mais pormenorizado da teoria de Dirac em
termos da dalgebra geométrica do espaco-tempo. Também tem-se como perspectiva de
estudos futuros o estudo da interpretacao zitterbewegung da mecanica quantica através da
teoria de Dirac em termos de C/; 3, com base em trabalhos de Hestenes, tais como “The
Zitterbewegung Interpretation of Quantum Mechanics” (HESTENES, 1990) e “Spacetime
Physics with Geometric Algebra” (HESTENES, 2003).

Também gostaria-se de apontar algumas bibliografias que deixam claro que varias
aplicacoes das algebras de Clifford j4 sao realidade tanto em Matemética™ e Fisical como
em Engenharia® e Computagao® (além das ja citadas ao longo do trabalho): (HESTENES,
1986)™ (DORAN, 1994)™f (HESTENES, 2012)f, (BAYLIS, 2004)f, (LASENBY et al., 2000),
(FRANCIS; KOSOWSKY, 2005)™ (SNYGG, 2011)™, (LI et al, 2015)™, (DORST, 2016)™,
(BAYRO-CORROCHANO; SOBCZYK, 2011)™f¢ (BAYLIS, 2012)™, (LUNDHOLM; SVENSSON,
2009)™!, (KANATANI, 2015)¢, (HILDENBRAND et al., 2004)¢, (DORST et al., 2009)¢, (VINCE,
2008)¢, (BAYRO-CORROCHANO, 2010)*°, (BAYRO-CORROCHANO; SCHEUERMANN, 2010)°,
(GOLDMAN, 2010)°, (PERWASS et al., 2009)°.

Por fim, o autor gostaria de expressar a sua opiniao de que, uma estrutura algébrica
que tem como casos particulares (ou sub-algebras de casos particulares) a algebra dos
numeros reais, a algebra dos nimeros complexos, a algebra dos quatérnions, a algebra
das matrizes de Pauli, a &dlgebra das matrizes de Dirac e algumas algebras de Lie (tal
como a exposta na se¢ao 2.2.2.6), que tem estreita relagdo com outras estruturas, tais
como &lgebras de Grassmann e grupos de rotagoes (como Spin(3), Spin, (1,3), SU(2) e
SO(3), apenas como exemplo, de acordo com o exposto nos dois capitulos anteriores),
e cuja exploracao ja encontra inimeras aplicagoes (cf. referéncias citadas no pardgrafo
anterior), merece um minimo de atengao dos fisicos. Também gostaria-se de evidenciar
as algebras de Clifford ndo (somente) como provendo uma nova linguagem para tratar
problemas antigos, e sim como uma estrutura preexistente a esses problemas e subjacente
as teorias para sua resolucgao, e cuja exploragao pode trazer novas ideias de como trata-los.
A questao da interpretacao geométrica é uma caracteristica dos casos particulares tratados
neste trabalho, o caso das algebras geométricas, mas que ¢é transferida de uma maneira
natural a casos mais gerais, assim como, tomando como exemplo, a geometria de curvas
e superficies tridimensionais teve sua estrutura e interpretagao adaptada e generalizada
para espacos mais gerais, e a teoria dos espagos vetoriais deu origem ao estudo de espagos
lineares gerais. Nesse ponto, tem-se como ponto fundamental a abstracao e generalizagao
providos por desenvolvimentos algébricos, que fazem da algebra uma “ferramenta” com
extrema importancia. Assim, geometria e dlgebra se mostram, além de indispensaveis

para a exploragao do mundo fisico, areas com uma certa relagdo de mutualismo em seu
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desenvolvimento: “Geometry without algebra is dumb! Algebra without geometry is blind!”
(David Hestenes).



Apeéendice A - Algumas Nocoes de
Algebra

A ideia é que este apéndice sirva como um pequeno guia o qual fornece orientacoes
basicas sobre os conceitos de algumas estruturas algébricas consideradas no texto. Como
ponto de partida considera-se o conceito de aplica¢do, na primeira secao, onde também
se introduz a nogao de estrutura algébrica. Toma-se como conhecimento de base nogoes

elementares da teoria dos conjuntos.

A exposigao é baseada nos capitulos 2 (Estruturas Algébricas Bésicas) e 22 (Grupos.
Alguns Exemplos) das notas do “Curso de Fisica-Matematica” de Joao Carlos Alves Barata
(BARATA, 2018), disponiveis no endereco eletrénico http://denebola.if.usp.br/, e no
apéndice A (Nogoes de Algebra) do livro “Introducao aos Principios de Mecanica Classica”
de José Umberto Cinelli Lobo de Oliveira (OLIVEIRA, 2013). Na parte sobre espagos
vetoriais também se baseia no livro “Algebra Linear e Aplicagoes”, de Carlos Alberto
Garcia Callioli, Hygino Hugueros Domingues e Roberto Celso Fabricio Costa (CALLIOLI
et al., 1990), e em uma parte de notas consideradas esclarecedoras sobre somas diretas
de espagos vetoriais, de Jia-Ming Liou (LIOU, 2018), disponiveis no endereco eletronico

http://www.math.ncku.edu.tw/"fjmliou/advcal/sumvspace.pdf.

A.1 Aplicacoes

O principal objetivo desta secao é recordar a nogao de aplicagao para que entao se
possa considerar operacoes, estruturas algébricas e morfismos. Mas antes de se introduzir

a noc¢ao de aplicacao, faz-se necessario a introducao do conceito de relacao.

A respeito da terminologia empregada, deixa-se claro que “aplicacao” é sinonimo de
“funcao” e outros termos tais como “mapa”, “mapeamento” e “transformacao”. Outros
termos ainda sao utilizados. A escolha da expressao é em geral determinada pelo contexto
e a natureza da aplicacao, mas algumas vezes alterna-se entre os termos simplesmente para

se evitar o uso repetitivo de um tnico nome.


http://denebola.if.usp.br/
http://www.math.ncku.edu.tw/~fjmliou/advcal/sumvspace.pdf
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Dados dois conjuntos nao vazios A e B, um subconjunto R do produto cartesiano
A x B recebe a denominacao relagio de A em B. Se a € A e b € B, de forma que
(a,b) € R, diz-se que a estd relacionado com b por meio da relacdo R. Se, em particular,
R corresponde ao conjunto vazio, ou seja, R = &, diz-se que R é uma relacao vazia. Caso
A = B, entao diz-se que R é uma rela¢cao bindria em A, ou simplesmente que R é uma

relacdo em A.

Dada uma relagdo R de A em B, o conjunto D = {a|a € A e (a,b) € R} é denominado
dominio da relacdo R, e o conjunto E = {b|b € B e (a,b) € R} é denominado amplitude
da relacao R. O dominio de R, portanto, consiste no subconjunto de A formado por todos
os elementos associados a algum elemento de B por meio da relacao R. A amplitude de
R, por outro lado, consiste no subconjunto de B formado pelos elementos associados a

algum elemento de A por meio da relacao R.

Para qualquer relacao R de A em B sempre existe a relacdo inversa, denotada por
R~ e dada por R™! = {(b,a) | (a,b) € R}.

Uma relacao R em A é denominada uma relacao de equivaléncia quando goza das

seguintes propriedades:

(i) reflezividade: (a,a) € R, Ya € A,
(i) simetria: (a,b) € R = (b,a) € R;
(iii) transitividade: (a,b) € Re (byc) € R = (a,c) € R.

Essa consiste na definicao tradicional de relacao de equivaléncia, embora o apontamento da
propriedade reflexiva seja redundante na defini¢cao, uma vez que simetria e transitividade
implicam em reflexividade; de fato, se (a,b) € R, a simetria implica (b,a) € R, e da
transitividade segue (a, a) € R, que corresponde a propriedade de reflexividade. A relagao
de equivaléncia entre um elemento a de A e um elemento b de B por meio da relacao de
equivaléncia R é denotada por a ~pg b, ou simplesmente a ~ b, quando a relacao de

equivaléncia em questao esta implicita.

Uma utilidade fisica simples e interessante do conceito de relagao de equivaléncia
consiste na descricao da let zero da termodinamica em termos de tal conceito: seja
S = {S;|i € N} um conjunto de sistemas termodinamicos, cada qual em algum estado de
equilibrio termodinamico; denotar-se-4 por E a relacao de equilibrio termodinamico em
S, ou seja, (S;,5;) € E (i,j € N) significa que os sistemas S; e S; estdo em equilibrio
termodinamico quando em contato térmico; pode-se entao enunciar a lei zero da termo-
dinamica como: a relacao de equilibrio termodinamico E é uma relacao de equivaléncia.
Com efeito, denotando (.5;, S;) € E por S; ~ S;, alei zero equivale a: (i) S; ~ S;, VS, € S;
(ii) S; ~ S; implica S; ~ S;; (iii) S; ~ S; e Sj ~ S), implica S; ~ S.
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Dado um conjunto X nao vazio, seja R uma relacao de equivaléencia em X. Dado um
elemento a de X, define-se a classe de equivaléncia associada ao elemento a por meio da

relacao de equivaléncia R o conjunto

ClE={blae X e a~prb},

que também pode ser escrito

Clo,={blae X e a~b}

quando a relacao de equivaléncia esta implicita. A familia formada pelas classes de equi-
valéncia dos elementos de um conjunto Y, ¥ C X, por meio da relacao R, ou seja, o

conjunto

Y/R={Cl| a€Y},

¢ denominado conjunto quociente de Y relativamente a relagao R.

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma aplicacio f com dominio A e contra-
dominio B é uma relacao de A em B tal que, para cada elemento de A hda um tnico
elemento correspondente de B por meio de f, ou seja, para qualquer a pertencente a
A existe b pertencente a B tal que (a,b) € f, e se (a,c) € f, entdo b = c¢. Usa-se
f : A — B para denotar a aplicacdo f com dominio A e contra-dominio B. Quando
A e B estao implicitos diz-se apenas “aplicagao f”. Também usa-se a — b = f(a) para
indicar que f : A — B faz corresponder o elemento a de A ao elemento b = f(a) de
B. O elemento b = f(a) é dito ser a imagem de a por meio da aplicagdo f, e, dado um
subconjunto X de A, o conjunto imagem de X por meio da aplicacao f é definido como
f(X)=4{b|b= f(a)ea € X}; f(A) é entdo denominada a imagem da aplicagio f.
Convenciona-se que, quando nao especificado, o dominio em questao é o “maior” conjunto
para o qual a relagao em questao é uma aplicacao. Tal convencao é denominada regra do
dominio mdximo. Como exemplo, é comum indicar apenas f(z) = 1/z como aplicacao,
tendo os reais como conjunto implicito no qual esta contido o dominio da aplicacao, que
neste caso é R — {0}.

Uma aplicagao f : A — B é dita uma sobrejecdo ou aplicagdao sobrejetiva se f(A) = B,
ou seja, se dado qualquer elemento b de B existe pelo menos um elemento a de A tal que
b = f(a), ou ainda, se todo elemento do contra-dominio de f é imagem de ao menos um
elemento do dominio de f. A aplicacdo f : A — B é dita ser uma injegcdo ou aplica¢ao
injetiva se f(a) = f(b) implica a = b para qualquer elemento a de A; de outro modo, f é

injetiva se, para qualquer (a,b) de f, a # b implica f(a) # f(b); em outros termos, cada



APENDICE A. ALGUMAS NOCOES DE ALGEBRA 115

elemento do contra-dominio de uma injecao é imagem de um unico elemento do dominio
da injecao. Uma aplicagao f : A — B é dita ser uma bijecao ou aplicagdao bijetiva se for

injetiva e sobrejetiva.

Dada uma relagao, a sua relagao inversa estd sempre definida; mas quando a relagao
se trata de uma aplicacao, a relacao inversa pode nao ser uma aplicacao, apesar de ainda
ser uma relacao. A condicao para que uma aplicacao admita uma aplicacao inversa é que
tal aplicacao seja bijetiva. Assim, dada a bijecao f : A — B, sua aplicagao inversa é a
aplicagao f~!: B — A tal que, para todo b de B, f~'(b) = a, quando f(a) = b.

Dadas duas aplicagoes f : A = B e g: B — C, esta definida a aplicacao composta
gof:A— Ctalque(gof)(a)=g(f(a)), qualquer que seja o elemento a de A. Note que
a composicao de fungoes é associativa, ou seja, dadas f : A — B,g: B—Ceh:C — D,
tem-se (ho (go f))(a) = ((hog)o f)(a), para qualquer elemento a de A.

Uma aplicacao f : A; x Ay x --- x A, — B é um tipo especial do que se conhece
por operagdo finitdria, sendo n € {1,2,3,...}. Uma aplicagdo f : A" — A, em especial,
em que A" = A X A X -+ X A (n vezes), é denominada uma opera¢do n-dria em A. Se
restringird aqui a considerar explicitamente operacoes 2-arias, ou seja, operacoes da forma

f:Ax A— A, que sao comumente chamadas operacdes bindrias.

Um conjunto dotado de operacoes definidas sobre ele determina o que se entente por
uma estrutura algébrica. Assim, por exemplo, o par (A, f), sendo A um conjunto e f
uma operacao em A, determina uma estrutura algébrica. Dada a estrutura algébrica
(A, f1,..., fa), sendo f; uma operagao sobre A, tal estrutura algébrica é dita ser fechada
com relagao a operagao f; se f(AxA) C A, ou seja, se a operagao f; sempre gera elementos
de A. Algumas estruturas matemaéticas se enquadram perfeitamente a ideia de estrutura
algébrica supracitada, como grupos, anéis e corpos, por exemplo. Entretanto, algumas
estruturas sao mais complexas, sendo determinadas por um par de estruturas algébricas
e pela acao de uma das estruturas sobre a outra, como é o caso de um espaco vetorial
sobre um corpo, e uma dlgebra sobre um espaco vetorial, por exemplo. A acao de uma

estrutura sobre outra nao sera definida aqui.

Informalmente, um morfismo entre duas estruturas algébricas de mesmo tipo é uma
aplicacao entre os objetos das mesmas que é compativel com as operacgoes definidas nessas

estruturas. Dadas as estruturas algébricas (A, f) e (B, g), em que

f: AxA — A

(alaCLQ) = f(a1>a2):a1*a2
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g: BxB — B
(bl,bz) = g(blabQ):bl.b2>

denomina-se um morfismo ou homomorfismo entre as duas estruturas uma aplicacao
h: A — B tal que

h(f(a1,a2)) = g(h(ar), h(az)), Vai,az € A,

ou, em termos de “notacao operacional”,

h(ay * az) = h(ay) ® h(az), Vai,ay € A.

Um homomorfismo injetivo é denominado um monomorfismo, um homomorfismo sobre-
jetivo é denominado um epimorfismo, e um homomorfismo bijetivo é denominado um
isomorfismo. Um homomorfismo que relaciona o mesmo conjunto, ou seja, da forma
h:A— A, é denominado um endomorfismo. Caso um endomorfismo seja bijetivo, caso
em que corresponde também a um isomorfismo, recebe também o nome de automorfismo.
O conceito de isomorfismo é de especial importancia para a Fisica e é amplamente empre-
gado sempre que se necessita lidar com objetos de uma estrutura em termos dos objetos
de outra estrutura. Acontece que, diante de um isomorfismo ¢ entre (A, %) e (B, o), tanto
faz operar com objetos de (A, *) em termos da operagdo * ou com seus correspondentes
em (B, e) em termos da operacao e, o resultado sempre pode ser obtido na outra estrutura
por meio do isomorfismo ¢ ou por sua aplicacio inversa ¢! (que sempre existe, j& que um
isomorfismo é uma bijegao), uma vez que a aplica¢ao inversa de um isomorfismo também
é um isomorfismo. Nota: se hd um isomorfismo ¢ entre (A, x*) e (B,e), diz-se que tais
estruturas algébricas sao isomorfas por meio de ¢ e denota-se (A, *) =, (B, e), ou simples-
mente (A, *) ~ (B, e), quando o isomorfismo estd subentendido, ou ainda A ~ B, quando
também as operacoes das estruturas algébricas estdo subentendidas (essas simplifica¢oes

sao muito comuns).

A.2 Algumas Estruturas Algébricas de Interesse

Nesta secao apresentam-se as definicoes de algumas estruturas algébricas bésicas que
sao mencionadas no corpo do trabalho. A pretensao nao é a de desenvolver os assuntos,
tal como num texto sobre teoria de grupos ou &algebra linear, por exemplo, pretende-se

apenas apresentar as defini¢coes das estruturas para a referéncia no corpo do texto.
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A.2.1 Grupos

Dado um conjunto A, subconjunto de um conjunto X, e uma operagao da forma

f: AxA — X
(a,b) +—  f(a,b)=axb

sobre esse conjunto, a estrutura algébrica (A, *) é denominada um grupo se forem satis-

feitas as seguintes propriedades:

1. fechamento de (A, x) com relagdo a operagdo *: a*xb € A, Va,b € A,
2. associatividade de x: (axb)xc=ax* (bxc), Ya,b,c € A;

3. existéncia do elemento neutro: existe um (Unico) elemento e de A, denominado

elemento neutro, tal que e x a = a x e = a, qualquer que seja o elemento a de A;

4. existéncia do elemento simétrico: para cada elemento a de A existe a ele associado

um tnico elemento a’ tal que a * a’ = a’ * a = e, denominado o simétrico de a.

Dado o grupo (A, *) e um subconjunto B de A, (B, ) é dito um subgrupo de (A, %) se
for também um grupo, com a operacao * de (B, *) sendo entendida como a restrigao de
ao dominio B x B. Todo grupo (A, %) possui ao menos dois subgrupos: o préprio grupo
(A, %) e o subgrupo ({e}, *) que tem como elemento tnico o elemento neutro e. Esses dois

subgrupos sdo denominados subgrupos triviais de (A, x).

Se o conjunto A do grupo (A, *) tem um nimero finito de elementos o grupo é dito
ser um grupo finito, e o nimero de elementos de A é dita a ordem do grupo (A, *). Caso
contrario o grupo (A, *) é dito ser um grupo infinito ou grupo de ordem infinita. (A, f)
tal que A = {e} e f:{e} x {e} — {e} é a tinica possibilidade de um grupo de ordem 1.
Exemplos de grupos de ordem 1 sao: (i) ({1},-), sendo 1 o niimero um e - indica a operagao
de multiplicacao de ntiimeros naturais/inteiros/racionais/reais; (i) ({0},4+), sendo 0 o
nimero zero e + indicando a operagao de soma de nimeros inteiros/racionais/reais. A
unica possibilidade genérica de grupo de ordem 2 é da forma ({e, a}, *), em que a operagao

* se define pela seguinte tabela

x| e a
el e a
a|la e

em que identifica-se e como o elemento neutro e a como o elemento “nao neutro”, o qual

corresponde ao seu simétrico, a’ = a. Um exemplo numérico de grupo de ordem 2 é
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({1, —1},-). Pode-se verificar facilmente outros modelos de grupos finitos de ordem 3, 4,
etc., com suas respectivas tabelas de operagao, mas nao ha motivos para se fazer isso aqui.
Abaixo seguem alguns exemplos de grupos infinitos. O fato de serem grupos é, em geral,
de facil constatacao, de modo que se permitiu omitir demonstracoes que sao dispendiosas

e nao pertinentes aqui.

e (Z,+) é um grupo comutativo/abeliano. De fato, (i) a soma de dois niimeros inteiros
¢ um numero inteiro, (ii) a soma de nimeros inteiros ¢ associativa, (iii) o nimero 0
(zero) corresponde ao elemento neutro com relagao a adigao, (iv) cada inteiro a tem
um simétrico aditivo @’ dado por ¢’ = —a, além do mais a soma de dois ntimeros
inteiros é comutativa (o que caracteriza o grupo (Z,+) como comutativo/abeliano).

Da mesma forma, (Q,+), (R,+) e (C,+) também sao grupos abelianos.

e Sendo Q* = Q — {0} o conjunto dos nimeros racionais com excegao do zero, e -
a operacao de multiplicagao, (Q*,-) é um grupo abeliano. De fato, sabe-se que,
(i) a multiplicagdo de dois numeros racionais é um nimero racional, que (ii) a
multiplicacdo de nimeros racionais é associativa, que (iii) o nimero 1 desempenha
o papel de elemento neutro com relacdo a operacao de multiplicacdo, e que (iv)
cada racional a nao nulo possui um simétrico multiplicativo @’ = a~!, denominado o
inverso de a, e, além disso, a multiplicacao de dois niimeros racionais é comutativa,
o que caracteriza o grupo (Q*,-) como abeliano. De maneira similar, sdo grupos
abelianos (R*,-) e (C*,-), sendo R* = R — {0} e C* = C — {0}. Ainda ocorre que
(Q*,-) é subgrupo de (R*,-), e estes dois ltimos sdo subgrupos de (C*,-).

e E de fécil observacio que o conjunto M,,(C) das matrizes complexas n x n dotado da
operacao de soma entre matrizes tem uma estrutura de grupo abeliano. Entretanto,
M,,(C) dotado da operacao de produto entre matrizes nao corresponde a um grupo,
isso porque nem toda matriz complexa n X n possui simétrica com relagao ao produto
de matrizes (a matriz inversa nem sempre existe). O grupo formado pelo conjunto
das matrizes complexas n x n inversiveis (e portanto com determinante nao nulo)
munido do produto matricial usual é denotado GL,(C) ou GL(C,n) ou GL(n,C) (do
inglés, general linear group). Em especial, o grupo das matrizes complexas n x n de
determinante unitario é denotado SL,,(C) ou SL(C,n) ou SL(n, C) (do inglés special

linear group).

e Dado um conjunto nao vazio X e sendo S(X) = {0 | 0 : X — X} o conjunto
de todas as bijegoes sobre X, que sdo denominadas permutagoes, S(X) dotado da
operagao de composigao de aplicagdes é um grupo (o que se verifica sem muita

dificuldade) denominado grupo das permutagées de X ou grupo simétrico de X.

e Uma matriz quadrada A é dita ortogonal se a sua inversa coincide com sua trans-

posta: A7 = AT. O conjunto das matrizes reais n x n ortogonais dotado do produto
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matricial usual forma um grupo denominado grupo ortogonal, o qual é denotado por
O(n). Se A é uma matriz de O(n) e I é a matriz identidade de ordem n, tem-se
1 = det(AAT) = det(A)det(AT) = (det(A))*, logo det(A) = £1. Um subgrupo
importante de O(n) é o denominado grupo especial ortogonal, cujas matrizes orto-
gonais tém determinante 1; esse grupo é denotado SO(n). As matrizes de SO(3)
ao atuarem por meio de produto numa matriz coluna que representa um vetor do
espago euclidiano resulta num vetor rotacionado, dessa forma, as matrizes de SO(3)
representam rotagoes no espago euclidiano tridimensional, e as matrizes de SO(n)

representam rotagoes generalizadas num espago n-dimensional.

e O conjugado hermitiano de uma matriz n x n complexa X = {z;;} é dado pela
matriz XT = (X*)" = (XT)" = {z7;}. Uma matriz complexa n x n cuja inversa
corresponde a conjugada hermitiana é denominada uma matriz unitaria, ou seja,
U é unitdria se U~' = UT. O conjunto das matrizes unitérias n x n dotado do
produto matricial corresponde a um grupo que se denomina grupo unitario, o qual é
denotado por U(n). Com uma técnica similar a que foi utilizada no exemplo anterior
demonstra-se que uma matriz unitaria tem o modulo de seu determinante igual a 1.
Constata-se que o conjunto das matrizes unitarias de determinante unitario munido
do produto matricial compoe um subgrupo de U(n), o qual é denominado grupo

unitdrio especial e denotado por SU(n).

A.2.2 Corpos

Dada um conjunto nao vazio K e duas operacoes sobre esse conjunto dadas por

fi KxK — K
(,8) = fla,B)=aBp

g: KxK — K
(,8) = gla,f)=allp

a estrutura algébrica (K, B, [J) é denominada um corpo (provavelmente do francés corp ou
do alemao Korper; a palavra empregada em inglés é field) se s@o satisfeitas as seguintes

propriedades:
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1. Com relacao a operagao H:

(a) comutatividade: para quaisquer o e  de K, vale a B = fH .
(b) associatividade: para quaisquer «, 5 e vy de K, vale (a¢EHB)HB~y =a B (FH7).

(¢) existéncia do elemento neutro: existe um (tinico) elemento o de K, denominado
elemento nulo, tal que o Ha = a H o = «a, qualquer que seja o elemento o de
K.

(d) ezisténcia do elemento simétrico: a cada elemento v de K existe a ele associado
um unico elemento Ba tal que o (Ha) = (Ha)BHa = o, denominado o oposto

de a.
2. Com relagao a operacao [l

(a) comutatividade: para quaisquer av e § de K, vale a3 = fH .
(b) associatividade: para quaisquer «, 5 e v de K, vale (e B) vy =ad(FEHY).

(c) existéncia do elemento neutro: existe um (unico) elemento ¢ de K, denominado

a unidade, tal que ¢ [Ja = a1t = a, qualquer que seja o elemento a de K.

(d) ezisténcia do elemento simétrico: a cada elemento a de K, diferente do ele-
mento nulo, existe associado um tnico elemento o' tal que oo’ = o' Ha =,

denominado o inverso de a.
3. Com relagao as operagoes H e [

(a) distributividade de [J em relagdo a H: para quaisquer «, f e v de K, vale
aB(FB7) = (aB ) B (a D).

Note que (K,H) e (K — {0}, ) sdo grupos abelianos. Esse fato é algumas vezes utilizado
para se definir um corpo. Por vezes considera-se corpos nao comutativos, que sao estru-
turas iguais a corpos, com a excecao de que a operacao [ nao é comutativa. Um exemplo
classico de corpo nao comutativo é o formado pelo conjunto dos quatérnions H dotado

das operacoes de soma entre quatérnions e do produto quaternionico.

Exemplos classicos de corpos sao (Q, +, ), (R, +,-) e (C,+,-), que s@o em geral deno-
tados da mesma forma que seus conjuntos subjacentes. Esses sao, inclusive, os casos que
inspiraram a definicao da estrutura, tanto que as operagoes H e [-] acima sao geralmente
denominadas adi¢do/soma e multiplicag¢ao, respectivamente, e sdo comumente denotadas
por + e -, e os elementos de K sao geralmente denominados escalares. Também é comum
denotar a multiplicacao entre dois escalares genéricos por justaposicao: a - = af. Os
corpos em consideracao aqui serao sempre o dos reais ou, eventualmente, o dos complexos,
de modo que sempre 0 = 0 (o elemento neutro ¢ igual a zero) e « = 1 (a unidade é igual

ao numero um).
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A.2.3 Espacgos Vetoriais

Seja V' um conjunto nao vazio, (K, +,-) um corpo e

f: VxV — V
(u,v) — fu,v)=u+v

g: KxV — V
(,u) +— gla,u)=a-u

duas operacgoes. O conjunto V' munido das operacoes f e g é dito ser um espaco linear sobre
o corpo K, ou, mais comumente, um espaco vetorial sobre o corpo K, se sao satisfeitas as

seguintes propriedades:

1. Com relacao a operagao f:

(a) comutatividade: para quaisquer u e v de V', vale u + v = v + u.
(b) associatividade: para quaisquer u, v e w de V', vale (u+v) +w = u+ (v +w).

(c) existéncia do elemento neutro: existe um (dnico) elemento o de V', denominado

vetor nulo, tal que o + u = u + o = u, qualquer que seja o elemento u de V.

(d) ezisténcia do elemento simétrico: a cada elemento u de V' existe associado um
tnico elemento —u tal que u + (—u) = (—u) + v = o0, denominado o oposto de

u.
2. Com relagao a operacao g:

(a) associatividade: para quaisquer awe f de Keude V, vale a- (5-u) = (af) - u.
(b) para qualquer u de V', tem-se 1-u = u, em que 1 é a unidade de K.

(c) distributividade: para quaisquer o de K e w e v de V, tem-se o - (u + v) =

a-u+o-v.

(d) distributividade: para quaisquer a e  de K e u de V| tem-se (o + ) - u =
a-u+f3-u.

O espago vetorial em questao é comumente também denotado por V', assim como o con-
junto que lhe serve de substrato. Os elementos do conjunto V' sao denominados vetores.
A operacao + é denominada soma de vetores, e a operagao - é denominada multiplicacao
de vetor por escalar. Apesar de a notagao para soma de vetores ser igual a notacao para

soma de escalares, isso geralmente nao causa confusao. Da mesma forma, também se
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utiliza - tanto para indicar a multiplicacao entre escalares quanto a multiplicacao de um
vetor por um escalar, o que em geral também nao causa confusao. E também é comum

denotar a multiplicacao de vetor por escalar por justaposicao: « - u = au.

Abaixo seguem alguns exemplos basicos de espacos vetoriais.

e O conjunto dos vetores da geometria definidos por classes de equivaléncia de seg-
mentos de retas orientados munido da operacao de soma de vetores e multiplicagao

de vetor por escalar real tem naturalmente uma estrutura de espago vetorial.

e Dado o corpo (K, +, ), as préprias operacoes de soma entre escalares de K e multi-
plicagao de um escalar de K por outro escalar de K da estrutura de corpo também
gozam das propriedades de um espago vetorial sobre (K, +,-), logo, o préprio corpo
(K, +, ) tem uma estrutura de espago vetorial sobre (K, +, -). Em particular, o corpo
dos reais (R, +, ) determina uma estrutura de espago vetorial sobre ele mesmo. Da
mesma forma, (C, +, ) tem uma estrutura de espago vetorial sobre (C, +, -), e, além
disso, (C,+, ) tem uma estrutura de espaco vetorial sobre (R, +,-). Em todos esses

casos particulares o vetor nulo corresponde ao ntiimero zero.

e Dado o corpo (K, +,-), o produto cartesiano K" = {(ay,...,a,) | s € K e i €
{1,...,n}} munido da operagao de soma definida por (aq,...,a,) + (B1,...,0n) =
(1 + B1, ..., + Bn) e da operacdo de multiplicacdo por escalar definida por
Mag,...,a,) = (Mg, ..., A\ay,) é um espaco vetorial sobre o corpo (K, +,:). Em
especial, R™ munido das operacoes de soma e multiplicacdo por escalar real defini-
das como acima é um espago vetorial sobre o corpo (R, +, ). Também C" munido das
operagoes de soma e multiplicagdo por escalar complexo/real definidas como acima é
um espago vetorial sobre o corpo dos complexos/reais (respectivamente). Em todos

os casos particulares supracitados o vetor nulo corresponde a n-upla (0, ...,0).

e Dado o corpo (K, +,-), o conjunto M,,,,(K) das matrizes m x n cujos termos sao
elementos de K dotado das operacoes usuais de soma de matrizes e de de multiplica-
¢ao de matriz por escalar (de K), é um espaco vetorial sobre (K, -+, -). Destaca-se os
casos particulares de M, (R) e M,,(C), que dotados das operagdes usuais de soma de
matrizes e multiplicacao de matriz por escalar sao espacos vetoriais sobre o corpo dos
reais e dos complexos/reais, respectivamente. Nesses casos o vetor nulo corresponde

a matriz nula.

e Seja [ um intervalo de R e C'(I) conjunto das aplicagbes continuas definidas no
intervalo I e tomando valores reais. Dadas as fungoes f e g de C'(I) e a um escalar
real, define-se a funcao f+gpor f+g: I —Re (f+9)t) = f(t)+g(t), Vt € R,
e a funcao af por af : I - Re (af)(t) = af(t), Vt € R. Sabe-se que, sendo f e g

continuas em I, f + g e af também o sdo, e portanto pertencem a C(I). Pode-se
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verificar entao que C(I) dotado das operagoes de soma de fungdes e multiplicagao

de funcao por escalar real é um espagco vetorial sobre o corpo dos reais.

Seja V' um espago vetorial sobre (K,+,-). Um subconjunto W de V munido das
operacoes se soma de vetores e multiplicacao de vetor por escalar é dito ser um subespaco
vetorial de V se: (a) o € W; (b) u+v e W, Yu,v € V; (c)au e W,Ya e VeVue V. E
imediato que um subespaco vetorial de um espaco vetorial sobre um corpo é também um

espaco vetorial sobre o mesmo corpo.

Seja V' um espago vetorial sobre (K, +,-) e S = {uy,...,u,} C V. Define-se o subes-

paco vetorial gerado por S por

[S] = {aqus + - + apuy, |0, a0 EK ey, ... ,u, €V

Cada um dos elementos de [S] é denominado uma combinag¢ao linear dos elementos de S.
Nesse contexto, diz-se também que uy, . .., u, geram [S], ou entao que S é um conjunto de
geradores de [S]. Se S gera V', ou seja, V = [S], e S é finito, diz-se que o espago vetorial
V' é finitamente gerado. Um subconjunto L = {uy,...,u,} de V é dito ser linearmente
independente se a igualdade aju; + - - - + a,u, = 0, sendo os «; escalares, somente for va-
lida se @y = - -+ = a,, = 0; caso contrario o conjunto L é dito ser linearmente dependente.
Se V' corresponde a um espaco vetorial finitamente gerado, um subconjunto finito 5 de
V' que seja linearmente independe e que gera o espago V' é dito ser uma base de V. Um
resultado importante, denominado teorema da invariancia, é que duas bases quaisquer
de um espaco vetorial finitamente gerado sempre tém o mesmo numero de vetores; esse
nimero é denominado a dimensao de V' e denotado por dim(V'). Mostra-se importante
lidar com bases considerando-se uma ordem de seus vetores, assim, é interessante conside-
rar uma base ordenada; no caso do espaco vetorial em questao, considera-se uma n-upla
(ui,...,u,) uma base ordenada, sendo 5 = {uy,...,u,} uma base de V. Na pratica,
se escreve 5 = {uy,...,u,} deixando-se implicita a ordem de consideragao dos vetores
de base, e chama-se [ de “base ordenada”, ou apenas de “base”, deixando-se implicita a
informagcao de ordenacao da base. Por decorréncia da consideracao de ordenacao da base
B, dado um vetor u = au; + - - - + @, u,, de V', 0s escalares aq, . . ., «, ficam univocamente
determinados e uma ordem natural lhes é atribuida. Tais escalares sao denominados as
coordenadas do vetor u com relagao a base ordenada (. Esse conjunto ordenado de coor-
denadas é convenientemente representado pela n-upla (aq, . .., «,) de K". Como, tomada
uma base ordenada de V', as coordenadas de qualquer um de seus vetores o determinam
univocamente, fica estabelecido uma relagdo biunivoca (um isomorfismo) entre os vetores
de V e os vetores de K". Observa-se entao que qualquer espaco vetorial finitamente gerado
sobre um corpo (K, +,-) é isomorfo ao espaco vetorial usual associado a K". Ressalta-se

também a utilidade de se representar o conjunto ordenado de coordenadas (com relagao
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a uma base) de um vetor por uma matriz coluna:
aq

Qp

Essa representacao é particularmente til quando se quer mudar de uma base ordenada
f = {uy,...,u,} de V para uma base ordenada v = {v,...,v,}. Existe uma tnica

familia de escalares \;; tais que

U1 = Anur 4 Ague A+ AUy,
Vo = Apur + Apus A+ -+ AUy,
Un = Alnul + )\2nu2 + -+ /\nnuny

ou simplesmente,

vj:Z)\ijui, jG{l,Q,...,n}.
=1

A matriz quadrada de ordem n

)\11 )\12 e )\ln
)\21 )\22 e >\2n
)\nl )\n2 e )\nn

¢ a chamada matriz de mudanca de base de B para +; isto porque o produto matricial
{\ij Hai} resulta na matriz das coordenadas do vetor u = ajuy + - - - + a,u,, com relagao
a base ordenada ~y (sendo que os «; sdo as coordenadas do vetor genérico u com relagdo

a base (). A partir de aqui se escreve apenas “base” para se referir a uma base ordenada.

Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Uma aplicacao T : U — V é denominada uma

transformacao linear de U em V se:

(a) T(uy +ug) = T(uy) + T'(uz), Yuy,us € U,

(b) T(au) = aT(u), Va € K e Vu € U.

Se U = V., uma transformacao linear T' : U — U também é denominada um opera-

dor linear. Denota-se Ker(T') e denomina-se nicleo de T' o subconjunto de U dado por
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Ker(T) = {u € U | T(u) = oy}, sendo oy o vetor nulo de U. Nao ¢ dificil verificar
que Ker(T) munido das operagoes de soma de vetores de U e multiplicagdo de vetor por
escalar é um espago vetorial, sendo, portanto, subespaco vetorial de U. Outro resultado
importante é que a transformagao linear 7' é injetiva se, e somente se, Ker(7T') = {oy}.
Define-se também a imagem da transformagcao linear 7" como Im(7T) = {T(u) | v € U}.
Se U e V finitamente gerados, e n e m suas dimensoes, respectivamente, dadas as ba-
ses By = {u1,...,u,} de U e By = {v1,...,0,,} de V, entdo cada um dos vetores
T(uy),...,T(u,) pertence a V e por conseguinte é combinagao linear dos elementos da

base By, ou seja,

T(ul) = Q11 + Qo9 + -+ + Am1Um,
T(uz) = vy + Qavs + -+ +  QpatUnm,
T(un) = aipv1 + Qop¥2 4+ o0+ QuynUm,

ou simplesmente

T(uy) = Zaz’jvi, je{1,2,...,n}.
i1

Define-se, entao, a matriz m x n sobre K

Q11 G2 - Oap
Qg1 Qoo -+ Qop
Um1 Om2 " Qmp

como a matriz de T' em relacao as bases By e Py .

Verifica-se que o conjunto de todas a transformacoes lineares 7' : U — V dotado da
operacao de soma definida por (71 +75)(u) = T1(u)+T5(u) e da operagao de multiplicagao
por escalar de K dada por (a7")(u) = oT'(u) tem uma estrutura de espago vetorial. Para
o caso em que V = K as transformagoes lineares sao chamadas de formas lineares ou
funcionais lineares, e o espago que formam ¢é denominado o espaco dual de U, que é
denotado por U*. Dada entdo uma base 5 = {ej,...,e,} de U, cada elemento u de
U pode ser escrito como combinagao linear desta base: u = > a’e;, o' € K. Para
j € {1,...,n}, definem-se as formas lineares ¢’ : U — K dadas por ¢’(u) = o’. Decorre
da definigao que €’(e;) = d;5, sendo &;; o simbolo delta de Kronecker. Observa-se entao
que o conjunto {e!,... "} é uma base de U*, de modo que dim(U*) = dim(U) = n. De

fato, dada a forma linear f de U*, tem-se
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n n

flu) = f (Z a) =2 a'f(e) = 3 ewf(e) = 3 flee'(w),

i=1 =1

qualquer que seja v de U, de modo que

n

[ = Z f(ei)ei,

i=1
ou seja, qualquer f de U* pode ser escrito como cominacao linear dos vetores de {e!, ... e"}.
Além disso, o conjunto {e',...,e"} é linearmente independente, pois se Y i | ae’ = o*
(sendo o* o vetor nulo de U*), isso implica que para todo e; de U (5 € {1,...,n}) tem-se

0= 0*(ej) = Zaiei(ej) = Z Oéiéji = Qj.
=1 =1

A base {e',...,e"} de U* construida é denominada base dual da base {ei,...,e,} de
U. Destaca-se que tal base é unica; de fato, se {e!',... . e"} e {f!,..., f"} satisfazem
¢l (e;) = 0, e fi(e;) = d;; entao (f7 — e?)(e;) = 0 para quaisquer valores de i e j, o que
implica que, para cada valor de j e para cada vetor u de U tem-se (f/ —e/)(u) = 0, logo

f7 — €7 é identicamente nula para qualquer j, e, portanto, f/ = e’/ para qualquer j.

Sejam U e V espagos vetoriais sobre (K, +,-). Uma aplicagao f : U" — V, sendo
U =Ux---xU (r vezes), é dita ser r-linear (genericamente denominada de multilinear)
se for linear separadamente com relacao a cada vetor de entrada de uma r-upla de U", ou

seja, se

flur, ooyug +wiy oo ue) = flug, oo gy oo ue) + flug, .o wiy o uy)

flug, oo, o ue) = aof (g, ooty e Uy,

sendo u;,w; € U e a € K. Uma aplicacao 1-linear é simplesmente uma transformacao
linear. Uma aplicagao 2-linear é denominada uma aplicacao bilinear. Uma aplicacao -
linear da forma f : U" — K é denominada uma forma r-linear. Em particular, uma forma
2-linear é denominada uma forma bilinear. Diz-se que uma forma bilinear f : U x U — K
é degenerada a direita (ou degenerada a esquerda) se houver um vetor nao nulo vy de U
(resp. ug de U) tal que f(u,vy) = 0 para qualquer u de U (resp. f(ug,v) = 0 para qualquer
v de U). Uma forma bilinear que nao é degenerada a direita nem & esquerda é dita ser

nao-degenerada. Uma aplicacao r-linear genérica f : U" — V é dita ser simétrica se
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flur, oo,y uy) = flug, oo, Wy, ),
para quaisquer ¢ e j de {1,...,r} tais que i < j; e é dita ser anti-simétrica se

flur, ooty ooty ) = —f(Ug, o Uy Uy e U,
para quaisquer i e j de {1,...,r} tais que i < j.

Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo (R, +,-), dos reais. Uma
forma bilinear f : V x V — R, (u,v) — f(u,v) = (u,v), é denominada um produto

interno sobre V' se for (a) simétrica e (b) positiva-definida, ou seja, se:

(a) (u,v) = (v,u), para quaisquer u e v de V;

u,u) > 0 para qualquer v nao nulo de V, sendo que (u,u) = 0 se, e somente se,
0

(se u for o vetor nulo).

Um espago vetorial sobre o corpo dos reais dotado de um produto interno ¢ denominado
um espaco euclidiano. Um exemplo natural de espaco euclidiano trata-se do espaco veto-
rial formado pelos vetores da geometria com suas operagoes usuais de soma de vetores e
multiplicagao por escalar dotado do produto escalar, que corresponde a um produto in-
terno. Se V' é um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo (C, +, -), dos complexos,
um produto interno ¢é definido como uma forma sesquilinear simétrica e positiva-definida,

ou seja, uma aplicacao ¢ : V x V — C, (u,v) — ¢(u,v) = (u,v), tal que:
() (u,v1+wv2) = (u,v1) + (u, v2), Yu,v1, 03 € V;
(b) (u,av) = a(u,v), Yu,v € V;
(¢) (u,v) = (v,u)* (2* indica o conjugado complexo de z), Yu,v € V;
(d) (u,u) >0 para todo u de V, e (u,u) = 0 se, e somente se, u = o.
O produto acima definido é denominado produto escalar hermitiano, e um espaco vetorial

sobre o corpo dos complexos dotado de um produto escalar hermitiano é denominado um

espaco hermitiano.

Seja V' um espago vetorial com o produto interno F(u,v) = (u,v). Dado um vetor u
de V, denota-se ||u||r e chama-se norma de u com rela¢do ao produto interno F' o nimero

real nao negativo dado por

lull e = v/ (u, ).
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No caso em que o produto interno com que se lida é tinico, estando subentendido, indica-
se a norma do vetor u simplesmente por ||u||. Dados entao dois vetores u e v de V, a

aplicagao d : V' x V' — R dada por

d(u,v) = |lu=vlr = llv—ullr

¢ denominada métrica induzida pela norma || - ||r, € 0 nimero d(u,v) é a distancia entre
u e v. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, |(u,v)| < |Jul|||v]] (que ndo serd demonstrada

aqui, mas o é feito no corpo do texto em termos do produto geométrico), segue que

(il

Dessa forma, existe um tunico real 6 tal que 0 <0 < m e

cos(0) (. v)

ol

Esse nimero 6 é designado o angulo entre u e v. Diz-se que os dois vetores u e v sao
ortogonais com relagao ao produto interno f supracitado se (u,v) = 0, o que corresponde
a dizer que o angulo entre u e v é zero. Um subconjunto de vetores S = {uy,...,u,.} do
espago euclidiano V' é dito ortonormal se (u;,u;) = 0;;, 4,7 € {1,...,r}. Da definicao
de conjunto linearmente independente segue que todo subconjunto ortonormal de V' é
linearmente independente. E se um conjunto # é uma base de V' e é também ortonormal,

diz-se que (8 é uma base ortonormal de V.

De um modo geral, dois espacos vetoriais finitamente gerados de mesma dimensao sao
isomorfos. De fato, se U e V' sao espagos vetoriais finitamente gerados, § e 7 respectivas
bases desses espagos, e dim(U) = dim(V'), pode-se definir uma bijecao ¢ : f — 7, e com
base nessa bijegao construir um isomorfismo entre U e V' (o que nao serd feito aqui). Em
particular, o fato de que dim(U) = dim(U*) implica que U ~ U*. Nao existe, porém,
nenhum isomorfismo natural entre esses dois espacos, ou seja, o isomorfismo entre U e seu
espaco dual depende da base adotada para U. Mas pode-se considerar um isomorfismo
induzido por um produto interno adotado para U. Qualquer produto interno (-, -) induz
uma aplica¢do ¢ : U — U* dada por u — ¢(u) = (u,-), u € U, sendo ¢(u) uma forma
linear de U* que atua sobre um vetor v de U da seguinte forma: [p(u)](v) = (u,v).
A forma linear ¢(u) é denominada o dual do vetor u com relacao ao produto interno
em questao. Na abordagem usual da mecanica quantica, em que se lida com espagos
hermitianos (que obedecem a outras propriedades que os tornam espacos de Hilbert),
utiliza-se a notagao de Dirac, em que os vetores de um espago de Hilbert sao denotados

genericamente por |u), |v), ..., seus duais com relagdo ao produto escalar hermitiano sao
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denotados por (ul, (v|,..., e o produto escalar hermitiano de |u) por |v) é denotado por
(ufv).
Dados os espagos vetoriais U e V' sobre o corpo (K, +, -), considere o produto cartesiano

UxV ={(u,v) |[ueUewv eV} e as operagoes de soma de pares da forma (u, v), sendo

u € U ev eV, emultiplicacao de um tal par por um escalar de K, dadas por

(ug,v1) + (ug,v2) = (uy + ug, vy + V) e a(u,v) = (au, aw).

Sem dificuldade verifica-se que U x V' dotado das operacoes acima definidas determina
um espaco vetorial. Tal espaco vetorial é denominado soma direta externa de U e V e é

denotado por U @, V; um elemento (u,v) de tal espago é denotado u 4+ v. Como

u+v=(u+oy)+ (oy +v),

sendo oy e oy os respectivos vetores nulos de U e de V', conclui-se que

dim(U @, V) = dim(U) 4+ dim(V),

se U e V forem ambos finitamente gerados, obviamente.

Seja W um espago vetorial sobre o corpo (K, +,-) e U e V' dois subespagos de W. Se
(a) para cada vetor w de W existem vetores v de U e v de V tais que w = u + v, e se
(b) UNV = {0}, se escreve W = U &; V e diz-se que W é uma soma direta interna dos
subespagos vetoriais U e V. Pode-se mostrar que (o que nao serd feito aqui) que existe um
isomorfismo entre W e U@,V , ou seja, (U@ V) ~ (Ud, V). Assim, a soma direta interna
equivale a soma direta externa, a que foi definida inicialmente. Dessa forma, na pratica,
nao se distingue soma direta interna e soma direta externa, e utiliza-se simplesmente o

simbolo @ para denotar ambos os tipos de soma direta.

Dados os espagos vetoriais Uy, Uy, ..., U,, de maneira similar a feita anteriormente,

define-se a soma direta U; @ Uy @ - - - @ U, a qual pode ser denotada

p
hiel,e---aU,=PU.
=1

Cabe um ultimo comentario pertinente, sobre bases: chama-se base candnica de
um espaco vetorial a base ordenada ortonormal mais primitiva e intuitiva para o es-
paco vetorial. No caso do espago vetorial usual associado a K", a base canonica é
{e1,€9,...,e,} tal que e; = (14,094, ...,0pn;). Assim, por exemplo, a base canénica de

R3 ¢ {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. A base canonica do espago vetorial das matrizes m x n
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sobre o corpo dos reais pode ser facilmente identificada tomando-se o exemplo da base

canonica de My(R), qual seja,

o) (o) () G0y

A base canoénica do espago vetorial P,(K) dos polinomios de grau menor ou igual a n

sobre o corpo (K, +,-) é {1,z,2%,...,2"}.

A.2.4 Algebras

Uma dlgebra sobre um corpo (K, +,-) consiste num espago vetorial V' sobre o corpo
(K, +, ) dotado de uma operagao binaria P : V x V' — V, denominada produto, que seja
bilinear, ou seja, o espago vetorial V' sobre (K, 4+, -) munido de uma operagao binaria P é

uma &lgebra sobre o corpo (K, +,-) se as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(a) P(u,v) € V,Yu,v eV;
(b) P(u,v+ w) = P(u,v) + P(u,w), Yu,v,w € V;
(¢) Plu+v,w) = P(u,w) + P(v,w), Yu,v,w € V;

(d) P(Au,v) = P(u, \v) = AP(u,v), Yu,v € V e VA € K.

Uma algebra é denominada uma dlgebra comutativa se seu produto for comutativo,
ou seja, P(u,v) = P(v,u), para quaisquer vetores u e v do espago vetorial que serve
de substrato. Uma &lgebra é denominada uma dlgebra associativa se seu produto for
associativo, ou seja, P(u, P(v,w)) = P(P(u,v),w) para quaisquer vetores u e v do espago
vetorial que serve de substrato. E interessante salientar que uma algebra comutativa nao

necessariamente € associativa e uma algebra associativa nao necessariamente é comutativa.

E 1til se utilizar da “notacao operacional” para denotar o produto. Por exemplo, com
a notacao P(u,v) = u v, a comutatividade do produto se expressa por u*v = v *u, e a
associatividade do produto se expressa por u * (v *w) = (u*v) *x w. Quando o produto é

associativo, pode-se escrever u * (v * w) e (u * v) * w simplesmente como u * v * w.

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo (K, +,-) e (V%) uma algebra. Se W é um
subespaco vetorial de V' e (W, %) também é uma &lgebra, entao diz-se que (W, %) é uma
sub-dlgebra de (V,x). Tal dlgebra é dita ser unital se o elemento neutro do produto a
esquerda é igual ao elemento neutro do produto a direita, ou seja, se, qualquer que seja v

de V, existem elementos 1g e 1p tais que lgxv =v*1p =v e 1g = 1p.
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Um dltimo conceito pertinente aqui é o de ideal de uma algebra associativa. Seja V
um espago vetorial sobre o corpo (K, +, ), e seja (V,*) uma algebra associativa sobre
(K, +,+). Uma sub-dlgebra (W, x) de (V,*) é denominada um ideal a esquerda de (V)
se v+ w € W para quaisquer v de V e w de W. Uma sub-dlgebra (U, *) de (V%) é
denominada um ideal a direita de (V,*) se u* v € U para quaisquer v de V e u de U.
Uma sub-édlgebra de (V) *) que seja tanto um ideal & esquerda quanto um ideal a direita é
denominado um ideal bilateral, ou simplesmente um ideal de (V, ). Além disso, quando
a algebra em questao é comutativa, os trés tipos de ideal coincidem, e fala-se somente em

ideal.

Abaixo seguem alguns exemplos de algebras.

e O espago vetorial determinado por R e suas operacoes de soma de ntimeros reais
e multiplicacao de nimero real por nimero real automaticamente determina uma
algebra, cujo produto é em si a multiplicagao de niimeros reais. Note que essa

algebra é comutativa e associativa.

e O espaco vetorial determinado por C e suas operacoes de soma de nimeros com-
plexos e multiplicacao de niimero complexo por nuimero real, dotado do produto de
nimeros complexos (neste caso, espago vetorial sobre o corpo dos reais), determina

uma algebra. Trata-se de uma algebra comutativa e associativa.

e O espago vetorial determinado por H e suas operacoes de soma de quatérnions e
multiplicagao de quatérnion por numero real, dotado do produto quaternionico,

determina uma algebra associativa e nao-comutativa.

e O espago vetorial determinado por M,,(C) e suas operacoes de soma de matrizes e
multiplicagao de matriz por nimero complexo, dotado do produto matricial, ¢ uma

algebra associativa e nao-comutativa.

e O espago vetorial determinado por P, (C) (o conjunto dos polinémios complexos de
grau menor ou igual a n) e suas operagoes de soma de polinomios e multiplicagao de
polindmio por nimero complexo, dotado do produto usual de polinomios, determina

uma algebra comutativa e associativa.

e H& uma grande variedade de algebras importantes tanto para a Matematica quanto
para a Fisica, além das dlgebras de Clifford e das dlgebras de Grassmann com as
quais se lida neste trabalho, tais como as dlgebras de Lie, as dlgebras de Poisson, as

dlgebras de Jordan, as C*-dlgebras, e outras mais.



Apeéendice B - Mais Quatérnions e a

Teoria de Dirac

Aqui sera dada atencao a algumas aplicacoes basicas dos quatérnions a Fisica tedrica,
com destaque para a apresentacao de elementos da teoria de Dirac. Além de servirem
de subsidios para o que é apresentado no trabalho, servem também como base para a
comparagcao entre a formulacao da teoria de Dirac em termos de quatérnions e em termos
da algebra geométrica do espaco-tempo de Minkowski; e além do mais, constituem uma
forma de ilustracao da utilidade dos quatérnions a Fisica. Mas antes que se lide com
a teoria de Dirac, o que é feito na segunda secao, delineia-se, também em termos de
quatérnions, a eletrodinamica classica e a teoria da relatividade especial, na primeira
secdo. A exposicao se baseia no mesmo trabalho de J. Lambek o qual foi utilizado para
a introducao aos quatérnions na primeira secao do capitulo 1, com algumas informacoes
colhidas do capitulo “Special Theory of Relativity” do classico livro de Eletrodinamica
de John David Jackson (JACKSON, 1975) e do capitulo “Equagoes Relativisticas” do livro
de mecanica quantica de Antonio Fernando Ribeiro de Toledo Piza (P1ZA, 2003), embora

estes autores nao tenham utilizado quatérnions.

B.1 Eletrodinamica Classica e Teoria da Relatividade

Especial

Considere a representacao quaternionica de vetores do espaco euclidiano, sendo o vetor

x = (1, xe,x3) representado pelo quatérnion puro x = 14y + Zais + x3i3.

No ambito dessa representagao, o operador nabla, em termos de coordenadas retangu-

lares, tem a forma

V=1 0 +1 0 + 1
~ or, 0z, | P0xs

Sua atuacao sobre um quatérnion puro x é dada por
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[ Ox1 | Oxa | Oxs Oxz  Oxa) . ox1  Oxs) . ox1 Oxz2\ .
VX N (8x1 + 8902 + 6.133 + 8902 81'3 1t 8ZL‘3 61’1 2t 61’2 (91‘1 B
que pode ser escrito como

Vx=-V - x+Vxx.

De forma que, no ambito dessa representagao, as equacoes de Mazwell, em termos de

unidades gaussianas, ficam:

10B
V.E—drp vxp+i98_g

c Ot
V-B=0, vxp_ L0 _dm,

c Ot c

Nessas equagoes, tem-se

E = Elil + Egig + Egig e B = Bﬂl + BQiQ + B3i3

como os quatérnions representantes dos campos elétrico e magnético (E e B), p como
a densidade de carga elétrica de um sistema e j como o quatérnion representante da
densidade de corrente elétrica j para esse sistema (observacao: j nao deve ser confundido
com a segunda unidade quaternionica, que normalmente é representada por j e estd sendo
representada por is); ¢ representa a velocidade da luz no vécuo e t corresponde a variavel

temporal.

Utilizando-se da linguagem dos quatérnions, admitindo quatérnions com coeficientes
complexos, que sao denominados biquatérnions, as equacoes de Maxwell podem ser escritas

na forma de uma unica equacao, qual seja,

(1_ —~ iV) (B +1E) + 4%T(cp +1j) =0, (B.1)

em que ¢ corresponde a raiz quadrada de —1 ordinaria.

De acordo com o autor do artigo em que se baseia essa exposicao (LAMBEK, 1995), essa
formulacao das equacoes de Maxwell foi primeiramente apresentada, de forma indepen-
dente, por Arthur William Conway em 1911, e por Ludwik Silberstein em 1912, embora

pudesse ter sido feita pelo proprio Maxwell, quando disse, em 1869:
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The invention of the calculus of quaternions is a step towards the knowledge
of quantities related to space which can only be compared, for its importance,

with the invention of triple coordinates by Descartes.

Das equagoes de Maxwell segue a chamada equacao de continuidade,

dp

LTiv.i=0 B.2
5 TV I=0 (B-2)

a qual asserta que

10
(obs.: Re(x), sendo x um biquatérnion, é uma generalizagao do conceito de parte real/escalar

de um quatérnion; dessa forma, de um modo geral, Re(x) é um escalar complexo).

Uma outra consequéncia das equacoes de Maxwell é a existéncia de um potencial
escalar ¢ e um potencial vetorial A = (Ay, As, A3) (este dado pelo quatérnion A =
Aqiy+ Agia+ Asis), os quais descrevem o comportamento dos campos elétrico e magnético,

respectivamente. Esses potenciais sao tais que

E=-V —1% e B =V x A.
c Ot

Pode-se descrever os potenciais escalar e vetorial por um quadripotencial, dado pelo bi-

quatérnion ¢ + A, que é tal que

Pu K%% + N) (o + iA)} — —(B+iE). (B.3)

Note que a imposi¢ao de que

Re K%% 4 N> (o + @A)] 0 (BA)

determina a condicao de gauge/calibre de Lorenz, que tem aspecto mais familiar na forma

10p
A4+ -—=0.
\Y +c@t 0

* %k ok

Sejam
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3 3
7= ZWM ¢ p= ZPW
u=0 u=0

quatérnions arbitrarios e

U _,U* u/ _U/*
q - * ¢ p - / I%x
(% u (% u

suas respectivas representacoes em termos de matrizes complexas.

Um biquatérnion arbitrario pode ser escrito como

3
X = X0 + X161 + Xaia + Xais = > Xpuip
pn=0

sendo x, € C.

Tomando x,, = g, + ip,, pode-se escrever

3 3 3
u=0 1=0

u=0

Dessa forma, é razoavel supor que a representacao matricial do biquatérnion x seja

dada por

_ u -+ —vF— ™
X:q+21p:< )

v+ ut 't

E facil observar que qualquer matriz complexa 2 x 2 pode ser escrita dessa forma. Isso

pode ser verificado resolvendo-se as quatro equacoes que resultam da equacao matricial

u+iu —vt =™y [w oy
v+ w4 r oz

para u, v, u’' e v'. Por exemplo, escrevendo u = ug + iuy, v = vy + vy, etc., e entao

adicionando a primeira e a tltima equacoes,

u+iu =w e ut it = 2,

obtém-se
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2’&0 —+ QZUE) =w-+z= (wo + Zo) + z(wl + 21)7
ou seja,

1 1
Uy = §(w0+20) (§ UE): §(w1+2’1);

as outras incognitas sao avaliadas com artificios similares. Assim, a algebra dos biquatér-

nions é isomdrfica a das matrizes complexas 2 x 2, My(C).

O conjugado complexo do biquatérnion y é dado por

X* = Xo + X1t + X3l + X3i3 = g — ip.

Sua representagao matricial consiste na matriz de y com os termos conjugados, que se

representa por X*. Por outro lado, o conjugado quaternionico de x, que é dado por

X = Xo — X1t1 — X2%2 — X393 = q + 1D,

tem como representacio matricial a transposta da matriz de y, X*. A composicao da
conjugagao complexa com a conjugagao quaternionica corresponde entao, em termos de

matrizes, & conjugacao hermitiana: (X*) = (XT)* = XT.

Pode-se estender as representacoes L e R, em termos de matrizes reais 4 x 4, dos
quatérnions ordinarios, para os biquatérnions, em termos de matrizes complexas 4 x 4,
de forma andloga ao que foi feito no primeiro caso. Utilizando a mesma notacao para as
representagoes (e.g.: L(a) representa a matriz 4 x 4 associada ao quatérnion a por meio

de L), tem-se que

Xk ok

2t2—x%—x%—x§

A teoria especial da relatividade requer a invariancia da expressao c
sob uma mudanca de sistema de referéncia inercial (um sistema de referéncia em relagao
ao qual vale o principio de inércia), sendo (ct, xq, x2,x3) as coordenadas de um evento no
espaco e no tempo. Dessa forma, é razoavel representar uma posicao no espaco-tempo por

um biquatérnion da forma
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r =Xy —f- il’lil + ifL‘Qig —f- il’3i3 =ct —I— ’i’l",

sendo, portanto, xo = ct e r = x141 + X202 + 313, levando em conta, inclusive, que a norma

de tal biquatérnion ¢ da forma z3 — 2% — x3 — 2.

Esses biquatérnions sao caracterizados pela propriedade * = Z e sao denominados
biquatérnions hermitianos. Com efeito, pode ser verificado que as matrizes L(x) e R(x)

sao hermitianas. O operador diferencial

d 10 .
a ot Y

tem também um cardter hermitiano. Por outro lado, o biquatérnion F' = B + i E satisfaz
F = —F e portanto ndo é hermitiano — note que ele é representado por uma matriz

anti-simétrica.

Buscando por transformacgoes que conservam a norma de um biquatérnion hermitiano,

verifica-se que tal propriedade é satisfeita pelas transformacoes

T axt, T —x e T — axa”,
sendo a um biquatérnion de norma unitaria. De um modo geral, a busca por transfor-
macoes que conservam a norma da diferenca entre biquatérnions hermitianos conduz as

transformacoes acima mais a transformacao

r—x+b,

sendo b um biquatérnion hermitiano. Todas as transformagoes consideradas geram o

chamado grupo de Poincaré.

Transformagoes do tipo x — axa* sdo chamadas transformacdes de Lorentz (préprias);
elas foram originalmente postuladas por Lorentz para explicar o resultado do experimento
de Michelson-Morley. Essa explicagao ad hoc foi depois justificada por Einstein, quem
observou que elas também descrevem, além de rotagoes, transformacoes de coordenadas

sob a mudanca de referenciais, estas ultimas sendo denominadas boosts.

Uma transformacao de Lorentz é dada por um biquatérnion a = g 4 ip, com ¢, p € H,

tal que aa = 1, ou seja,

qq —pp=1 e qp+pq=0.
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Tal transformacao atua sobre um biquatérnion hermitiano, representante de uma posicao
do espaco-tempo, através de x — axa*. Essa transformacao de Lorentz descreve uma
rotacao no espago euclidiano se a for um quatérnion real (a € H), ou seja, se p = 0, e
descreve um boost se a for hermitiano, ou seja, se a = a* = ¢ — ip, sendo, portanto, ¢ um
escalar e p um quatérnion real puro. Qualquer transformacao de Lorentz é constituida de

uma rotagao seguida de um boost. De fato, considerando

" =qq=1+pp>1,

e entao tomando

B B B Ly . q
o=qn  =— e b=n—1igpm —IIqll—Zmn

verifica-se que x — ox 0" corresponde a uma rotacao, x — bxb* a um boost, e a = bo.

O espaco vetorial dos biquatérnions hermitianos é chamado espago-tempo de Minkowsk:i
e é gerado por {1,741, iis,7i3}. Tomando A\, =i, para k € {1,2,3}, e \g = 1, os elementos
de base do espago de Minkowski podem ser escritos sob a forma A4, com p € {0, 1,2, 3}.

Dessa forma, qualquer biquatérnion hermitiano pode ser escrito na forma

3 3
. /. _ .
T = g T = E TpAuly,
pu=0 u=0

sendo z, = 2/ \; reais. Aplicando-se entao a transformagao de Lorentz sobre tal bi-
quatérnion, obtém-se o biquatérnion também hermitiano axa*, que pode ser escrito na

forma

3 3
s .
ara* = E E TN Ay,

v=0 pu=0

ou

3 3
—% 1oy .
ara* = E E xu)‘uAuV)‘VZW

v=0 pu=0

sendo A, reais. Tomando

N, = Ay,

observa-se que



APENDICE B. MAIS QUATERNIONS E A TEORIA DE DIRAC 139

L(a)R(a") {x},} = A" {a,} .

sendo {37;} = (:170 1x1 1T ixg)T e A={A, }. A equacdo acima valendo para qualquer

matriz coluna {.r;}, segue que

L(a)R(a*) = A™.

Tomando a transposta de ambos os membros tem-se

R(a*)L(a) = A.

Multiplicando a direita por {x;j }, sendo z ainda um biquatérnion hermitiano arbitrario,

obtém-se

R(a*)L(a) {a:;"} =A {x;f} ,

que pode ser escrito como

3 3 3 3 3 3
— % ok . Ix N *\k .y X *
ar*a* = g g 1AL, = E E A N AT A, = g E A N T

v=0 pu=0 v=0 pu=0 v=0 pu=0
Assim, obtém-se o resultado seguinte.
LEMA I: Se uma transformacao de Lorentz transforma A,i, em a),i,a* = > A\ i,
entao aAji,a* =3 i AN

O intervalo relativistico infinitesimal ds do espago-tempo de Minkowski é dado por

(ds)* = [|dz||* = (cdt)” — [|dr||* = (cdt)* — (dz1)* — (d22)* — (dz3)?,

e corresponde a um invariante sob transformacoes de Lorentz, assim como a posi¢ao x no

espaco-tempo.

Considere entao uma particula se movendo com velocidade instantanea dada pelo
quatérnion real puro v = v(t) com relacdo a um sistema de referéncia inercial. Com
relacao a este sistema de referéncia, a partir do instante considerado, em um intervalo de
tempo dt a particula se desloca de dr = vdt. O intervalo no espago-tempo correspondente

a essas variacoes de tempo e espaco é dado por

(ds)* = (edt)® — [|dr||* = c*(dt)* — [Jo[*(dt)*,
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que pode ser escrito em termos do parametro 5 = v/c como

(ds)® = *(dt)* — B*(dt)* = A(dt)* (1 — 7).

Com relacao a um sistema de referéncia em relacao ao qual a particula estd em repouso
as variacoes de tempo e espaco correspondentes a dt e dr sao, respectivamente, dt’ = dr
e dr’ =0, em que 7 é o chamado tempo proprio da particula, o tempo marcado por um
relégio que a acompanha. Dessa forma, com relacao a este segundo sistema de referéncia,

tem-se, para o intervalo relativistico,

(ds)? = (cdt')? — ||dr’||? = *(d7)2.

Como o intervalo relativistico é invariante sob transformacoes de Lorentz, deve-se ter

(ds)? = (ds')?, que implica

(dt)*(1 = B%) = (d7)*,

ou,

dt = ~dr,

em que v = (1— 62)71/ > ¢ o chamado fator de Lorentz. A relacao acima expressa o

fenomeno conhecido por dilatacao temporal: sendo v > 1, tem-se dt > dr.

Sendo (ds)? = ¢*(d7)?, o tempo préprio de uma particula ¢ também, assim como
o intervalo relativistico, um invariante sob transformacoes de Lorentz. Dessa forma, é
natural definir a velocidade da particula no espago-tempo como u = dx/dr, sendo = =
22:0 x, A\t 0 biquatérnion hermitiano que dé sua posicao no espaco-tempo. Assim,
sendo v = w1 + v9is + v3i3 0 quatérnion real que da a velocidade da particula no espaco

tridimensional euclidiano, a velocidade da particula no espago-tempo é dada por

dt +.dt L
U= —cC+i—v=r"ryc+ivv
dr dr " Y

Pode-se verificar que u se transforma como x sob transformacgoes de Lorentz. Com efeito,

ul|* = utt = uu* = (ye + iyv)(ve — iyv) = ¥ — ¥ ||v]|* = v* — 70} — o3 — P,

que tem a mesma forma que ||z[|? = 23 — 2% — 23 — 2.
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A quantidade energia-momento da particula é entao dada por p = mgu, sendo mg
a massa de repouso da particula (sua massa com relagdo a um sistema de referéncia de
acordo com o qual estd em repouso), que é invariante sob transformagcoes de Lorentz. A

energia-momento pode entao ser escrita como

dt ) dt .
P = Mo—C+ tMy—V = YMyC + 1yMov.
dr dr

A quantidade m = ymy é definida como a massa relativistica da particula. Dessa forma,
pode-se escrever p = mc + ivmv. Observe que p, assim como u, também se transforma

como x sob transformacoes de Lorentz. A norma de p pode ser escrita como

_ . . v 2
b = Cmociranan) Grnc—ym) = (o~ Ganalol)? = Gmoc? (1= 14 = g

o que permite verificar que tal quantidade é um invariante sob transformacoes de Lorentz.

A densidade de carga-corrente, J = cp + ij, pode ser naturalmente tomada como
J = pou, sendo pg o invariante densidade de carga elétrica, de forma que p = vpy. Note

que J também se transforma como zx.

Com a notacao agregada, as equacoes de Maxwell (B.1) podem novamente, desta vez

de forma mais compacta, ser postas sob a forma de uma tinica equacao:

d 47
—F+J=0. B.
P + . J=0 (B.5)

Foi Poincaré o primeiro a perceber que elas sao invariantes sob transformagoes de Lorentz.

Para verificar isso é preciso efetuar as transformagoes

d d
F—ad Fa e ——=al|l—|a".
dz <dx>
A primeira é natural, ja que preserva a natureza do biquatérnion F' = B + iFE, do tipo
(quatérnion puro) + i(quatérnion puro), que implica F' = —F, que também ¢ satisfeito

pela quantidade transformada a*F'a*,

(a*Fa*) = a*Fa* = —a*Fa*,
em que considerou-se a propriedade da conjugacdo quaterniénica (ab) = ba. A outra
transformacao € justificada por um principio geral: se a matriz coluna de =z, {x&} =

{A\z,}, é transformada pela matriz A, entdo a matriz coluna de
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o Oz, 0 _ 0
8%_8%835,1_ "0z,

¢ transformada pela inversa de AT. Como A representa uma rotacao, de certa forma, é

uma matriz ortogonal, ou seja, AT = A~L logo, o operador

se transforma como x.

Em suma, os biquatérnions hermitianos = = ct + ir, u = vyc + iyv, p = mc + imv,
J =pc+ijed=p+iA sao todos transformados por a( )a*, inclusive o operador d/dz.
Por outro lado, o biquatérnion F' = B + iF, que representa o campo eletromagnético, é

transformado por a( )a.

Operando na forma quaternionica das equagoes de Maxwell com (d/dx) obtém-se

Observe que o primeiro termo é da forma (quatérnion puro) + i(quatérnion puro), assim
como F'; isso implica que a parte escalar do segundo termo ¢é nula, o que corresponde
a equacao de continuidade. Note também que, como a parte vetorial de W@ é —F
(vide equacio (B.3)), entdo (d/dz)® + F é um escalar, o que representa a determinacio

de ® a menos de um biquatérnion hermitiano constante.

As equacgoes de Maxwell descrevem o campo eletromagnético F' gerado por uma dis-
tribuicao continua de carga elétrica em movimento, que é descrita pela densidade de
carga-corrente J. Reciprocamente, um campo eletromagnético também age sobre uma
distribuicao movel de cargas; em particular, uma carga elétrica puntiforme de valor g se

movendo com velocidade dada por um quatérnion real v, sofre a acao de uma forca dada

1
q(E+—va>.
c

De acordo com o principio fundamental da dinamica cldssica, essa forga corresponde a taxa

por

de variacao temporal do momento da particula. Entretanto, no caso relativistico, deve-se
tomar o tempo préprio como parametro. Além do mais, deve-se considerar a energia-
momento em lugar do momento, e em lugar da forca de Lorentz, deve-se considerar uma

forca que ganha lugar no espago-tempo. A expressao acima corresponde a parte espacial
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da forca; a parte temporal corresponde a taxa de variacao da energia da particula, dada
por (g/c)yv - E. Assim, sendo p = py + ip o biquatérnion energia-momento da particula,

tem-se, de principio

dp dpo dp ¢ . v
_dpo AP _ 4 5 (E v B).
& oar Clar T b\

Utilizando a regra da cadeia para introduzir a derivada com relacao ao tempo préprio e

rearranjando os termos, tem-se

dpdr ¢ . .
LT _ Y. E+icE B
T & C(v +icE +iv x B),

ou

d
dr ¢

Com algumas manipulacoes pode-se escrever a equagao acima na forma

d
L _yp +1g,
dr ¢

em que u ¢ o biquatérnion que da a velocidade da particula no espago-tempo e g é um
biquatérnion hermitiano, mais exatamente, g = (¢/c)(v- B +i(ycB —v x E)). Obtém-se,
entao, a versao relativistica da equacao de movimento de uma particula sob a agao de um

campo eletromagnético.

B.2 Teoria de Dirac

No ambito da teoria quantica quantidades fisicas sao descritas por operadores. Em
mecanica quantica nao-relativistica, particularmente, o momento linear é descrito pelo
operador diferencial —ihV, sendo h = h/2m a constante de Planck reduzida; esse operador
corresponde a parte espacial do operador de energia-momento no ambito relativistico, cuja
parte temporal é i(f/c)(0/0t). Dessa forma, no caso relativistico, a energia-momento
p = mou pode ser descrita pelo operador diferencial quaternionico ih(d/dz), sendo que
d/dx = (1/¢)(0/0t) — iV, definido anteriormente. Dessa forma, espera-se que a equagao
pp = (moc)? conduza a uma equacio de onda relativistica quando se substitui p por seu

operador correspondente,
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ou,

ou ainda,

O¢ + K°¢ = 0,

em que [0 = (d/dz)(d/dx), k = moc/h e ¢ = ¢¢ + iy é uma fungao da posigdo no

espaco-tempo. A equacao obtida é a conhecida equac¢ao de Klein-Gordon, embora tivesse

sido considerada por Schrédinger antes de introduzir a equagao que leva seu nome.

Dirac obteve sua famosa equagao de primeira ordem “extraindo a raiz quadrada” do

operador diferencial de segunda ordem presente na equacgao de Klein-Gordon, redesco-

brindo a ideia central por detras das dlgebras de Clifford. Nao parece ser amplamente

percebido que tal método ad hoc nao é necessario e que a equacao de primeira ordem de

Dirac é de fato equivalente a equacao de Klein-Gordon, desde que nao se insista que ¢

permaneca um escalar. Com efeito, assumindo que ¢ é um biquatérnion e escrevendo

_:K/,
dx X

sendo x = xp + ¢x1 um outro biquatérnion, entao

- @)=

Dessa forma, a equagao de Klein-Gordon ¢ equivalente as duas seguintes equacoes de

primeira ordem:

do dx ) _
F KX e (a) = —Ko.

O proximo passo é escrever essas duas equagoes sob a forma de uma tnica equagao de

primeira ordem.

Assuma, de principio, que exista uma entidade j tal que j2 = —1, ji = —ij e ji, = i,],

sendo p € {0,1,2,3}. Desse modo, tem-se

() @+ = () o (5 ) i =msa (o )x = =30 = —into+ ),
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Sabe-se que nao existe nenhuma matriz 4 x 4 que anti-comuta com a unidade imaginéria
1. Considere entao a representacao de quatérnions por matrizes reais 4 x 4, anteriormente
referida, e identifique i, com a matriz L(i,). Considere agora a entidade j,, a “representa-
cao contravariante” de 4, com a qual identifica-se a matriz R(i,). Dessa forma, observa-se

que

ji=ja=di=gsjei=—1 e  ju, =i

Agora, identificando ¢ com j; e 7 com jo, e entao definindo ¥ = ¢ + jox, das relagoes

acima segue que

U = ¢+ jax = (¢o + 7101) + Jo2 (X0 + jix1) = ¢o + Jj1d1 + JaXo + JsX1,

que corresponde a uma espécie de “quatérnion de componentes quaternionicas”.

Assim, a igualdade

(%) (6 +jx) = —jr(d+jx),

anteriormente obtida, fica

d
—VU + jgli\I’ = O,
dz

em que agora, com a troca de ¢ por jy,

— =S —jV.
C

A equacao obtida corresponde a equacdo de Dirac para o elétron livre. Observe que com
a troca de ¢ por j;, passa-se a escrever x = ct + j17, u = 7yc + J17yv, € assim por diante;
inclusive, o biquatérnion a = ¢ + ip que aparece nas transformagoes de Lorentz torna-se

a=q-+ jip.

Para certificar-se de que a equagao obtida é invariante sob transformagoes de Lorentz,
basta que WU se transforme em a*¥, além, é claro, da transformagao d/dx — a(d/dz)a*.
H& outras possibilidades, a saber, ¥ — a*Va e ¥ — a*Wa*, mas estas nao serao con-
sideradas. Observe que as transformagoes de Lorentz a( )a* s@o imutdveis sob a troca
de a por —a, mas essa troca corresponde a fazer ¥ transformar-se em —a*¥; as duas
transformacoes possiveis de W, cada qual correspondendo a um sinal de a* na expressao
de transformacao, nao constituem uma representacao do grupo de Lorentz, mas sim uma

representacao projetiva, sobre a qual nao se discute aqui; apenas observa-se que, segundo
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Lambek (1995), essa é a razao matematica por se dizer que o elétron tem spin 1/2.

Pode ser mostrado que as 16 matrizes associadas a 1, i,, j, e 1,1, (sendo que pu,v €
{1,2,3}) geram o espago vetorial das matrizes reais 4 x 4. Dessa forma, ¥ corresponde a
uma matriz real 4 x 4. Entretanto, a lei de transformacao ¥ — a*W¥ permite associar W
a uma matriz 4 X 4 multiplicada pela matriz coluna (1 0 0 0)T, de forma a representar
¥, sem perda de generalidade, pela matriz coluna real {¢,} = (Yo ¥1 v ¥3)T, fazendo
entao com que ¥ corresponda ao quatérnion real ¢ = 1y + 191 + Pois + Y3iz. Apesar
da possibilidade de se utilizar uma matriz coluna complexa, isso nao se faz necessario no

caso do elétron livre.

A equagao de Dirac para o elétron livre pode ser escrita explicitamente na forma

matricial como segue,

3

10 9,
(E@ — R(i1) ; L(iu)a—xu> {u} + sR(i2){Yu}t =0,
em que L(i,){¢,} = {¢},}, sendo ¢' = i, e R(i,){¢,} = {¢},}, sendo ¢" = 9i,. Em

termos de quatérnions reais, essa equacao fica:

%%—f - (V@U)Zl + /{7,02.2 =0.

Quando se associou j; com R(i1) e jo com R(iz), poderia-se ter feito corresponder
J1 com R(iy) e jo com R(iz), ou, de forma mais geral, j, com R(0i,0), sendo o um
quatérnion real tal que oo = 1 (p tem norma unitaria), ou seja, o( )o representa uma
rotacao no espaco euclidiano tridimensional. Dessa, tomando-se um sistema de referéncia
rotacionado em relagao ao original por o( )g, a equacao de Dirac para o elétron livre toma

a forma

180

T (Vp)oi10 + Kkipoizo = 0.

O produto a direita com o permite reescrever essa equacao como

0
L2 (0) ~ Ve)ia + nlibe)iz =0,

que tem a mesma forma da equagao original, o que mostra que a equacao de Dirac para

o elétron livre é invariante sob uma rotacao do sistema de referéncia.

Quando o elétron é submetido a um campo eletromagnético externo descrito por um
quadripotencial & = ¢+ j; A o operador de energia-momento i/i(d/dz) deve ser substituido

por ii(d/dx) — e®/c, que corresponde a substituir o operador d/dx na equacao de Dirac
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para o elétron livre por d/dx + ie®/hc:

d e
— 4+ 11— | U+ jor¥ = 0. B.6
( g ) o (5.6)
Essa é a equacao de Dirac para um elétron sujeito a um campo eletromagnético dado por
um quadripotencial ®. Como a equacao para o elétron livre, ela pode ser reescrita em
termos de 1) e da expressao explicita para o operador d/dz, bem como do quadripotencial

® = p + j; A, bastando para isso substituir ¢ por j;, obtendo-se

10y €

P 71 (V) +J'1§(<P + J1A)Y + jartp = 0, (B.7)

sendo que agora 1 é um biquatérnion.

No trabalho de base para esta exposicao, o autor J. Lambek optou por nao levar
totalmente a cabo a introducao das unidades ji, js € j3, quando abdicou da substituicao
de ¢ por j; ao introduzir a equacao de Dirac para o elétron submetido a um campo
eletromagnético, tendo que sucumbir ao tratamento matricial. Acredita-se que o motivo
para tal procedimento é que com a substituicao de ¢ por j;, a dita transformacao de fase

U — Wexp(ia), sendo o um escalar real, ndo equivale a transformacao de gauge/calibre

<I>n—><I>+Ed—a,
e dz

como ocorre na abordagem usual, além do mais, um resultado importante apresentado
por Lambek em seu trabalho nao parece poder ser obtido com a abordagem supracitada.
Entretanto, o problema nao parece estar na mera substituicao de ¢ por j;, e sim na
defini¢ao do operador de energia-momento. De fato, tomando-o como A(d/dz)( )j; (em
que o espago em branco entre parénteses representa o argumento), substituindo-o por
R(d/dz)( )j1 — (e/c)®( ) na equacdo de Dirac para o elétron livre, a fim de representar a

interacao com o campo, e entao fazendo a conveniente substituicao

d . e d
h@()l—gq’() = a( ) +

e

P .
he ( )]17

a equacao de Dirac para o elétron submetido a um campo eletromagnético dado pelo

quadripotencial ® fica

dw e
— 4+ —PVUy ok U = 0. B.8
e + e J1+ )2k (B.8)

Como observado anteriormente, o potencial ® é determinado a menos de um termo

constante. Essa propriedade nao é alterada pela transformacgao de gauge/calibre
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@r—><b+@d—a,
e dx

sendo @ = () uma fungao escalar real da posi¢ao no espago-tempo. Esse resultado pode
ser obtido efetuando a transformacdo de fase ¥ +— Wexp(jia) = \If(cos(a) +h sin(a))

na equacao de Dirac. Com efeito, tomando tal transformacao na equagao obtém-se

d ) e . ) . .
o (exp(jia)) + W exp(jra)ji + jor¥ exp(jia) =

dw da

= S explia) +

. . € . . . .
= Ui exp(jia) + §¢)\I/j1 exp(jiar) + jorVexp(jia) = 0,

que pode ser escrito como

dv e < he da
b+
e dz

a—i_% —> Ui + jokW = 0.

Observe que se considerou o fato de que j; comuta com exp(ji«).

Para a obtenc¢ao de um ultimo resultado interessante apresentado no artigo de Lambek,
se utilizard da equagao de Dirac em termos de biquatérnions, a equagao (B.7), que pode

ser escrita de forma mais compacta como

dvy e
i — P+ g =0 B.
dr thc Y+ jakyp = 0; (B.9)

lembrando que j; comuta com qualquer biquatérnion.

A equacao de Dirac expressa a acao de um campo eletromagnético, descrito por um
quadripotencial ®, sobre o elétron. Por outro lado, ha contribuicao do elétron no campo
eletromagnético, sendo este descrito pelas equagoes de Maxwell, as quais, por sua vez, sao
requeridas serem invariantes sob transformacoes de Lorentz. Para tal, deve ser satisfeita
a condigao de calibre de Lorenz (B.4) (pode-se utilizar outra fizacdo de calibre, mas a de

Lorenz é particularmente conveniente no caso),

@ﬂ “o

Como apresentado anteriormente (vide equagao (B.3)),

Re
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o [(5)1] -+

que perante a condicao de Lorenz implica

(o=

Submetendo essa equagao a aplicagdo do operador d/dxz e posteriormente considerando

a forma quaternionica das equagoes de Maxwell, (d/dz)F + 4nJ/c = 0, obtém-se estas

ultimas em termos do quadripotencial ® (também no formato de uma tinica equagao),
d d 4
B Y (R J,
dx dx c

Ud = 4—7TJ.
c

ou

O proximo passo é obter a densidade de carga-corrente J a partir da equacao de Dirac.
Isso foi feito através de uma adaptacao da abordagem de Lambek, mas sem fazer mencao

a matrizes.

Além da conjugacao quaternionica usual, com relagdo as unidades quaternionicas iy,
k € {1,2,3}, que troca seus sinais, e denotada por uma barra encimada (por exemplo:
d = qo — q111 — Q212 — q313), considere a conjugagao com relacao as unidades quaternionicas
Jk, k € {1,2,3}, que também troca o sinal das unidades; esta serd denotada por uma barra
subjacente. Esses dois tipos de conjugacao sao independentes, ao passo que agem sobre
tipos diferentes de unidades quaternionicas. Por exemplo, para ¥ = ¢g+ o171+ XoJ2+ X173,

em que ¢, e x, sao quatérnions ordindrios, escritos em termos de ¢,, tem-se

U = ¢y + d1j1 + Xoje + X1J3 e VU = ¢y — P1j1 — XoJ2 — X17J3-

Considere um terceiro tipo de conjugacao, dada pela composicao das duas anteriormente

definidas:

U=V =¢y— d1j1 — Xoj2 — XiJ3-

Note que, para o biquatérnion a = ¢ + ji1p, que aparece nas transformacoes de Lorentz,

tem-se
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a=q—jp=a" e a=a=q—jpp=a.

Is]]

Outra observagao importante é que o “conjugado composto” de um biquatérnion hermi-
tiano (tal como = = ¢t 4+ j17) nao o altera, assim é conveniente chamar essa conjugagao
de conjugagao hermitiana. Da mesma forma, o cardter hermitiano do operador d/dx
faz com que ele seja invariante sob uma conjugacao hermitiana. Cabe ainda ressaltar a
propriedade de que o conjugado de um produto é igual ao produto na ordem inversa do

conjugado dos fatores, e todos os trés tipos de conjugacao gozam dessa propriedade.

Tomando o produto a esquerda da equagao de Dirac (B.9) por @Z, obtém-se

~dy  ~
¢a + Y

e

=0y + Wijarah = 0.
C

Tomando-se entao o conjugado hermitiano desta, obtém-se
H

~(d ~ ~
0 (@> ¥ — Qi@ — Djartp = 0.

em que a seta indica que a diferenciacao atua no objeto que multiplica a esquerda, embora
a ordem do produto deve ser respeitada. Somando-se entao as duas equacoes acima,

obtém-se

T
" <£> =0, (B.10)

em que considerou-se a notacao
AT 3
~(q o s~
V=S (i )
4 (dx) ¥ Z oz, (w W)
n=0
e, no caso do operador “que atua para a esquerda’”,
< 3 ~
~(d oY
— — I LY
¥ (dx) 4 Z oz, )
pn=0
em que agora A\ = j; para k € {1,2,3}, \g=1e iy = 1.

A equacao (B.10), levando em conta a definicao do operador que nela aparece, se

assemelha a equagao de continuidade (B.2), a qual pode ser escrita como
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sendo que os J, sao tais que J = cp + jij = Zizo JuAyin, ou seja, Jo = cp e Jp = j
para k € {1,2,3} (lembrando que j é o quatérnion real puro que representa a densidade

de corrente elétrica). Tal semelhanga sugere que se defina

Ju = 06531;@)\;2/1,

em que o fator constante cex® aparece para dar dimensao de densidade de corrente a
expressao. Observe que J assim definido se transforma em aJa* por uma transformagcao
de Lorentz. De fato, fazendo ¥ — a*1) na expressao para a densidade de carga-corrente

acima, observa-se que ela se transforma em

3
g cek3pai, Nia i,
v=0

que, pelo Lema I apresentado na secao anterior, corresponde a

3 3

SO e i NN Avi, = > > N, = ala’.

pn=0 v=0 pn=0 v=0

Por fim, observa-se que ¥ e 1 presentes nas equagoes (B.8) e (B.9), respectivamente,

dependem das trés informacoes seguintes, como observou Lambek.

(a) Um ponto = = ct + jir do espago-tempo de Minkowski. A transformacao de Lo-
rentz x — axa* corresponde a transformacgao ¥ — a*¥, na equacao (B.8), e a

transformagao ¢ — a*1), na equagao (B.9).

(b) A escolha de um quadripotencial ® = ¢ + j; A, compativel com o campo eletromag-
nético agindo sobre o elétron, o qual em si é funcao da posicao x no espaco-tempo.
A transformacdo de calibre ® +— ® + (e/hc)da/dz é equivalente a transformagao
U — Wexp(jia), na equacao (B.8), e a transformacao ¢ — 1 exp(jia), na equagao
(B.9).

(c) A escolha de j; e j2, 0s quais determinam j3 = joj;. Considerou-se que j,, corres-
ponde a R(i,), mas permitiu-se posteriormente que 7, fosse substituido por ¢i,0,
sendo o um quatérnion tal que oo = 1. Entretanto, ao fazer corresponder ¥ com
uma matriz coluna complexa, permite-se que %, seja substituido por gi,0*, sendo

agora ¢ um biquatérnion. Isso induz a transformagao ¥V +— R(0)V, ou 9 — o.
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O grupo de transformacgoes agindo sobre ¥ de acordo com (a) é o grupo SU(2), das
transformagoes unitarias de determinante 1. O grupo agindo sobre ¥ de acordo com (b)
é o grupo U(1), dos nimeros complexos com norma unitéria. O grupo agindo sobre ¥ de

acordo com (c) é o que se chama uma representa¢do projetiva de SU(3).
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