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LIGADO NO ESPAÇO DE MINKOWSKI
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Resumo

A equação de Bethe-Salpeter (BS) é uma descrição relastiv́ıstica do problema do estado

ligado de duas part́ıculas (SALPETER; BETHE, 1951). Com esta podemos determinar a

energia do estado ligado e a amplitude de Bethe-Salpeter Φ(k, p). Porém, há polos pre-

sentes em seu kernel relativ́ıstico e uma alternativa para lidar com essas singularidades é

a representação integral pertubativa de Nakanishi (NAKANISHI, 1971b), que utiliza uma

representação paramétrica caracterizada por uma função peso e um denominador que

depende dos momentos dos propagadores externos. A Representação Integral de Naka-

nishi pode ser utilizada tanto para representar a amplitude Φ(k, p) quanto a amplitude

amputada Γ(k, p). Ambas amplitudes são alternativas para descrever o estado ligado com-

pletamente. Porém, a diferença entre elas é que a amplitude Φ(k, p) possui mais polos em

seu kernel de interação, o que torna mais dif́ıcil lidar com o problema de singularidades.

Assim, ao optar por desenvolver a equação de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada

Γ(k, p) espera-se que obtenhamos uma solução mais estável para a função peso de Na-

kanishi. Neste trabalho, obtemos a equação de Bethe-Salpeter no espaço de Minkowski

para a amplitude amputada para o sistema bosônico na aproximação de interação tipo

escada. Para introduzir a descrição da amplitude amputada Γ(k, p), inicialmente fazemos

um estudo da amplitude Φ(k, p) de Bethe-Salpeter para o caso bosônico, além de demons-

trar a relação entre ambas as amplitudes. No caso da amplitude Γ(k, p), obtivemos tanto

a equação de Bethe-Salpeter completa quanto a equação no modelo de Wick-Cutkosky,

utilizando o Teorema da Unicidade. Por fim, para um estado ligado fermiônico, utiliza-

mos o Teorema da Unicidade e a Transformação de Stieltjes para inverter a equação de

Bethe-Salpeter no limite de máxima energia B = 2M . Com isso, obtemos uma equação

que pode ser resolvida com método iterativo.



Abstract

The Bethe-Salpeter equation is a relastivistic description of the problem of the bound

state of two particles (SALPETER; BETHE, 1951). With this we can determine the energy

of the connected state and the amplitude of Bethe-Salpeter Φ(k, p). However, there are

poles present in its relativistic kernel and an alternative to dealing with these singula-

rities is the Nakanishi Pertubative Integral Representation (NAKANISHI, 1971b), which

uses a parametric representation characterized by a weight function and a denominator

that depends on the moments of the external propagators. The integral representation

of Nakanishi can be used to represent the amplitude Φ(k, p) as the amputated amplitude

Γ(k, p). Both amplitudes are alternatives to describe the connected state completely. Ne-

vertheless, the difference between them is that the amplitude Φ(k, p) has more poles in

the kernel, which makes it more difficult to deal with the singularities problem. Thus, by

choosing to develop the Bethe-Salpeter equation for the amputated amplitude Γ(k, p) we

are expected to obtain a more stable solution for the Nakanishi weight function. In this

work, we obtain the Bethe-Salpeter equation in the Minkowski space for the amputated

amplitude for the bosonic system in the ladder approximation. In order to introduce

the amputated amplitude description Γ(k, p), we first study the Bethe-Salpeter amplitude

Φ(k, p) for the bosonic case, and demonstrate the relation between both amplitudes. In

the case of the amplitude Γ(k, p), we obtained both the complete Bethe-Salpeter equation

and the equation in the Wick-Cutkosky model, using the Uniquiness Theorem. Finally,

for a fermionic bound-state state, we use the Uniqueness Theorem and the Stieltjes Trans-

formation to invert the Bethe-Salpeter equation at the maximum energy limit B = 2M .

With this, we obtain an equation that can be solved with iterative method.
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QFT Teoria Quântica de Campos

SM Modelo Padrão

BS Bethe-Salpeter

QCD Cromodinâmica Quântica
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1 Introdução

Entender os constituintes fundamentais da natureza tem sido um desafio presente na

f́ısica por mais de um século. A compreensão a respeito da composição da matéria, por

conseguinte da natureza, tem ido desde a ideia grega de um ente fundamental indiviśıvel

até o que se aceita atualmente como sendo a divisão de matéria em bariônica e escura. A

matéria comum ou bariônica estendeu-se além das part́ıculas conhecidas desde os primeiros

modelos atômicos. Hoje, a lista de part́ıculas elementares é distribúıda em termos de

léptons, quarks, fótons, glúons, bósons W+, W−, Z0, o bóson de Higgs e suas anti-

part́ıculas. Partindo do conceito de part́ıculas indiviśıveis temos a matéria ordinária

dividida em léptons e hádrons, onde os últimos são entendidos como part́ıculas compostas

por estados ligados de quarks e glúons.

Os primeiros hádrons a serem descobertos foram os prótons e os nêutrons. Apesar

disso, ainda há questões a serem respondidas a respeito destes. Por exemplo, no caso dos

prótons tem-se em aberto o problema do seu decaimento, onde questiona se o próton é

fundamentalmente estável ou possui uma vida útil finita, conforme previsto por algumas

extensões do modelo padrão (SENJANOVI, 2010) (HELO et al., 2018). Outra questão é

o problema do spin do próton: Como os quarks e glúons contribuem para o spin dos

prótons? Nesse sentido, para entender como o spin e a massa dos núcleons são distribúıdos

entre os constituintes destes, iniciativas experimentais tem sido tomadas em centros como

SLAC (Stanford Linear Accelerator Center), CERN (Conseil Européen pour la Recherche

Nucléaire), DESY (Deutsches Elektronen-Synchrotron) Laboratory, RHIC (Relativistic

Heavy Ion Collider). Um projeto recente é o HAS QCD PROJECT, que envolve iniciativas

tanto experimentais como teóricas com objetivo de explorar e entender a estrutura interna

dos núcleons em termos de quarks e glúons, além disso desenvolver um mapeamento 3D

do próton.

A teoria predominante aceita para descrição dos constitúıntes hadrônicos é a Cromo-

dinâmica Quântica (QCD), que fornece a dinâmica da interação entre quarks e glúons. A

QCD é um tipo de Teoria Quântica de Campos (QFT) não-abeliana, com o grupo de si-

metria SU(3). Esta teoria pertence ao Modelo Padrão (SM), que descreve a matéria e três

interações fundamentais: força fraca, força forte e força eletromagnética (COTTINGHAM;

GREENWOOD, 1998).
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A QCD descreve os quarks (q) como part́ıculas de spin 1/2, sendo que elas podem ter

sabores chamados up (u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) e top (t). Além

disso, os quarks podem ser classificados em cores: vermelho, verde e azul. A QCD possui

a propriedade de liberdade assintótica, onde as interações ficam mais fracas a medida que

a energia aumenta. Isto faz com que a solução da teoria dependa da escala de energia.

No limite de baixas energias configura como uma teoria não perturbativa e no limite de

altas energias como uma teoria perturbativa.

A propriedade de liberdade assintótica está presente em teorias de calibre nas quais a

interação entre as part́ıculas para distâncias pequenas ou altas energias se torna arbitrari-

amente pequena. Em 1973, David Gross, Frank Wilczek e David Politzer mostraram que

a cromodinâmica quântica apresenta esta propriedade (GROSS; WILCZEK, 1973) (POLIT-

ZER, 1973). Essa descoberta rendeu-lhes o prêmio nobel em 2004.

Outra propriedade da QCD é o confinamento, o que significa que quarks livres não

são observados na natureza. Uma explicação pictórica para este fenomêno é a idesia de

dois quarks conectados por uma corda, a força atrativa entre eles aumenta à medida que

os quarks se afastam, o que exige mais e mais energia para aumentar sua separação.

Contudo, com energia suficiente adicionada, em vez de um quark se libertar do outro em

um hadrón, o excesso de energia é utilizado para produzir um par de quark-antiquark

(BEISER, 1995).

Em uma teoria de campos livre, a função de dois pontos 〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 é interpre-

tada como a amplitude para uma part́ıcula propagar de um ponto x para um ponto y.

Para uma teoria de campos interagente, a representação da função de dois pontos é cha-

mada também de Representação de Källén-Lehmann (KALLEN, 1952), (Lehmann, 1954).

Por sua vez, a Representação Integral de Nakanishi é uma representação integral pertuba-

tiva de duas variáveis, que é usada como ansatz para resolver a equação de Bethe-Salpeter

(NAKANISHI, 1964).

No intuito de obter uma descrição relat́ıv́ıstica para part́ıculas hadrônicas Bethe e

Salpeter propuseram uma formulação no espaço de Minkowski (SALPETER; BETHE, 1951),

onde obtiveram uma equação para o estado ligado de part́ıculas obtendo a energia de

ligação e a amplitude de Bethe-Salpeter (BS) Φ(k, p).

Um problema na descrição de Bethe-Salpeter é que a equação integral possui pólos em

seu kernel. Para contornar esse problema Wick propôs uma rotação t → iτ no tempo,

de tal forma, que a equação de BS é transformada, indo do espaço de Minkowski para

o espaço Euclidiano (WICK, 1954), onde a energia de ligação fornecida pela equação de

BS euclidiana é a mesma que a obtida no espaço de Minkowski. Ao utilizar a rotação

de Wick é posśıvel realizar uma comparação de resultados da equação de Bethe-Salpeter

euclidiana com a de Minkowski.
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Além da amplitude Φ(k, p) há a amplitude amputada Γ(k, p) que pode ser obtida

através da primeira. A amplitude Γ(k, p) possui menos polos em seu kernel do que a

amplitude Φ(k, p), o que motiva um estudo mais aprofundado da amplitude amputada. A

representação de Nakanishi pode ser usada para representar a amplitude Φ(k, p) quanto

amplitude amputada Γ(k, p) de Bethe-Salpeter. Além disso, é posśıvel usá-la para obter

equação integral para a função peso de Nakanishi através de uma inversão anaĺıtica da

equação de BS. Esse método é conhecido como Teorema da Unicidade. Outro método

para inverter a amplitude de Bethe-Salpeter é utilizar a transformada inversa de Stieldjes.

Sendo posśıvel realizar uma comparação entre ambos os métodos.

Optar por desenvolver a equação de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada Γ(k, p)

é objeto principal deste estudo. Iremos obter a equação completa para amplitude ampu-

tada para o estado ligado bosônico na aproximação tipo escada. Como um caso mais

simples, vamos estudar a amplitude Γ(k, p) no modelo de Wick-Cutkosky, utilizando o

Teorema da Unicidade para obter uma equação para função peso gΓ da amplitude ampu-

tada.

Outro ponto que desenvolveremos neste trabalho será encontrar uma relação entre

ambas as amplitudes. O que permitirá obter os observáveis hadrônicos utilizando ambas

as amplitudes desde que se conheça uma delas. Além disso, será útil para comparar com

os resultados de trabalhos anteriores que tiveram foco a amplitude de Bethe-Salpeter.

Além disso, iremos estudar a amplitude Φ(k, p) para o caso fermiônico no limite de

máxima energia para Λ finito, permitindo uma análise do problema para diferentes vértice

de interação.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira: no caṕıtulo 1, tem-se a contextua-

lização do trabalho, das ferramentas utilizadas e apresentação da organização do mesmo.

No caṕıtulo 2, discorre-se a respeito das Representações Integrais que são bases da formu-

lação teórica apresentada. No caṕıtulo 3, o foco foi apresentar a equação de Bethe-Salpeter

para Amplitude Amputada para um sistema bosônico. No caṕıtulo 4, o objetivo é compa-

rar os resultados da equação de BS para férmions no limite de máxima energia utilizando

o teorema da unicidade e Transformação de Stieldjes. No caṕıtulo 5, são apresentadas as

conclusões do trabalho.



2 Representações Integrais

2.1 Representação de Källén-Lehmann

Para obter a representação de Källén-Lehmann vamos considerar uma teoria de campo

escalar real interagente de tal forma que é válido para todos os tipos de interação, não

dependendo de uma teoria de pertubação. Como consequência, assumimos que a hamil-

toniana deve ser um invariante de Lorentz e o operador momento P̂ deve comutar com

a hamiltoniana, [Ĥ, P̂ ] = 0. Isto é verdade porque se tratam de estados livres ou esta-

dos representando um conjunto de part́ıculas que tratamos como um único corpo, onde a

energia de ligação já está contida na massa do estado ligado, que por sua vez é livre.

Seja |λ~p〉 o autoestado de Ĥ e P̂ , onde λ carrega todos os números quânticos dos

posśıveis estados quânticos, tal que:

Ĥ|λ~p〉 = Ep|λ~p〉; P̂ |λ~p〉 = ~p|λ~p〉. (2.1)

Cada |λ~p〉 é relacionado através de um boost de Lorentz com o estado correspondente

ao repouso, chamado de |λ0〉. O autoestado |λ~p〉 pode representar:

• Estado de 1-part́ıcula, |1~p〉, com energia Ep =
√
~p2 +m2

λ e massa de repouso mλ;

• Estado ligado;

• Estado de N-part́ıculas, com N ≥ 2, formados por estado de 1-part́ıcula e estados

ligados.

Todos os estados são criados a partir do vácuo |Ω〉. A diferença crucial entre a teoria de

campo escalar interagente e a teoria de campo livre é que φ(x) não pode ser simplesmente

uma superposição de amplitudes de Fourier a(~p) e a†(~p), pois não obedece as equações de

movimento livre:

(∂2 +m2)φ 6= 0 =⇒ (∂2 +m2)φ = j, (2.2)

onde j é a corrente. Assim, aplicando φ em Ω não criamos simplesmente um estado de

1-part́ıcula como na teoria livre. Um outro ponto importante é notar que na relação de
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completeza, no espaço de Hilbert,

1̂ = |Ω〉〈Ω|+
∑
λ

∫
d3p

(2π)3

1

Ep(λ)
|λ~p〉〈λ~p|, (2.3)

a soma em λ inclui os estados de 1-part́ıcula, os estados ligados, e os estados de multi-

part́ıculas, enquanto que a integral em p refere-se ao momento do centro de massa ~p dos

estados λ. Em particular, especificar um estado de multi-part́ıcula requer especificar o

momento relativo de cada estado individual acrescido do momento ~p. Assim, a soma sobre

λ é uma soma sobre um cont́ınuo de estados.

Na teoria de campo livre a função de dois pontos 〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 é a amplitude para

uma part́ıcula propagar de y para x. A questão é, será que está interpretação segue na

teoria interagente.

O primeiro objetivo é obter uma expressão para o propagador de Feynman interagente:

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

{
〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 se x0 > y0

〈Ω|Tφ(y)φ(x)|Ω〉 se y0 > x0.

Inserindo a resolução da unidade entre φ(x) e φ(y),

〈Ω|φ(x)1̂φ(y)|Ω〉 = 〈Ω|φ(x)|Ω〉〈Ω|φ(y)|Ω〉+
∑
λ

∫
d3p

(2π)3

1

Ep(λ)
〈Ω|φ(x)|λ~p〉〈λ~p|φ(y)|Ω〉,

(2.4)

e assumindo que 〈Ω|φ(x)|Ω〉 = 0, uma vez que

φ(x) = eix
µPµφ0e

−ixµPµ , (2.5)

e que P µ|Ω〉 = 0, obtêm-se

〈Ω|φ(x)1φ(y)|Ω〉 =
∑
λ

∫
d3p

(2π)3

1

Ep(λ)
〈Ω|φ(x)|λ~p〉〈λ~p|φ(y)|Ω〉, (2.6)

Se c ≡ 〈Ω|φ(0)|Ω〉 6= 0 pode-se redefinir φ, tal que, φ→ φ−c, podendo obter a equação

2.6. Por outro lado,

〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|eiP ·xφ0e
−iP ·x|Ω〉 = 〈Ω|φ0|Ω〉e−ip·x, (2.7)

com e−iP ·x|Ω〉 = |Ω〉e−ip·x e 〈Ω|eiP ·x = 〈Ω|. O próximo passo é relacionar |λ~p〉 com |λ0〉
usando um boost. O campo escalar clássico transforma-se como φ(x) = U−1(Λ)φ(x′)U(Λ),

assim

〈α′|φ(x′)|β′〉 = 〈α|U−1(Λ)φ(x′)U(Λ)|β〉 = 〈α|φ(x)|β〉. (2.8)
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De maneira análoga, definimos:

|λ~p〉 = U−1|λ0〉, (2.9)

tal que,

〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|U−1Uφ(0)U−1U |λ~p〉e−ip·x, (2.10)

〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|φ(0)|λ0〉e−ip·x. (2.11)

Assim, o propagador de Feynman sem o ordenador temporal pode ser expresso como

〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 =
∑
λ

∫
d3p

(2π)3

1

Ep(λ)
|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2e−ip·(x−y), (2.12)

enquanto que o resultado do campo escalar da teoria livre é

D(x− y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉 =

∫
d3p

(2π)3

1

Ep(λ)
e−ip·(x−y). (2.13)

Reescrevendo a integral presente na equação 2.12 como∫
d3p

(2π)3

1

Ep(λ)
e−ip·(x−y) =

∫
d4p

(2π)4

i

p2 −m2
λ + iε

e−ip·(x−y), (2.14)

temos

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =
∑
λ

∫
d4p

(2π)4

i

p2 −m2
λ + iε

e−ip·(x−y)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2, (2.15)

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =
∑
λ

|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2DF

(
(x− y),m2

λ

)
, (2.16)

com DF sendo o propagador de Feynman. Para cada estado λ haverá uma contribuição

na função de 2 pontos e na amplitude de criação a partir do vácuo.

Uma outra forma de escrever a soma em λ é

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∫ ∞
0

dM2

2π

∑
λ

2πδ(M2 −m2
λ)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2DF

(
(x− y),m2

)
, (2.17)

sendo a densidade espectral ρ(M2)

ρ(M2) =
∑
λ

2πδ(M2 −m2
λ)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2, (2.18)



CAPÍTULO 2. REPRESENTAÇÕES INTEGRAIS 21

a equação 2.17 torna-se:

〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∫ ∞
0

dM2

2π
ρ(M2)DF ((x− y),m2

λ), (2.19)

onde a equação acima corresponde a representação espectral de Källén-Lehmann.

Para um estado intermediário de uma part́ıcula teremos mλ = m, sendo m o autovalor

de energia da hamiltoniana interagente no referencial de repouso da part́ıcula. A massa

m é a massa observável da part́ıcula interagente e pode diferir da massa nua m0. Nesse

caso a densidade espectral será

ρ(M2) = 2πδ(M2 −m2)Z + σ(M2), (2.20)

com Z = |〈Ω|φ(0)|10〉|2, onde 10 é o estado de 1-part́ıcula com momento zero, e σ(M2)

representa as contribuições de estados de N-part́ıculas. Dependendo da energia pode

haver produção de duas ou mais part́ıculas reais “livres”ou estados ligados de duas ou

mais part́ıculas. No espaço dos momentos tem-se∫
d4xeipx〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∫ ∞
0

dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −m2 + iε
=

=
iZ

p2 −m2 + iε
+

∫ ∞
m2
e

dM2

2π
σ(M2)

i

p2 −m2 + iε
, (2.21)

com m2
e sendo a massa do estado ligado (PESKIN, 2018). Para o caso do campo livre

tem-se ∫
d4xeipx〈0|Tφ(x)φ(0)|0〉 =

i

p2 −m2
0 + iε

. (2.22)

A representação de Källén-Lehmann é uma representação integral de uma variável

para uma função de dois pontos. A seguir iremos discutir a respeito da representação

integral de Nakanishi, que é uma representação integral de duas variáveis generalizada.
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2.2 Representação Integral de Nakanishi

O formalismo da Representação Integral de Nakanishi de uma amplitude de transição

de um espalhamento genérico de N-part́ıculas é baseado em um tratamento pertubativo.

Porém, apesar de ser formulada no regime pertubativo pode ser usada como ansatz no

regime não-pertubativo. Esta representação tem sido usada em estudos de problemas

de estado ligado, com resultados em acordo com outros métodos da literatura (KUSAKA;

WILLIAMS, 1995) (FREDERICO et al., 2012).

A amplitude de probabilidade de um certo processo pode ser escrita em termos de série

de potências da constante de acoplamento, onde cada termo pode ser interpretado como

uma soma de integrais de Feynman geradas por uma Lagrangiana em particular e que

correspondem à um conjunto de gráficos de Feynman. Utilizando a integral paramétrica

de Feynman, realizando uma mudança de variáveis de integração que leve à um novo

conjunto de variáveis que seja igual ao número das variáveis independentes, pode-se obter

a representação integral de Nakanishi.

Como notação tem-se o 4-momento externo designado por pi, tal que,
∑N

i pi = 0, o

4-momento kj e a massa mj estão associados as part́ıculas que se propagam dentro dos

loops, e ql é o 4-momento em que se realiza a integração no l-ésimo loop. Considerando

conjuntos de gráficos de Feynman G tendo N linhas externas, com n propagações internas,

V vértices externos e s loops, tem-se

kj =
s∑
l=1

bjlql +
N∑
i=1

cjipi, (2.23)

onde bjl e cji podem assumir os valores (−1, 0, 1) devido a conservação dos momentos nos

vértices. A integral de Feynman associada a G é representada (GóMEZ, 2016) como

fG = δ(4)
( N∑
i=1

(pi)
)∫ ( n′∏

s=1

d4qs

) 1∏n
j=1(k2

j −m2
j + iε)

, (2.24)

onde n′ = n− (V − 1). Para combinar os n-denominadores usa-se a fórmula paramétrica

de Feynman

1

[A1A2 . . . An]
= (n− 1)!

n∏
i=1

∫ 1

0

dαi
δ(1−

∑n
j=1 αj)

[A1α1 + A2α2 + · · ·+ Anαn]n
, (2.25)

assim que,

fG = (n− 1)!δ(4)
( N∑
i=1

(pi)
)∫ ( n′∏

s=1

d4qs

)∫ 1

0

n∏
j=1

dαn
δ(1−

∑n
j=1 αj)

[
∑n

j=1(k2
j −m2

j + iε)αj]n
. (2.26)
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Na equação 2.23 tem-se a relação entre kj e ql, ao substituir tal relação na equação

2.26 haverá termos quadráticos e lineares de qj no denominador. De modo que pode-se

escrever

[
n∑
j=1

(k2
j−m2

j+iε)αj]
n = [

n′∑
s=1

dsq
2
s+2

n′∑
s=1

N∑
i=1

Bsi(qs·pi)+
N∑
i=1

N∑
i′=1

Cii′(pi·p′i)−
n∑
j=1

m2
jαj+iε]

n,

(2.27)

fazendo a seguinte troca de variável,

q′s = qs +
1

ds

N∑
i=1

Bsipi, (2.28)

tem-se

[
n∑
j=1

(k2
j −m2

j + iε)αj]
n = [

n′∑
s=1

dsq
′2
s +

N∑
i=1

N∑
i′=1

(pi ·p′i)(Cii′−
n′∑
s=1

1

ds
BsiBsi′)−

n∑
j=1

m2
jαj + iε]n,

(2.29)

onde ds é o conjunto de autovalores correspondentes a matriz Dss′ , Dss′ =
∑

j αjbjsbjs′ ,

e com Bss′ =
∑

j αjbjscji e Css′ =
∑

j αjcjibcji′ . O próximo passo é realizar a integração

em q′s, assumindo que o integrando é convergente podemos fazer a inversão da ordem de

integração:

∫ n′∏
s=1

d4q′s
1

[
∑n′

s=1 dsq
′2
s +H(n,N, αj, pi) + iε]n

=
(n− 2n′ − 1)!(iπ2)n

′

(n− 1)![
∏

n′ dn′ ]
2[H(n,N, αj, pi) + iε]n−2n′

,

(2.30)

com

H(n,N, αj, pi) =
N∑
i=1

N∑
i′=1

(pi · p′i)(Cii′ −
n′∑
s=1

1

ds
BsiBsi′)−

n∑
j=1

m2
jαj. (2.31)

Substituindo este resultado na integral de Feynman da equação 2.26, obtêm-se

fG = δ(4)
( N∑
i=1

(pi)
)(n− 2n′ − 1)!(iπ2)n

′

[
∏

n′ dn′ ]
2

∫ 1

0

n∏
j=1

dαn
δ(1−

∑n
j=1 αj)

[H(n,N, αj, pi) + iε]n−2n′
. (2.32)

Veja que na integral de Feynman o denominador depende das massas mj e do número

de loops. A ideia de Nakanishi é mover essa dependência para o numerador. Para mover

a dependência do denominador para o numerador, será necessário escrever a função fG

em termos da função-peso φG. Assim, reescrevemos a equação 2.32 utilizando uma função
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delta, de tal modo que temos

fG =
∏
h

∫ 1

0

dzhδ(1− zh)
∫ ∞

0

dξ
φG(z, ξ)

[ξ −
∑

h zhah − iε]n−2n′
, (2.33)

com

φG(z, ξ)δ(1−
∑
h

zh) = const
n∏
j=1

∫
dαj

δ(1−
∑n

j=1 αj)

[
∏

n′ dn′ ]
2(−β)n−2n′

×

δ(zh −
ηh
β

)δ(ξ −
∑
l

m2
lαl
β

)δ(1−
∑
h

zh). (2.34)

As variáveis etah e β são dadas pela seguintes relações:∑
h

ηh · sh =
∑
i

∑
i′

Eii′(p1 · p′i) , β =
∑
h

ηh, (2.35)

onde sh é o conjunto de todas as variáveis independentes que podem ser constrúıdas com

N momentos externos. Para remover a dependência em n e n′ basta realizar integração

por partes, onde os termos de superf́ıcie anulam-se devido a dependência de φG em ξ.

Após realizar n− 2n′ − 1 integrações, o resultado será

fG =
∏
h

∫ 1

0

dzhδ(1−
∑
h

zh)

∫ ∞
0

dξ
φ′G(z, ξ)

[ξ −
∑

h zhah − iε]
, (2.36)

com
∑
zh 6= 1 e zφ′G(z, ξ) escrito como

φ′G(z, ξ) =
1

n− 2n′ − 1

∂n−2n′−1φG(z, ξ)

∂ξn−2n′−1
. (2.37)

Para obter a representação da amplitude amputada ou vértex, vamos calcular o caso

de um diagrama de três pernas. Para G = 3 temos

f3 =

∫ 1

0

dz1

∫ 1

0

dz2

∫ 1

0

dz3δ(1− z1− z2− z3)

∫ ∞
0

dξ
φ3(z1, z2, z3, ξ)

[ξ − z1a1 − z2a2 − z3a3 − iε]
, (2.38)

integrando em α3

f3 =

∫ 1

0

dz1

∫ 1

0

dz2

∫ ∞
0

dξ

z1 + z2

φ3(z1, z2, ξ)θ(z1 + z2)θ(1− z1 − z2)[ ξ−z1a1−z2a2−(1−z1z2)a3
z1+z2

− iε
] . (2.39)

Realizando a seguinte troca de variável

γ =
ξ

z1 + z2

− (1− z1 − z2)

z1 + z2

a3, (2.40)
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a equação 2.39 torna-se

f3 =

∫ 1

0

dz1

∫ 1

0

dz2

∫ ∞
γ0

dγ
φ3(z1, z2, ξ)θ(z1 + z2)θ(1− z1 − z2)[

γ − z1a1+z2a2
z1+z2

− iε]
, (2.41)

com

γ0 = −(1− z1 − z2)
a3

(z1 + z2)
. (2.42)

Introduzindo as seguintes variáveis

y = z1 + z2 , y′ =
z1

z1 + z2

, (2.43)

de tal forma que nós podemos redefinir a função peso como

gΓ(y′, γ) =

∫ 1

0

ydyφ3(z, y, γ)θ(y)θ(1− y)θ(γ + a3
(1− y)

y
), (2.44)

com

γ0 = −a3
(1− y)

y
. (2.45)

Logo, a equação 2.41 será

f3 =

∫ 1

0

dy′
∫ +∞

−∞
dγ

gΓ(y′, γ)

γ − y′a1 − (1− y′)a2 − iε
, (2.46)

Considerando o estado ligado com momento p e as part́ıculas constituintes com mo-

mentos p1 e p2, onde

p = p1 + p2 , k = (p1 − p2)/2, (2.47)

a expressão para o vertex, para z = 1− 2y′, torna-se:

Γ(k, p) =

∫ 1

0

dz

∫ +∞

−∞
dγ

gΓ(z, γ)

[γ − M2

4
− k2 − zp · k − iε]

, (2.48)

A expressão que representa a amplitude de Bethe-Salpeter é

Φ(k, p) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
−∞

dγ
g(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]3
, (2.49)

sendo esta podendo ser obtida através da representação de Nakanishi da amplitude am-

putada e vice-versa.



3 Equação de Bethe-Salpeter para o

Estado Ligado Bosônico

Em 1951, E.E. Salpeter e H.A. Bethe apresentaram uma formulação relativ́ıstica para

um sistema de dois corpos(SALPETER; BETHE, 1951). Formulada no espaço de Minkowski,

a equação descreve o estado ligado de part́ıculas, determinando a energia de ligação e a

amplitude de Bethe-Salpeter. A equação de Bethe-Salpeter (BSE) pode ser vista como

um análogo relativ́ıstico da equação de onda de Schrödinger.

3.1 Equação de Bethe-Salpeter para Amplitude

Considere um estado ligado, de massa M e momento p, de duas part́ıculas com mo-

mento k1 = p/2+k e k2 = p/2−k, massas m1 = m2 = m, que interagem através da troca

de um bóson escalar de massa µ. Pictoricamente, podemos representar a formação desse

estado ligado pelos diagramas de Feynman apresentados na figura 3.1.

FIGURA 3.1 – Equação de Bethe-Salpeter.

Dessa forma, a equação de Bethe-Salpeter é dada por:

Φ(k, p) = S(k + p/2)

∫
d4k′

(2π)4

i(−ig)2

[(k − k′)2 − µ2 + iε]
Φ(k′, p)S(k − p/2), (3.1)

onde Φ(k, p) é a amplitude de Bethe-Salpeter e os propagadores bosônicos são dados por

S(k + p/2) =
i

[(p/2 + k)2 −m2 + iε]
, (3.2)
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S(k − p/2) =
i

[(p/2− k)2 −m2 + iε]
. (3.3)

Essa é uma equação integral que contém singularidades no seu Kernel. Para resolvê-la

iremos representar a Amplitude de Bethe-Salpeter pela Representação Integral de Naka-

nishi:

Φ(k, p) =

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
g(γ′, z′)

[k2 + p · kz′ +M2/4−m2 − γ′ + iε]3
. (3.4)

A equação 3.1 torna-se∫ +1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p · kz +M2/4−m2 − γ + iε]3
=

i

[(p/2 + k)2 −m2 + iε]
×

i

[(p/2− k)2 −m2 + iε]

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫

d4k′

(2π)4

i(−ig)2

[(k − k′)2 − µ2 + iε]
×

g(γ′, z′)

[k2 + p · kz′ +M2/4−m2 − γ′ + iε]3
, (3.5)

Inicialmente, analisaremos o lado direito da equação (RHS-Right Hans Side). Ire-

mos aplicar a parametrização de Feynman para obter um único denominador dentro da

integração. Para este caso, a fórmula paramétrica de Feynman será

1

Am1 A
n
2

=
Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)

∫ ∞
0

λn−1dλ

[A1 + A2λ]m+n
. (3.6)

Assim,
1

A1A3
2

= 3

∫ ∞
0

λ2dλ

[A1 + A2λ]4
, (3.7)

com

A1 =
1

[(k − k′)2 − µ2 + iε]
, (3.8)

A2 =
1

[k2 + p · kz′ +M2/4−m2 − γ′ + iε]
. (3.9)

Fazendo a troca de variável λ = α
1−α :

1

A1A3
2

= 3

∫ 1

0

α2dα

[A1 + (A2 − A1)α]4
(3.10)

1

A1A3
2

=

∫ 1

0

3α2dα

[k′2 + k′(pz′α + 2kα− 2k) + k2 − µ2 − α(k2 +m2 −M2/4 + γ′ − µ2) + iε]4
,

(3.11)
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tal que, Equação de Bethe-Salpeter completa torna-se∫ +1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p · kz +M2/4−m2 − γ + iε]3
=

i

[(p/2 + k)2 −m2 + iε]
×

i

[(p/2− k)2 −m2 + iε]

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα

∫
d4k′

(2π)4
×

3α2i(−ig)2g(γ′, z′)

[k′2 + k′(pz′α + 2kα− 2k) + k2 − µ2 − α(k2 +m2 −M2/4 + γ′ − µ2) + iε]4
. (3.12)

Para resolver a integral quadridimensional no momento, faremos uma troca de variável

em k′:

k′ = Q− (pz′/2α + 2kα− 2k)/2 . (3.13)

Escrevendo o denominador como C = Q2 + b+ iε, tem-se

b = −(pz′/2α + 2kα− 2k)2/4 + k2 − µ2 − α(k2 +m2 −M2/4 + γ′ − µ2). (3.14)

A integração na variável Q pode ser escrita como∫ ∞
−∞

d4Q

(Q2 + b+ iε)4
=

iπ2

6(b+ iε)2
, (3.15)

onde utilizamos coordenadas esféricas e realizamos a integral no plano complexo. Com

esse resultado, a equação é dada por∫ +1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p · kz +M2/4−m2 − γ + iε]3
=

=
g2

32π2

1

[(p/2 + k)2 −m2 + iε]

1

[(p/2− k)2 −m2 + iε]

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα×

α2g(γ′, z′)

[−(pz′/2α + 2k(α− 1))2/4 + k2 − µ2 − α(k2 +m2 −M2/4 + γ′ − µ2) + iε]2
. (3.16)

Na equação acima pode-se aplicar o Teorema da Unicidade para obter uma equação

integral para função peso g(γ, z). Outro caminho que podemos seguir é realizar a projeção

na frente de luz dessa equação, que discutiremos a seguir.
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3.2 Projeção na Frente de Luz da Equação de Bethe-

Salpeter

Sejam as variáveis na frente de luz

k2
⊥ = γ , k+ =

−zM
2

,

k2 = k−k+ − k2
⊥ , p · k = (k− + k+)

M

2
, (3.17)

reescrevemos os propagadores como

1

[(p/2− k)2 −m2 + iε]
=

2

M(1− z)

1

k− + M
2
− 2

M
(γ+m2)
(1−z) + iε

,

1

[(p/2− k)2 −m2 + iε]
=

2

M(1 + z)

1

k− + M
2
− 2

M
(γ+m2)
(1+z)

+ iε
. (3.18)

O termo dentro do denominador no lado direito da equação 3.16 é reescrito como

−(pz′/2α + 2k(α− 1))2/4 + k2 − µ2 − α(k2 +m2 −M2/4 + γ′ − µ2) + iε =

α(1−α)(z′−z)
Mk−

2
+(1−α)(−z

′zαM

2
+γ(1−α)−µ2−γ)+α(−γ′−m2+(1−αz′2)

M2

4
+iε.

(3.19)

O denominador no lado esquerdo da equação 3.16 pode ser escrito como

k2 + p · kz+M2/4−m2− γ+ iε = (z′− z)
Mk−

2
− γ− γ′−m2 + (1− zz′)M

2

4
+ iε. (3.20)

Projetar a equação de Bethe-Salpeter para amplitude na frente de luz corresponde a

integrá-la na variável k−. Assim, integrando ambos os lados da equação 3.16 por
∫∞
−∞

dk−

2π
,

obtemos∫ ∞
−∞

dk−

2π

∫ +1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)[

(z′ − z)Mk−

2
− γ − γ′ −m2 + (1− zz′)M2

4
+ iε

]3 =

=
g2

2(2π)2M2

1

(1− z)(1 + z)

∫ ∞
−∞

dk−

2π

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα g(γ′, z′)×

1

[(k− − kd + iε)(k− − ku + iε)]

α2

[kDk− + lD + iε]2
, (3.21)
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onde,

kd = −M
2

+
2

M

(γ +m2)

(1− z)
, ku =

M

2
− 2

M

(γ +m2)

(1 + z)
, (3.22)

kD = α(1− α)(z′ − z)
M

2
,

lD = (γ(1− α)− µ2 − γ − z′zαM

2
)(1− α) + α(−γ′ −m2 + (1− αz′2)

M2

4
. (3.23)

Para realizar a integração em k− utilizaremos a seguinte relação∫ ∞
−∞

dk−

2π

1

[xk− − y + iε]3
= −iδ(x)

2y2
. (3.24)

Assim, após realização da integração na variável k−, o lado esquerdo da equação 3.21

torna-se

LHS =
−i
M

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)[

γ + γ′ +m2 + (1− z2)M
2

4

]2 . (3.25)

O lado direito da equação 3.21 possui os polos kd e ku, que estão localizados abaixo e

acima do eixo real, respectivamente. Enquanto que a localização do polo kD depende do

seu sinal.

O contorno de integração será realizado por cima do plano complexo se z′ > z pois

kD > 0. Neste caso, o polo ku contribúıra na integração. Portanto, ao realizar a integração

em dk− obtemos

RHS =
(2iπ)g2

2(2π)2M2

1

(1− z)(1 + z)

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα g(γ′, z′)
1

(ku − kd)
α2

(kDku + lD)2
.

(3.26)

Analogamente, quando z′ < z temos kD < 0, de modo que o polo kd contribúıra na

integração. Assim,

RHS =
(−2iπ)g2

2(2π)2M2

1

(1− z)(1 + z)

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα g(γ′, z′)
1

(kd − ku)
α2

(kDkd + lD)2
.

(3.27)

Podemos escrever estes resultados em uma única expressão por meio de uma função

θ, obtendo a seguinte equação completa de Bethe-Salpeter para a amplitude:

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)[

γ + γ′ +m2 + (1− z2)M
2

4

]2 =
g2

(4π)2M

1

(1− z)(1 + z)
×
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∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′g(γ′, z′)

∫ 1

0

α2dα
[ θ(z′ − z)

(kd − ku)
1

(kDku + lD)2
+
θ(z − z′)
(kd − ku)

1

(kDkd + lD)2

]
.

(3.28)

A equação de Bethe-Salpeter para amplitude usando a representação de Nakanishi

envolve um integração em duas variáveis. Quando realiza-se a projeção na frente de luz

a integração passa a ser em uma só variável. Como consequência, a equação de Bethe-

Salpeter torna-se um problema de autovalor generalizado. Podendo ser invertida utili-

zando métodos como transformação generalizada de Stieldjes ou Teorema da Unicidade.

Isto possibilita que ela seja resolvida numericamente, tendo como opção método de expan-

são em uma base de polinômios de Gegenbauer C
5/2
m (z) e Laguerre Ln(aγ). Onde a função

peso de Nakanishi g(γ, z) é decomposta como gi(γ, z) =
∑∞

m=0

∑∞
n=0A

i
mnGm(z)Ln(γ).
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BOSÔNICO 32

3.3 Equação de Bethe-Salpeter para Amplitude Am-

putada

Para obter a descrição f́ısica de um sistema ligado podemos usar tanto a amplitude

Φ(k, p) quanto a amplitude amputada Γ(k, p). Para obter a equação de Bethe-Salpeter

para amplitude amputada podemos utilizar a relação entre a amplitude Φ(k, p) e o vértice

Γ(k, p). A vantagem de utilizar a amplitude amputada é que no kernel de interação há

um número menor de polos, facilitando a resolução da equação de Bethe-Salpeter.

A equação integral de Bethe-Salpeter para amplitude Φ é escrita como:

Φ(k, p) = S(k + p/2)

∫
d4k′

(2π)4

i(−ig)2

(k − k′)2 − µ2 + iε
Φ(k′, p)S(k − p/2). (3.29)

Além disso, a amplitude Φ(k, p) é descrita em termos da amplitude amputada Γ(k, p)

como

Φ(k, p) = S(k + p/2)Γ(k, p)S(k − p/2). (3.30)

Substituindo a equação 3.30 na equação 3.29, temos:

S(k + p/2)Γ(k, p)S(k − p/2) = S(k + p/2)

∫
d4k′

(2π)4

i(−ig)2

(k − k′)2 − µ2 + iε
×

S(k′ + p/2)Γ(k′, p)S(k′ − p/2)S(k − p/2). (3.31)

Multiplicando a equação pelos inversos dos propagadores, temos:

Γ(k, p) =

∫
d4k′

(2π)4

i(−ig)2

(k − k′)2 − µ2 + iε
S(k′ + p/2)Γ(k′, p)S(k′ − p/2) . (3.32)

Por outro lado, iremos utilizar a Representação de Nakanishi para Γ(k, p):

Γ(k, p) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ g(γ, z)

[k2 + p · kz − κ2 − γ + iε]
, (3.33)

obtendo∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ g(γ, z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ + iε]
=

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′g(γ′, z′)

[k′2 + p · k′z′ − κ2 − γ′ + iε]
×

∫
d4k′

(2π)4

i(−ig)2

(k − k′)2 − µ2 + iε
S(k′ + p/2)S(k′ − p/2). (3.34)

Como foi realizado para a amplitude, o próximo passo é usar a parametrização de
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Feynman para tornar os denominadores uma única função. Denominamos:

A1 = (k′ − p/2)2 −m2 + iε , A2 = (k′ + p/2)2 −m2 + iε (3.35)

A3 = (k − k′)2 − µ2 + iε , A4 = k′2 + p.k′z′ − κ2 − γ′ + iε (3.36)

temos:

1

A1A2A3A4

=

∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2

∫ 1

0

3dα3

[α1A1 + α2A2 + α3A3 + (1− α1 − α2 − α3)A4]4
.

(3.37)

Reescrevendo o RHS da equação 3.34, temos:

RHS =

∫
d4k′

(2π)4

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2

∫ 1

0

dα3×

3g(γ′, z′)i(−ig)2

[α1A1 + α2A2 + α3A3 + (1− α1 − α2 − α3)A4]4
. (3.38)

Assim a equação completa é:

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγg(γ, z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ′ + iε]3
=

∫
d4k′

(2π)4

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2

∫ 1

0

dα3×

3g(γ′, z′)i(−ig)2

[α1A1 + α2A2 + α3A3 + (1− α1 − α2 − α3)A4]4
. (3.39)

O próximo passo é resolver a integral quadrimensional. Para tal vamos reescrever o

denominador da equação acima. Seja o denominador do lado direito:

L = α1A1 + α2A2 + α3A3 + (1− α1 − α2 − α3)A4, (3.40)

L = α1((k′ − p/2)2 −m2) + α2((k′ + p/2)2 −m2) + α3((k − k′)2 − µ2)+

+(1− α1 − α2 − α3)(k′2 + p · k′z′ − κ2 − γ′), (3.41)

vamos reagrupar os termos para que possamos realizar a integração em uma outra variável.

L = k′2 + [−α1 + α2 + (1− α1 − α2 − α3)z′]p · k′ − 2α3k · k′
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BOSÔNICO 34

−(1− α3)(m2 − p2/4) + α3(k2 − µ2) + (1− α1 − α2 − α3)γ′, (3.42)

L = k′2 − [((α1 − α2 − (1− α1 − α2 − α3)z′)p+ 2α3k] · k′+

−(1− α3)(m2 − p2/4) + α3(k2 − µ2) + (1− α1 − α2 − α3)γ′. (3.43)

Somando e subtraindo o quadrado do termo entre colchete temos:

L = [k′+(α1−α2−(1−α1−α2−α3)z′)p/2+α3k]2−[((α1−α2−(1−α1−α2−α3)z′)p+2α3k]2/4

−(1− α3)(m2 − p2/4) + α3(k2 − µ2) + (1− α1 − α2 − α3)γ′. (3.44)

Denominando:

Q = k′ + (α1 − α2 − (1− α1 − α2 − α3)z′)p/2 + α3k, (3.45)

h = −[((α1 − α2 − (1− α1 − α2 − α3)z′)p+ 2α3k]2/4

−(1− α3)(m2 − p2/4) + α3(k2 − µ2) + (1− α1 − α2 − α3)γ′, (3.46)

reescrevemos:

RHS = i(−ig)2

∫
d4Q

(2π)4

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2

∫ 1

0

3g(γ′, z′)dα3

[Q2 + h+ iε]4
. (3.47)

Usando a identidade ∫
d4Q

[Q2 + h+ iε]n
=

1

n− 1

1

n− 2

iπ2

hn−2
, (3.48)

temos:

RHS =
g2

32π2

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2

∫ 1

0

g(γ′, z′)
dα3

(h+ iε)2
. (3.49)

Equação completa:

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ + iε]
=

g2

32π2

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2

∫ 1

0

dα3×
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g(γ′, z′)[
− [(α1 − α2 − s̄z′)p+ 2α3k]2/4− (1− α3)(m− p2/4) + α3(k2 − µ2) + s̄γ′ + iε

]2 ,

(3.50)

com

s̄ = (1− α1 − α2 − α3). (3.51)

Esta é a equação completa de Bethe-Salpeter para amplitude amputada Γ(k, p). Tal

equação pode ser projetada na frente de luz e ser resolvida numericamente utilizando

expansão em base de polinômios de Gegenbauer e Laguerre, como realizada para ampli-

tude de Bethe-Salpeter. Esperamos que os resultados numéricos para equação de Bethe-

Salpeter para amplitude amputada sejam mais estáveis do que para amplitude de Bethe-

Salpeter.
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3.4 Amplitude Amputada no Modelo de Wick-Cutkosky

Um caso particular interessante é o limite de Wick-Cutkosky, no qual é conside-

rada uma part́ıcula mediadora de massa nula (µ = 0) e emprega-se o ansatz g(γ′, z′) =

δ(γ′)f(z′) para função peso de Nakanishi (WICK, 1954) (CUTKOSKY, 1954).

A equação completa para o vértice é∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ + iε]
=

g2

(4π)2

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

g(γ′, z′)

[k2 + k.pz̄ − γ̄ − κ2 + iε]2
, (3.52)

onde

γ̄ =
(1− α1 − α2 − α3)z′)γ′

(1− α3)α3

+
(1− α3)2(m2 − p2/4 + z̄2p2/4) + α3µ

2

(1− α3)α3

, (3.53)

z̄ =
α2 − α1 + (1− α1 − α2 − α3)z′

(1− α3)
. (3.54)

Fazendo µ = 0, a variável γ̄ torna-se

γ̄ =
(1− α1 − α2 − α3)z′)γ′

(1− α3)α3

+
(1− α3)2(m2 − p2/4 + z̄2p2/4)

(1− α3)α3

. (3.55)

Substituindo o ansatz g(γ′, z′) = δ(γ′)f(z′) em ambos os lados da equação∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
δ(γ)f(z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ + iε]
=

g2

(4π)2

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

δ(γ′)f(z′)

[k2 + k.pz̄ − γ̄ − κ2 + iε]2
, (3.56)

e resolvendo as integrações em γ e γ′, temos a seguinte equação

∫ 1

−1

dz f(z)

[k2 + p.kz − κ2 + iε]
=

g2

(4π)2

∫ 1

−1

dz′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

f(z′)

[k2 + k.pz̄ − γ̄ − κ2 + iε]2
,

(3.57)
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com

γ̄ =
(1− α3)

α3

(m2 − p2/4 + z̄2p2/4). (3.58)

Analisando a expressão γ̄ + κ2, onde κ2 = m2− p2

4
podemos reescrever a equação 3.57

de tal modo que possamos aplicar posteriormente a transformação de Stieldjes. Assim,

seja γ̄ + κ2 escrito como

γ̄ + κ2 =
(1− α3)

α3

(m2 − p2/4 + z̄2p2/4) +m2 − p2

4
, (3.59)

onde

z̄ =
α2 − α1 + (1− α1 − α2 − α3)z′

(1− α3)
, (3.60)

encontramos a seguinte expressão

κ̄2 = γ̄ + κ2 =
1

α3

[
(m2 − p2/4) +

(
α2 − α1 + (1− α1 − α2 − α3)z′

)p2

4

]
. (3.61)

Reescrevendo a equação 3.57, temos o seguinte resultado

∫ 1

−1

dz f(z)

[k2 + p.kz − κ2 + iε]
=

g2

(4π)2

∫ 1

−1

dz′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

f(z′)

[k2 + k.pz̄ − κ̄2 + iε]2
.

(3.62)

Ao utilizar o limite de Wick-Cutkosky, a equação para amplitude amputada torna-se

mais simples. Uma maneira de ampliar o cálculo anaĺıtico e numérico da equação 3.62 é

utilizar as transformações de Stieldjes. Outro método é utilizar o Teorema da Unicidade.

Para isso, será necessário reescrever a equação 3.52.

3.4.1 Equação da Amplitude Amputada através do Teorema da

Unicidade

Para aplicar o Teorema da Unicidade na equação 3.52 é preciso os denominadores de

ambos os lados da equação fiquem similares, ou seja∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ + iε]
=

g2

(4π)2
×

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

g(γ′, z′)δ′(γ − γ̄)δ(z − z̄)

[k2 + k.pz̄ − γ̄ − κ2 + iε]
.

(3.63)
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com µ = 0, fazendo com que γ̄ seja

γ̄ =
(1− α1 − α2 − α3)z′)γ′

(1− α3)α3

+
(1− α3)2(m2 − p2/4 + z̄2p2/4)

(1− α3)α3

. (3.64)

Ao substituir o ansatz g(γ′, z′) = δ(γ′)f(z′) na equação 3.63, a expressão torna-se∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
δ(γ)f(z)

[k2 + p.kz − κ2 − γ + iε]
=

g2

(4π)2
×

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

δ(γ′)f(z′)δ′(γ − γ̄)δ(z − z̄)

[k2 + k.pz̄ − γ̄ − κ2 + iε]
.

(3.65)

Com isto, o próximo passo é aplicar o Teorema da Unicidade. Aplicando-o na variável

de integração z, obtemos:

∫ ∞
0

dγδ(γ)f(z) =
g2

(4π)2

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

×

δ(γ′)f(z′)δ′(γ − γ̄)δ(z − z̄). (3.66)

Uma vez que é realizada a integração nas variáveis γ e γ′, o resultado será

f(z) =
g2

(4π)2

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

−1

dz′f(z′)
∂

∂γ

3∏
i=1

∫ 1

0

dαi
θ(1−

∑3
j=1 αj)

α2
3(1− α3)

δ(γ − γ̄)δ(z − z̄), (3.67)

com

γ̄ =
(1− α3)

α3

(m2 − p2/4 + z̄2p2/4). (3.68)

Para realizar as integrações dentro do kernel da equação 3.67 é necessário reescrever

as funções delta. Reescrevendo a função δ(z − z̄), temos:

δ(z − z̄) = δ
(

(1− α3)z − α2 − α1 + (1− α1 − α2 − α3)z′)
)
, (3.69)

δ(z − z̄) = δ
(

(1− α3)(z − z′)− α2(1− z′) + α1(1 + z′)
)
. (3.70)

δ(z − z̄) =
δ(α1 − η)

|(1 + z′)|
, (3.71)
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com

η =
−(1− α3)(z − z′) + α2(1− z′)

(1 + z′)
. (3.72)

Reescrevendo a função δ(γ − γ̄), temos:

δ(γ − γ̄) = δ
(
α3γ − (1− α3)(m2 − p2/4 + z̄2p2/4)

)
, (3.73)

δ(γ − γ̄) = δ
(
α3(γ +m2 − p2/4 + z̄2p2/4)− (m2 − p2/4 + z̄2p2/4)

)
, (3.74)

porém,

z̄2 =
[α2 − α1 + (1− α1 − α2 − α3)z′]2

(1− α3)2
, (3.75)

logo

δ(γ − γ̄) = δ
(
α3[γ(1− α3)2 − (1− α3)(1− α3)2(+m2 − p2/4)

−(1− α3)[α2(1− z′)− α1(1 + z′) + (1− α3)z′]2p2/4]
)
. (3.76)

Com as funções delta reescritas, podemos integrar na variável α1, cujo o resultado é∫ 1

0

dα1
θ(s̄)

α2
3(1− α3)

δ(γ − γ̄)
δ(α1 − η)

|(1 + z′)|
=
θ(s̄)θ(1− η)θ(η)

α2
3(1− α3)

δ(γ − γ̄)

|(1 + z′)|

∣∣∣
α1=η

=
θ(s̄)θ(1− η)θ(η)

α2
3(1 + z′)(1− α3)3

δ
(
α3γ − (1− α3)(m2 − p2/4 + z2p2/4)

)
, (3.77)

com

s̄ = (1− α1 − α2 − α3)
∣∣∣
α1=η

= 1− η − α2 − α3, (3.78)

η =
−(1− α3)(z − z′) + α2(1− z′)

(1 + z′)
. (3.79)

Retomando a equação completa

f(z) =
g2

(4π)2

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

−1

dz′f(z′)
∂

∂γ

3∏
i=2

∫ 1

0

dαi
θ(s̄)θ(1− η)θ(η)

α2
3(1 + z′)(1− α3)3

×

δ
(
α3γ − (1− α3)(m2 − p2/4 + z2p2/4)

)
. (3.80)

Para realizar outra integração, novamente, reescrevemos a função delta:

δ
(
α3γ − (1− α3)(m2 − p2/4 + z2p2/4)

)
=

δ(α3 − β)

|γ +m2 − (1− z2)p2/4|
, (3.81)
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com

β =
m2 − (1− z2)p2/4

γ + (m2 − (1− z2)p2/4)
. (3.82)

Assim, integrando na variável α3, obtemos:∫ 1

0

dα3
θ(s̄)θ(1− η)θ(η)

α2
3(1 + z′)(1− α3)3

δ(α3 − β)

|γ +m2 − (1− z2)p2/4|
=

θ(s̄)θ(1− η)θ(η)θ(1− β)θ(β)

β2(1 + z′)(1− β)3

1

|γ +m2 − (1− z2)p2/4|
, (3.83)

com

s̄ = (1− η − α2 − β), (3.84)

η =
−(1− β)(z − z′) + α2(1− z′)

(1 + z′)
. (3.85)

Veja que β ≥ 0, uma vez que −1 ≤ z ≤ 1 e γ ≥ 0. Além disso, θ(1− β) = 1, pois:

θ(1− β) = θ
(

1− m2 − (1− z2)p2/4

γ + (m2 − (1− z2)p2/4)

)
= θ
( γ

γ + (m2 − (1− z2)p2/4)

)
. (3.86)

Com isto, a equação completa é escrita como

f(z) =
g2

(4π)2

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

−1

dz′f(z′)
∂

∂γ

∫ 1

0

dα2
θ(s̄)θ(1− η)θ(η)

β2(1 + z′)(1− β)3

1

|γ +m2 − (1− z2)p2/4|
,

(3.87)

onde

s̄ =
(1− β)(1 + z)− 2α2

1 + z′
. (3.88)

Reescrevendo o termo

1

β2(1− β)3
=

[γ + (m2 − (1− z2)p2/4)]5

γ3[m2 − (1− z2)p2/4]2
, (3.89)

obtemos a expressão

f(z) =
g2

(4π)2

∫ 1

−1

dz′f(z′)

∫ ∞
0

dγ
∂

∂γ

∫ 1

0

dα2
[γ +m2 − (1− z2)p2/4]4

γ3[m2 − (1− z2)p2/4]2
×

θ((1−β)(1+z)−2α2))θ
(
1+z+β(z′−z)+α2(1−z′)

)
θ
(
(1−β)(z′−z)+α2(1−z′)

)
, (3.90)

que corresponde a amplitude amputa, no modelo de Wick-Cutkosky, por meio do teorema

da unicidade.



CAPÍTULO 3. EQUAÇÃO DE BETHE-SALPETER PARA O ESTADO LIGADO
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3.5 Equação de Bethe-Salpeter no Espaço Euclideano

O trabalho de Bethe-Salpeter (SALPETER; BETHE, 1951), apesar de desenvolver uma

formulação relativ́ıstica para o problema de um estado ligado de dois corpos, apresenta

singularidades no kernel da integração. Em 1954, G.C. Wick apresenta uma alternativa

para lidar com esse problema. Ele demonstrou que, para o problema de estado ligado,

a métrica de Lorentz pode ser transformada em uma métrica Euclidiana através de uma

rotação de uma variável temporal relativa: t → iτ(WICK, 1954). Para ilustrar, vamos

realizar a rotação de Wick na equação de Bethe-Salpeter para amplitude amputada de

um estado ligado de dois corpos com 4-momento P .

Realizaremos a rotação de Wick nos quadrivetores k, k′, P , ou seja

k0 = ik0e , k′0 = ik′0e , P0 = iP0e, (3.91)

onde o ı́ndice e corresponde a respectiva variável no espaço euclidiano, obtemos a equação

da amplitude amputada no espaço euclidiano.

No espaço de Minkowski, a equação de Bethe-Salpeter para um estado ligado bosônico

é

Γ(k;P ) = ıg2

∫
d4k′

(2π)4

Γ(k′;P )

((k − k′)2 − µ2 + iε)

1

((1
2
P + k′)2 −m2 + iε)((1

2
P − k′)2 −m2 + iε)

.

(3.92)

Ao substituir as variáveis rotacionadas no primeiro termo do denominador da equação

3.92 temos

(k − k′)2 − µ2 = (ik0e − ik′0e)2 − (~k − ~k′)2 − µ2 = −(k0e − k′0e)2 − (~k − ~k′)2 − µ2, (3.93)

analogamente,

(
1

2
P + k′)2 −m2 = −(

1

2
P0e + k′0e)

2 − (
1

2
~P + ~k′)2 −m2, (3.94)

(
1

2
P − k′)2 −m2 = −(

1

2
P0e − k′0e)2 − (

1

2
~P − ~k′)2 −m2. (3.95)

Assim, após a rotação de Wick, a equação 3.92 torna-se

Γ(k;P ) = g2

∫
dk0ed

3k′

(2π)4

Γ(k′;P )

[(k0e − k′0e)2 + (~k − ~k′)2 + µ2]
×

1

[(1
2
P0e + k′0e)

2 + (1
2
~P + ~k′)2 +m2][(1

2
P0e − k′0e)2 + (1

2
~P − ~k′)2 +m2]

. (3.96)
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Esta é a a equação de Bethe-Salpeter da amplitude amputada no espaço euclidiano

após realizar a rotação de Wick. Note que esta equação não apresenta pólos, deixando

de ter singularidade nos termos do denominador da equação. Uma alternativa é com a

equação de Bethe-Salpeter euclidiana obter a amplitude no espaço de Minkowski. Para

isso deve-se realizar uma rotação, girando a equação integral e homogênea euclidiana. Ao

realizar a rotação em pequenos ângulos de rotação, aproxima-se a solução euclidiana da de

Minkowski, O que pode levar, por exemplo, a extração das funções de densidade partônica

longitudinal e amplitude de distribuição de momento (CASTRO et al., 2019).

3.6 Relação entre a Amplitude e a Amplitude Am-

putada

A Representação Integral de Nakanishi de Γ(k, p) e de Φ(k, p) é

Γ(k, p) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
γmin

dγ
gΓ(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]
, (3.97)

Φ(k, p) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
gΦ(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]3
. (3.98)

A conexão entre gΦ(γ, z) = g(γ, z) e gΓ(γ, z) é dada por

Φ(k, p) = S
(
k +

p

2

)
Γ(k, p)S

(
k − p

2

)
, (3.99)

onde

S(k +
p

2
) =

1

[(k + p
2
)2 −m2 + iε]

, S(k − p

2
) =

1

[(k − p
2
)2 −m2 + iε]

. (3.100)

Logo

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]3
=∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγS(k +
p

2
)

gΓ(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]
S(k − p

2
), (3.101)
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Ao utilizar a parametrização de Feynman no RHS da equação encontrar-se

RHS = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

gΓ(γ, z) dγ

∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2×

1(
α1[(k + p

2
)2 −m2 + iε] + α2[(k − p

2
)2 −m2 + iε] + (1− α1 − α2)[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]

)3 ,

(3.102)

RHS = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

gΓ(γ, z) dγ×∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2
1(

k2 + p·k[α1 − α2 + (1− α1 − α2)z]− (1− α1 − α2)γ − κ2 + iε
)3 ,

(3.103)

RHS = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

gΓ(γ, z) dγ×∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2
1(

k2 + p·k[α1 − α2 + (1− α1 − α2)z]− (1− α1 − α2)γ − κ2 + iε
)3 .

(3.104)

Usando o Teorema da Unicidade∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
g(γ′, z′)

[k2 + p·kz′ − κ2 − γ′ + iε]3
= 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

gΓ(γ, z) dγ∫ 1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′
∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2
δ(z′ − z̄)δ(γ′ − γ̄)(

k2 + p·kz′ − γ′ − κ2 + iε
)3 , (3.105)

onde

z̄ = α1 − α2 + (1− α1 − α2)z, (3.106)

γ̄ = (1− α1 − α2)γ. (3.107)

O resultado será

g(γ′, z′) = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2δ(z
′ − z̄)δ(γ′ − γ̄)gΓ(γ, z). (3.108)

O próximo passo é resolver as integrais dos parâmetros de Feynman. Para isso
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reescreve-se a função delta:

δ(f(α2)) = δ(γ′ − γ̄) =
1

γ
δ(α2 − β2) (3.109)

com

β2 =
−γ′ + (1− α1)γ

γ
. (3.110)

Agora a equação fica

g(γ′, z′) = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

dα1

∫ 1

0

dα2δ
(
z′−α1+α2−(1−α1−α2)z

)1

γ
δ(α2−β2)gΓ(γ, z).

(3.111)

g(γ′, z′) = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

dα1δ
(
z′ − α1 + β2 − (1− α1 − β2)z

)1

γ
gΓ(γ, z). (3.112)

g(γ′, z′) = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

dα1δ
(
z′ − α1 + β2 − (1− α1 − β2)z

)1

γ
gΓ(γ, z). (3.113)

g(γ′, z′) = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

dα1δ
(
1 + z′ − 2α1 −

γ′

γ
(1 + z)

)1

γ
gΓ(γ, z). (3.114)

Reescrevendo a delta como função de α1

δ(f(α1)) = δ
(
1 + z′ − 2α1 −

γ′

γ
(1 + z)

)
=

1

2
δ(α1 − β1), (3.115)

onde

β1 =
1

2

[
(1 + z′)− γ′

γ
(1 + z)

]
, (3.116)

e realizando a integral em α1

g(γ′, z′) = 2

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

dα1
1

2
δ(α1 − β1)

1

γ
gΓ(γ, z). (3.117)

g(γ′, z′) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ

∫ 1

0

θ(1− β1)θ(β1)
1

γ
gΓ(γ, z). (3.118)

g(γ′, z′) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγθ
(
1− 1

2
[(1 + z′)− γ′

γ
(1 + z)]

)
θ
(1

2
[(1 + z′)− γ′

γ
(1 + z)]

)1

γ
gΓ(γ, z).

(3.119)
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g(γ′, z′) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγθ
(
2−(1+z′)+

γ′

γ
(1+z)

)
θ
(
(1+z′)− γ

′

γ
(1+z)

)1

γ
gΓ(γ, z). (3.120)

g(γ′, z′) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγθ
(
(1− z′)γ+ (1 + z)γ′

)
θ
(
(1 + z′)γ− (1 + z)γ′

)1

γ
gΓ(γ, z). (3.121)

Observe que (1− z′)γ + (1 + z)γ′ > 0, então, θ
(
(1− z′)γ + (1 + z)γ′

)
= 1. Assim,

g(γ′, z′) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγθ
(
(1 + z′)γ − (1 + z)γ′

)1

γ
gΓ(γ, z). (3.122)

Reescrevendo o limite da integral γ

g(γ′, z′) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
γ̃

dγ

γ
gΓ(γ, z). (3.123)

onde

γ̃ = max
(
γmin,

(1 + z)γ′

(1 + z′)

)
, γmin ≥ 0. (3.124)

Para descrever o problema do estado ligado pode-se utilizar tanto a amplitude quanto

a amplitude amputada. Ao obter uma relação entre ambas, tem-se a oportunidade de

obter a amplitude conhecendo amplitude amputada e vice-versa.



4 Equação de Bethe-Salpeter para o

Estado Ligado Fermiônico

Nessa seção apresentaremos a equação de Bethe-Salpeter para amplitude de um estado

ligado fermiônico, com ênfase no limite de máxima energia B = 2m. Em (SCAFI, 2017)

estudou-se o limite do vértice pontual (Λ → ∞). Nesse caso, é posśıvel demonstrar

que o modelo possui uma divergência e, consequentemente, os resultados numéricos são

instáveis. Nosso objetivo é ampliar esse estudo para o estado ligado fermiônico com um

fator de forma Λ finito, o que possibiltará a obtenção de soluções numéricas estáveis.

4.1 Equação de Bethe-Salpeter para Amplitude

A equação de Bethe-Salpeter para um sistema fermiônico trocando um bóson de massa

µ é na aproximação de escada dada por

Φ(k, p) = S(k + p/2)

∫
d4k′

(2π)4

(−ig)2F 2(k − k′)
(k − k′)2 − µ2 + iε

Φ(k′, p)S(k − p/2), (4.1)

e pode ser representada graficamente como apresentado na figura 3.1, onde o propagador

de Dirac é descrito como

S(k) =
i(/kµ +m)

/k
2
µ −m2 + iε

. (4.2)

Utilizaremos um fator de forma F (k− k′) no vértice de interação, que para a troca de

um bóson escalar é dado por (PAULA et al., 2017):

F (k − k′) =
µ2 − Λ2

(k − k′)− Λ2 + iε
. (4.3)

Para o estado ligado fermiônico 0+, a amplitude de BS pode ser decomposta da seguinte

maneira

Φ(k, p) =
4∑
i=1

Si(k, p)φi(k, p), (4.4)
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com φi sendo funções escalares em termos de (k2, p2, k · p), na qual para i = 1, 2, 4 elas

precisam ser pares e para i = 3 ı́mpares (PAULA et al., 2017). As estruturas de Dirac Si

são

S1(k, p) = γ5 (4.5)

S2(k, p) =
/p

M
γ5 (4.6)

S3(k, p) =
k · p
M3 /pγ

5 −
/k

M
γ5 (4.7)

S4(k, p) =
iσµνpµkν

M
γ5. (4.8)

Introduzindo a decomposição da amplitude (4.4) na equação 4.1, temos

4∑
i=1

Si(k, p)φi(k, p) =
i(/k + /p

2
+m)

(k + p/2)2 −m2 + iε

∫
d4k′

(2π)4

(−ig)2F 2(k − k′)
(k − k′)2 − µ2 + iε

4∑
i=1

Si(k
′, p)φ′i(k

′, p)×

i(/k − /p

2
+m)

(k − p/2)2 −m2 + iε
. (4.9)

Multiplicando a equação 4.9 pela base Sj e calculando o traço, temos

Njφj =
i

(k + p/2)2 −m2 + iε

i

(k − p/2)2 −m2 + iε

∫
d4k′

(2π)4

(−ig)2F 2(k − k′)
(k − k′)2 − µ2 + iε

×

4∑
i=1

Cji(k, k
′, p)φ′i(k

′, p)Nj, (4.10)

φj =
i

(k + p/2)2 −m2 + iε

i

(k − p/2)2 −m2 + iε

∫
d4k′

(2π)4

(−ig)2F 2(k − k′)
(k − k′)2 − µ2 + iε

×

4∑
i=1

Cji(k, k
′, p)φ′i(k

′, p). (4.11)

Os coeficientes Nj e Cij são descritos como

Nj = Tr[S2
j ], (4.12)

Cji =
1

Nj

Tr[Sj(/k +
/p

2
+m)∆ρSi∆̄ρ(

/p

2
− /k −m)], (4.13)

com ∆ρ representando as estruturas do vértice, onde acoplamento pode ser escalar (∆ρ =
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ig), pseudoescalar (∆ρ = −gγ5) ou vetorial(∆ρ = igγµ). Para o caso em que o acopla-

mento é vetorial , podemos escrever a seguinte relação entre o coeficiente Ce
ji do acopla-

mento escalar e o acoplamento vetorialCv
ji:

Cv
ji = ζjiC

e
ji, (4.14)

com

ζij =


4 −2 0 0

4 −2 −2 0

0 −2 −2 0

4 −2 −2 0

 . (4.15)

Os coeficientes Ce
ji são

Ce
11 = m2 +

M2

4
− k2, (4.16)

Ce
12 = mM, (4.17)

Ce
13 = 0, (4.18)

Ce
14 = − 1

M2
[(p · k)(p · k′)−M2(k · k′), (4.19)

e os coeficientes Cv
ji são

Cv
11 = 4(m2 +

M2

4
− k2), Cv

12 = 2mM,Cv
13 = Cv

14 = 0. (4.20)

Assim, para a componente j = 1 da equação 4.11, obtemos

φ1 =
1

(k + p/2)2 −m2 + iε

1

(k − p/2)2 −m2 + iε
×

∫
d4k′

(2π)4

(µ2 − Λ2)2

[(k − k′)− Λ2 + iε]2
g2[C11φ

′
1 + C12φ

′
2]

(k − k′)2 − µ2 + iε
. (4.21)

Sendo a Representação de Nakanishi para amplitude φ(k, p)

φ(k, p) =

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]3
, (4.22)
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escrevemos a equação de Bethe-Salpeter, referente a componente j = 1, como sendo∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
g1(γ, z)

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]3
=

1

(k + p/2)2 −m2 + iε

1

(k − p/2)2 −m2 + iε
×

∫
d4k′

(2π)4

(µ2 − Λ2)2

[(k − k′)− Λ2 + iε]2
g2

(k − k′)2 − µ2 + iε

∫ 1

−1

dz

∫ ∞
0

dγ
[C11g1(γ′, z′) + C12g2(γ′, z′)]

[k2 + p·kz − κ2 − γ + iε]3
.

(4.23)

Destacamos a equação de BS para a componente j = 1, pois os componentes C1i são

nulos, exceto C11, no limite de máxima energia. O que possibilita o desacoplamento da

equação 4.4.

4.2 Amplitude de Bethe-Salpeter para férmions no

limite de máxima energia B = 2m

No limite de máxima energia, temos a energia de ligação como sendo B = 2m. Isto quer

dizer que a massa do estado ligado M é nula. Nesse limite, após realização da integração

quadrimensional e projeção na frente de luz, a equação de Bethe-Salpeter (4.23) é escrita

como (SCAFI, 2017)∫ ∞
0

dγ′g1(γ′, z)

[γ + γ′ +m2]2
=

(µ2 − Λ2)2g2

8π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)Cv2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z

+[z → −z; z′ → −z′], (4.24)

onde

k+
D =

1

2
v(1− v)(z′ − z), (4.25)

C =
[3D2(γ, z, γ′, z′, v) + (1− v)(µ2 − Λ2)]

[D2(γ, z, γ′, z′, v) + (1− v)(µ2 − Λ2)]3[D2(γ, z, γ′, z′, v)]2
, (4.26)

D2(γ, z, γ′, z′, v) =
−v

1 + z
[m2+vzm2+z′(1−v)m2+(1−v)(1+z′)γ+(1+z)γ′+

(1− v)

v
(1+z)µ2].

(4.27)

As seguintes manipulações algébricas serão realizadas para obter a equação 4.24 de

tal maneira que possamos aplicar o Teorema da Unicidade.Iniciamos escrevendo D2 como

sendo:

D2(γ, z, γ′, z′, v) = α1γ + α0, (4.28)
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de modo que:

α1 =
−v(1− v)(1 + z′)

1 + z
, (4.29)

α0 =
−v

1 + z
[m2 + vzm2 + z′(1− v)m2 + (1 + z′)γ′ +

(1− v)

v
(1 + z)µ2], (4.30)

então, podemos reescrever C como sendo

C =
[3(α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2)]

[(α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2)]3[α1γ + α0]2
(4.31)

Usaremos a parametrização de Feynman para tornar os termos do denominador de C

uma única função só. A parametrização é dada por:

1

AmBn
=

Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(n)

∫ ∞
0

λm−1dλ

[Aλ+B]m+n
(4.32)

Sendo A = (α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2), B = α1γ + α0, m = 3 e n = 2, teremos:

1

A3B2
=

Γ(5)

Γ(3)Γ(2)

∫ ∞
0

λ2dλ

[Aλ+B]5
, (4.33)

considerando

λ =
ξ

1− ξ
, dλ =

dξ

(1− ξ)2
(4.34)

a equação 4.32 torna-se

1

A3B2
=

Γ(5)

Γ(3)Γ(2)

∫ 1

0

( ξ
1−ξ )

2( dξ
(1−ξ)2 )

[A( ξ
1−ξ ) +B]5

, (4.35)

1

A3B2
= 12

∫ 1

0

(
ξ

1− ξ
)4 dξ(1− ξ)5

[Aξ +B(1− ξ)]5
, (4.36)

1

A3B2
= 12

∫ 1

0

ξ2(1− ξ)dξ
[B + (A−B)ξ]5

, (4.37)

1

A3B2
= 12

∫ 1

0

ξ2(1− ξ)dξ
[α1γ + α0 + (1− v)(µ2 − Λ2)ξ]5

, (4.38)

logo,

C = 12

∫ 1

0

ξ2(1− ξ)[3(α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2)]dξ

[α1γ + α0 + (1− v)(µ2 − Λ2)ξ]5
(4.39)

Assim, a equação 4.24 ficará
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∫ ∞
0

dγ′g1(γ′, z)

[γ + γ′ +m2]2
=

3(µ2 − Λ2)2g2

2π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)v2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z
×

∫ 1

0

ξ2(1− ξ)[3(α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2)]dξ

[α1γ + α0 + (1− v)(µ2 − Λ2)ξ]5
+ [z → −z; z′ → −z′], (4.40)

Para reorganizar a expressão do integrando na integração em ξ, denominamos I como

sendo:

I =
[3(α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2)]

[α1γ + α0 + (1− v)(µ2 − Λ2)ξ]5
=

1

(α1)5

[3(α1γ + α0) + (1− v)(µ2 − Λ2)]

[γ + α0

α1
+ (1−v)

α1
(µ2 − Λ2)ξ]5

. (4.41)

Utilizando o conjunto de variáveis (α2, α3, α4, α5) :

α2 =
1

α5
1

[3α0 + (1− v)(µ2 − Λ2)], (4.42)

α3 =
[α0

α1

+
ξ

α1

(1− v)(µ2 − Λ2)
]
, (4.43)

α4 =
3

α4
1

, (4.44)

α5 = α2 −
3α3

α4
1

, (4.45)

encontramos:

I =
α5

(γ + α3)5
+

α4

(γ + α3)4
. (4.46)

Assim, a integral em ξ será escrita como∫ 1

0

ξ2(1− ξ)
[ α5

(γ + α3)5
+

α4

(γ + α3)4

]
dξ, (4.47)

logo, a equação completa é∫ ∞
0

dγ′g1(γ′, z)

[γ + γ′ +m2]2
=

3(µ2 − Λ2)2g2

2π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)v2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z
×

∫ 1

0

ξ2(1− ξ)
[ α5

(γ + α3)5
+

α4

(γ + α3)4

]
dξ + [z → −z; z′ → −z′], (4.48)
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Usando a seguinte identidade∫
f(y)δ′(y − x)dy = f(y)δ(y − x)|ba −

∫ b

a

f ′(y)δ(y − x)dx, (4.49)

para o caso em que o termo de superf́ıcie anula-se, obtemos a seguinte relação:∫
f(y)δ(n)(y − x)dy = (−1)nf (n)(x). (4.50)

A relação presente na equação 4.50 pode ser generalizada para os casos que estamos

interessados: ∫
1

[γ′′ + γ +m2]2
δ(γ′′ − α3 +m2)dy =

1

(γ + α3)2
, (4.51)

1

6

∫
1

[γ′′ + γ +m2]2
δ′′(γ′′ − α3 +m2)dy =

1

(γ + α3)4
, (4.52)

1

24

∫
1

[γ′′ + γ +m2]2
δ′′′(γ′′ − α3 +m2)dy =

1

(γ + α3)5
. (4.53)

Reescrevemos a equação 4.48 como∫ ∞
0

dγ′g1(γ′, z)

[γ + γ′ +m2]2
=

3(µ2 − Λ2)2g2

2π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)v2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z
×

∫ 1

0

ξ2(1−ξ)
∫ ∞

0

dγ′′

[γ′′ + γ +m2]2

[α4

6
δ′′(γ′′−α3+m2)+

α5

24
δ′′′(γ−α3+m2)

]
dξ+[z → −z; z′ → −z′],

(4.54)

Realizando a seguinte troca de variável γ′ → γ” no lado esquerdo (LHS) da equação

acima, tem-se: ∫ 1

0

dγ′g1(γ′, z)

[γ + γ′ +m2]2
=

∫ ∞
0

dγ′′g1(γ′, z)

[γ + γ′′ +m2]2
(4.55)

Assim, a equação 4.54 torna-se

∫ ∞
0

dγ′′g1(γ′, z)

[γ + γ′′ +m2]2
=

(µ2 − Λ2)23g2

2π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)v2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z
×∫ 1

0

ξ2(1− ξ)
∫ ∞

0

dγ′′

[γ′′ + γ +m2]2

[α4

6
δ′′(γ′′ − α3 +m2) +

α5

24
δ′′′(γ − α3 +m2)

]
dξ

+ [z → −z; z′ → −z′]. (4.56)
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4.2.1 Inversão utilizando o Teorema da Unicidade

Aplicando o Teorema da Unicidade na equação 4.56, obtemos a expressão

g1(γ′′, z) =
3g2(µ2 − Λ2)2

2π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)v2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z
×∫ 1

0

ξ2(1− ξ)
[α4

6
δ′′(γ′′ − α3 +m2) +

α5

24
δ′′′(γ′′ − α3 +m2)

]
dξ

+ [z → −z; z′ → −z′]. (4.57)

Para resolver a integração na variável ξ, vamos utilizar algumas propriedades da delta

de Dirac. Seja a delta de uma função F (ξ) escrita como

δ(F (ξ)) =
∑
k

δ(ξ − ξk)
|dF (ξ)

dξ
|ξ=ξk

, (4.58)

podemos obter as derivadas da delta de uma função F (ξ). As três primeiras derivadas da

função delta será

δ′(y) =
dδ(y)

dy
=

1

F ′(ξ)

d

dξ

δ(ξ − ξk)
|F ′(ξk)|

=
1

F ′(ξ)

δ′(ξ − ξk)
|F ′(ξk)|

, (4.59)

δ′′(y) =
[
− F ′′(ξ)

[F ′(ξ)]3
δ′(ξ − ξk)
|F ′(ξk)|

+
1

[F ′(ξ)]2
δ′′(ξ − ξk)
|F ′(ξk)|

]
, (4.60)

δ′′′(y) =
1

|F ′(ξk)|

[
− F ′′′(ξ)

[F ′(ξ)]4
δ′(ξ − ξk)−

F ′′(ξ)

[F ′(ξ)]4
δ′′(ξ − ξk) +

3[F ′′(ξ)]2

[F ′(ξ)]5
δ′(ξ − ξk)

+
1

[F ′(ξ)]3
δ′′′(ξ − ξk)−

F ′′(ξ)

[F ′(ξ)]4
δ′′(ξ − ξk)

]
, (4.61)

com |dF (ξ)
dξ
|ξ=ξk = |F ′(ξk)| e F (ξ) = y → y′ = F ′(ξ).

Possuindo as expressões das derivadas da delta de Dirac podemos reescrever a expres-

são presente na equação 4.57. Sendo

F (ξ) = γ′′ +m2 − α3 = (γ′′ +m2)−
[α0

α1

+
ξ

α1

(1− v)(µ2 − Λ2)
]
, (4.62)

F ′(ξ) = − 1

α1

(1− v)(µ2 − Λ2), (4.63)

ξk =
(γ′′ +m2)α1 − α0

(1− v)(µ2 − Λ2)
, (4.64)
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as derivadas segunda e terceira de F (ξ) são nulas. Além disso, F ′(ξ) não possui depen-

dência em ξ, fazendo com que F ′(ξ) = F ′(ξk). Assim, as expressões das derivadas da delta

de Dirac para esta função serão:

δ′′(γ′′ +m2 − α3) =
1

|F ′(ξk)|

[δ′′(ξ − ξk)
[F ′(ξ)]2

]
, (4.65)

δ′′′(γ′′ +m2 − α3) =
1

|F ′(ξk)|

[ 1

[F ′(ξ)]3
δ′′′(ξ − ξk)

]
. (4.66)

Com esses resultados podemos realizar a integração em ξ. Após a substituição das

expressões acima na equação 4.57, encontramos

g1(γ′′, z) =
3g2(µ2 − Λ2)2

2π2

∫ ∞
0

dγ′
∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

g1(γ′, z′)v2(1− v)2dv
θ(k+

D)

1 + z
×

1

|F ′(ξk)|

∫ 1

0

ξ2(1− ξ)
[α4

6

[δ′′(ξ − ξk)
[F ′(ξ)]2

]
+
α5

24

[ 1

[F ′(ξ)]3
δ′′′(ξ − ξk)

]]
dξ

+ [z → −z; z′ → −z′]. (4.67)

Note que α4 = 3
α4
1

não possui dependência com ξ, e que α5 = α2− 3α3

α4
1

possui, uma vez

que α3 é escrito em termos de ξ. Assim, o integrando da equação acima pode ser resolvido

separadamente. Para tal, denominamos as variáveis A e B:

A =
α4

6

1

[F ′(ξ)]2

∫ 1

0

δ′′(ξ − ξk)ξ2(1− ξ)dξ, (4.68)

B =
1

[F ′(ξ)]3

∫ 1

0

α5

24
δ′′′(ξ − ξk)ξ2(1− ξ)dξ. (4.69)

Aplicando a relação presente na equação 4.49, a variável A será escrita como

A =
α4

6

1

[F ′(ξ)]2

[
h(ξ)δ′(ξ − ξk)|10 −

∫ 1

0

h′(ξ)δ′(ξ − ξk)dξ
]
, (4.70)

com h(ξ) = ξ2(1− ξ), aplicando novamente a integração por partes:

A =
α4

6

1

[F ′(ξ)]2
[h(ξ)δ′(ξ − ξk)|10 − h′(ξ)δ(ξ − ξk)|10 +

∫ 1

0

h′′(ξ)δ(ξ − ξk)dξ], (4.71)

A =
α4

6

1

[F ′(ξ)]2
[h(ξ)δ′(ξ − ξk)|10 − h′(ξ)δ(ξ − ξk)|10 + h′′(ξ)|ξ=ξk ]. (4.72)
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Analisando as derivadas da função h(ξ) nos limites de ξ = 0, ξ = 1 e ξ = 1:

h(ξ) = ξ2(1− ξ)→ h(ξ)|10 = 0,

h′(ξ) = ξ(2− 3ξ2)→ h′(ξ)|10 = −1,

h′′(ξ) = (2− 6ξ)→ h′(ξ)|ξ=ξk = 2(1− 3ξk),

a expressão para a variável A torna-se

A =
α4

6

1

[F ′(ξ)]2
[δ(ξ − ξk)|10 + 2(1− 3ξk)]. (4.73)

Sendo α4 = 3
α4
1

e F ′(ξ) = − 1
α1

(1− v)(µ2 − Λ2), temos:

A =
1

2α2
1

1

[(1− v)(µ2 − Λ2)]2
[δ(ξ − ξk)|10 + 2(1− 3ξk)]. (4.74)

O próximo passo é realizar os cálculos para obter a expressão da variável B. Substituindo

a expressão para α5 (4.45), temos:

B =
1

24[F ′(ξ)]3

∫ 1

0

(α2 −
3α3

α4
1

)δ′′′(ξ − ξk)ξ2(1− ξ)dξ, (4.75)

lembrando que α2 e α3 estão expressas nas equações 4.42 e 4.43, respectivamente. Após

manipulações algébricas, obtemos:

B =
1

24α2
1[(1− v)(µ2 − Λ2)]2

∫ 1

0

ξ2(1− 3ξ)(1− ξ)δ′′′(ξ − ξk)dξ, (4.76)

reescrevendo g(ξ) = ξ2(1−3ξ)(1−ξ) e aplicando integração por partes, consecutivamente,

a expressão para B é:

B =
1

24α2
1[(1− v)(µ2 − Λ2)]2

[g(ξ)δ′′(ξ−ξk)|10−g′(ξ)δ′(ξ−ξk)|10+g′′(ξ)δ(ξ−ξk)|10−g′′′(ξ)|ξ=ξk ].

(4.77)

A análise da função g(ξ) e suas derivadas nos limites ξ = 0, ξ = 1 e ξ = 1 resulta em

g(ξ) = ξ2(1− 3ξ)(1− ξ)→ g(ξ)|10 = 0,

g′(ξ) = 12ξ3 − 12ξ2 + 2ξ → g′(ξ)|10 = 2,

g′′(ξ) = 36ξ2 − 24ξ + 2→ g′′(ξ)|10 = 14,

g′′′(ξ) = 72ξ − 24→ g′′′(ξ)|ξ=ξk = −24(1− 3ξk),
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assim, a expressão final para B torna-se

B =
1

12α2
1[(1− v)(µ2 − Λ2)]2

[−2δ′(ξ − ξk)|10 + 14δ(ξ − ξk)|10 + 24(1− 3ξk)]. (4.78)

Por fim, a soma entre A e B é dada por

A+B =
1

α2
1

1

[(1− v)(µ2 − Λ2)]2

[1

2
[δ(ξ − ξk)|10 + 2(1− 3ξk)]

− 1

24
[−2δ′(ξ − ξk)|10 + 14δ(ξ − ξk)|10 + 24(1− 3ξk)]

]
, (4.79)

A+B =
1

α2
1

1

[(1− v)(µ2 − Λ2)]2

[
− 1

12
δ(ξ − ξk)|10 +

1

12
δ′(ξ − ξk)|10

]
, (4.80)

Voltando a equação 4.67, ao substituir A+B, encontramos a expressão:

g1(γ′′, z) =
g2

8π2

∫ ∞
0

dγ′g1(γ′, z′)

∫ +1

−1

dz′
∫ 1

0

v2dv
θ(k+

D)

1 + z

1

|F ′(ξk)|α2
1

[
−δ(ξ−ξk)|10+δ′(ξ−ξk)|10

]
+ [z → −z; z′ → −z′], (4.81)

com

k+
D =

1

2
v(1− v)(z′ − z), (4.82)

ξk =
(γ′′ +m2)α1 − α0

(1− v)(µ2 − Λ2)
, (4.83)

F ′(ξ) = − 1

α1

(1− v)(µ2 − Λ2). (4.84)

Ao inverter a equação completa da amplitude de Bethe-Salpeter no limite de máxima

energia, obtemos uma expressão para a função peso de Nakanishi que possibilita o cálculo

numérico da energia de ligação entre outros observáveis f́ısicos. Um ponto a ser destacado

é que a equação 4.81 é mais simples que a equação 4.56, pois temos somente a derivada

de primeira ordem da função delta. Note que a presença das funções delta no kernel da

equação 4.81 não impossibilita obter a solução numérica dessa equação, pois, se utilizarmos

o método de expansão em base, podemos integrar a delta na própria base na qual foi

expandida a função peso.

4.2.2 Inversão utilizando Transformação de Stieldjes

Uma alternativa ao método da Unicidade é a Transformação de Stieldjes. Elas possi-

bilitam escrever o kernel da equação completa 4.24 em termos de uma integral no plano
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complexo. Escreveremos a expressão para a função peso de Nakanishi utilizando esta

transformação para que ao realizar o cálculo numérico da constante de acoplamento g2

possa ser comparado ambos os métodos. Pela transformação de Stieldjes, a equação com-

pleta 4.24 é escrita como

g(γ, z) =

∫ +1

−1

dz′
∫ ∞

0

dγ′N(γ, z; γ′, z′, v)g1(γ′, z), (4.85)

com

N(γ, z; γ′, z′, v) =
γ

2π

∫ +π

−π
dφeiφV (γeiφ −m2, z; γ′, z′). (4.86)

O kernel V (γeiφ −m2, z; γ′, z′) é escrito como

V (γeiφ −m2, z; γ′, z′) =
(µ2 − Λ2)2g2

8π2

∫ 1

0

v2(1− v)2dvΘ(k+
D)

1 + z
×

[3D2(γeiφ −m2, z, γ′, z′, v) + (1− v)(µ2 − Λ2)]

[D2(γeiφ −m2, z, γ′, z′, v) + (1− v)(µ2 − Λ2)]3[D2(γeiφ −m2, z, γ′, z′, v)]2
+[z → −z; z′ → −z′].

(4.87)

O cálculo da função peso g(γ, z) pode ser realizado tanto utilizando a expressão 4.87

quanto 4.59.



5 Conclusão

O problema de estado ligado de part́ıculas é um desafio atual na f́ısica. Pois, apesar

de haver amplos resultados experimentais, tem um longo caminho a ser percorrido na sua

descrição teórica. Os principais resultados obtidos pela QCD na rede e pelas Equações

de Dyson-Schwinger são no espaço euclidiano. Uma vez que os fenômenos f́ısicos ocorrem

no espaço de Minkowski, desenvolver métodos para obter soluções diretamente no espaço

f́ısico é de interesse da F́ısica de Part́ıculas. Em particular, nesse trabalho discutimos

um método de solução da equação de Bethe-Salpeter no espaço de Minkowski. Para isso

utilizamos a Representação Integral de Nakanishi e a projeção na Frente de Luz para

obter a Amplitude de Bethe-Salpeter e a Amplitude Amputada, que permitem calcular

os observáveis hadrônicos no espaço f́ısico.

A utilização da representação integral de Nakanishi para representar a amplitude

Φ(k, p) tem sido objeto de estudo de diversos trabalhos como, por exemplo, (NAKA-

NISHI, 1964), (FREDERICO et al., 2012), (CARBONELL et al., 2017). Escrever a Equação de

Bethe-Salpeter em termos da amplitude amputada Γ(k, p) é uma outra alternativa estudar

o estado ligado. A amplitude amputada apresenta a vantagem de possuir menos polos em

seu kernel de interação do que a amplitude Φ(k, p), o que potencialmente nos fornecerá

resultados numéricos mais estáveis.

Assim, optar por desenvolver a equação de Bethe-Salpeter para a amplitude amputada

Γ(k, p) foi o objeto principal deste estudo. Obtivemos a equação completa para amplitude

amputada para o estado ligado bosônico na aproximação tipo escada. Por meio da re-

presentação de Nakanishi, obtivemos uma relação entre ambas as amplitudes, que poderá

ser útil para comparar com os resultados de trabalhos anteriores. Estudamos o modelo

de Wick-Cutkosky utilizando o Teorema da Unicidade e obtivemos a equação de BS para

amplitude Γ(k, p) .

Como continuação desse estudo, espera-se obter a inversão da equação da amplitude

Γ(k, p) completa para o caso bosônico utilizando o Teorema da Unicidade e a transfor-

mação de Stieldjes, comparando seus resultados. Obteremos a equação de Bethe-Salpeter

para a amplitude amputada no caso fermiônico. Outro aspecto a ser trabalhado é a solução

numérica das equações aqui obtidas. Com essas soluções poderemos calcular observáveis
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f́ısicos de interesse como Constante de Decaimento, Fatores de Forma Eletromagético,

Funções de Distribução de Momento Partônicas (PDFs) e as Funções de Distribuição de

Momento Transversas (TMDs).
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<https://cds.cern.ch/record/396082>.

CUTKOSKY, R. E. Solutions of a bethe-salpeter equation. Phys. Rev., American
Physical Society, v. 96, p. 1135–1141, Nov 1954. Dispońıvel em:
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<https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.4.2571>.

PAULA, W. de; FREDERICO, T.; SALMè, G.; VIVIANI, M.; PIMENTEL, R.
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Apêndice A - Teorema da Unicidade

O Teorema da Unicidade foi proposto por Nakanishi (NAKANISHI, 1971a), como uma

forma de obter uma outra equação integral para a função peso de Nakanishi. Este método

consiste em um tipo de inversão anaĺıtica da equação de Bethe-Salpeter utilizando a re-

presentação de Nakanishi. O teorema da Unicidade afirma que a função peso de Nakanishi

é única. Assim se tivermos uma expressão dada por∫
dγ′g(γ′, z)

[γ + γ′ + β]2
=

∫
dγ′

[γ + γ′ + β]2

∫
dz′V (γ′, z′; γ, z)g(γ′, z′), (A.1)

onde β = β(z). Podemos escrever

g(γ′, z) =

∫
dz′V (γ′, z′; γ, z)g(γ′, z′). (A.2)

Como consequência de usar este teorema tem-se uma equação de autovalor simples, o

que simplifica a utilização de métodos numéricos para resolvê-la.



Apêndice B - Transformação Inversa

de Stieldjes

A transformada de Stieldjes é representada por

f(x) =

∫ ∞
0

dα(y)

x+ y
= lim

R→

∫ R

0

dα(y)

x+ y
. (B.1)

Se α(y) é uma integral de uma função φ(y), tem-se

f(x) =

∫ ∞
0

φ(y)dy

x+ y
. (B.2)

De forma generalizada

f(x) =

∫ ∞
0

φ(y)dy

(x+ y)n
, (B.3)

onde, n > 0. A integral pode ser invertida analiticamente para qualquer n arbitrário

(CARBONELL et al., 2017). O operador que realiza a inversão da função f(x) é escrito

como

φ(y) =
−1

2iπ

∫
η

(z + y)n−1f(z)dz, (B.4)

com z ∈ C, sendo η o caminho no plano complexo com parametrização z = yeiθ. A

transformada inversa para o caso n=2 será

φ(y) =
y

2π

∫ π

−π
eiθdθf(yeiθ). (B.5)

Tomemos uma integral do tipo

f(γ)

∫ ∞
0

dγ′
g(γ′)

[γ′ + γ + β]2
, (B.6)

ao realizar a parametrização γ′′ = γ + β, obtêm-se uma transformação do tipo Stieldjes,
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FIGURA B.1 – Contorno de integração de raio y = 1 para obter a transformação de
Stieldjes. Adaptado da referência (CARBONELL et al., 2017).

escrita como a transformação presente na equação B.5:

g(γ) =
γ

2π

∫ π

−π
eiθdθf(yeiθ − β). (B.7)

onde o contorno de integração η começa e termina em ω = −1, onde ω = eiθ, e está

centrado em C = (0, 1).

Este resultado será utilizado ao comparar os resultados obtidos utilizando o teorema

da Unicidade e a transformação inversa de Stieldjes na obtenção da Amplitude de Bethe-

Salpeter para o estado ligado de férmions.



Apêndice C - Quantização na Frente

de Luz

Há diferentes tipos de dinâmicas relativ́ısticas que podem ser usadas para descrever

sistemas quânticos. Para obter a dinâmica de um sistema f́ısico é necessário especificar

os valores das variáveis dinâmicas em uma determinada hiper-superf́ıcie, lembrando que

a dinâmica é restrita ao interior do cone de luz da part́ıcula (GóMEZ, 2016). A escolha

desta hiper-superf́ıcie determina o tipo de variáveis que se pode usar para descrever a

evolução f́ısica. O hiperplano tangente ao cone de luz x0 + x3 = 0 é denominado como

Frente de Luz. Dado um quadrivetor xµ = (x0, x1, x2, x3), as coordenadas da frente de

luz são escritas como

xµ = (x+, x−, x⊥), (C.1)

onde

x+ = x0 + x3 , x− = x0 − x3 , x⊥ = (x1 + x2). (C.2)

O produto escalar é dado por

xµy
µ =

1

2
x+y− +

1

2
x−y+ − x⊥y⊥. (C.3)

Seja o quadrivetor pµ escrito como

pµ = (p−, p+,p⊥), (C.4)

com p− e p+ interpretados como energia e momento longitudinal, respectivamente. Se

pµpµ ≥ 0 e p0 ≥ 0, então p0 ≥ |p3|. O que faz com, que pela relação de dispersão da frente

de luz

pµpµ = p+p− − p2
⊥ ≥ 0, (C.5)

obtenha-se p+ ≥ 0 e p− ≥ 0, onde a positividade de p+ garante a positividade de p−.
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essas singularidades é a representação integral pertubativa de Nakanishi (NAKANISHI, 1971b), que utiliza uma
representação paramétrica caracterizada por uma função peso e um denominador que depende dos momentos
dos propagadores externos. A Representação Integral de Nakanishi pode ser utilizada tanto para representar
a amplitude Φ(k, p) quanto a amplitude amputada Γ(k, p). Ambas amplitudes são alternativas para descrever
o estado ligado completamente. Porém, a diferença entre elas é que a amplitude Φ(k, p) possui mais polos em
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