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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é analisar ferramentas de deteccao de Estruturas
Coerentes Lagrangianas, buscando identificar as vantagens e desvantagens de cada uma
dessas ferramentas aplicadas ao modelo dinamico do Problema Restrito de Trés Corpos
Circular Planar. Geralmente, na literatura, o espago de fase do problema de trés corpos
¢ estudado por meio de secoes de Poincaré e bacias de escape. Vamos comparar esses
resultados com os obtidos por dois descritores lagrangianos. O primeiro deles é o campo
do Expoente de Lyapunov de Tempo-Finito (FTLE), uma ferramenta que ja foi usada
nesse contexto na literatura. O segundo descritor lagrangiano é o comprimento de arco
usando a Funcao-M, ou sua variante, a Fun(;éo—M . A investigagao foi feita para a evolugao
temporal do sistema Terra-Lua com diferentes niveis de energia, que possibilitam canais
de transporte naturais entre regioes no espaco de fase no contexto de missoes espaciais.

Em nossa comparacao, a Fun¢ao-M (M) se mostrou mais adequada do que o FTLE nessa

tarefa.



Abstract

The main objective of this work is to analyze Lagrangian Coherent Structures detection
tools, seeking to identify the advantages and disadvantages of each of these tools applied to
the dynamical model of the Planar Circular Restricted Three-Body Problem. Generally, in
the literature, the phase space of the three-body problem is studied by means of Poincaré
sections and escape basins. We will compare these results with those obtained by two
Lagrangian descriptors. The first of these is Finite-Time Lyapunov Exponent (FTLE)
field, a tool that has already been used in this context in the literature. The second
Lagrangian descriptor is the arc-legnth using the M-Function, or its variant, the M-
Function. The investigation was done for the time evolution of the Earth-Moon system
with different energy levels, which enable natural transport channels between regions in

phase space in the context of space mission. In our comparison, the M(M)-Function
proved to be better suited than FTLE in this task.
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1 Introducao

Estruturas dinamicas de modelos matematicos de muitos corpos tém sido aplicadas
em diversos aspectos da ciéncia, principalmente no que diz respeito a exploragao espacial.
Muitos projetos de trajetérias de missoes espaciais bem sucedidas foram realizados através
de abordagens cléssicas, i.e., utilizando modelos de dois corpos, como, por exemplo, as
missoes dos Programas Apolo e Voyager. Porém, as abordagens através de modelos de dois
corpos restringem os perfis de trajetorias espaciais a combinagoes de secoes conicas com
foco em um dos primarios, e por vezes, estao associadas a um alto custo de combustivel.
Por outro lado, projetos de trajetorias espaciais baseados em modelos de trés ou mais
corpos propiciam solucoes com perfis diferenciados, orbitando, por exemplo, vizinhancas
de pontos de equilibrio destes modelos, e que por vezes sao de menor gasto de combustivel.
Em especial, esses modelos possuem estruturas dinamicas que se comportam como canais
de transporte entre regioes do espaco de fases. Tais trajetorias podem ser usadas para
estudos que envolvem observagoes de longa duracao com menor gasto energético, tanto

para transferéncias, quanto para manutencoes orbitais.

Muitas das missoes espaciais recentes possuem orbitas complexas que sao relacionadas
ao estudos da dinamica gravitacional de N-corpos. Neste contexto, uma das missoes espa-
ciais pioneiras, ja implementada e finalizada com sucesso, é a Missao Génesis (2001-2004),
da NASA, a qual empregou conexoes heteroclinicas de variedades invariantes hiperbdlicas
e orbitas periddicas do tipo Halo localizadas em torno dos pontos de equilibrio do Pro-
blema Restrito de Trés Corpos do Sistema Sol-Terra como representado na Fig 1.1. Outros
exemplos sdo: Missao do Telescépio Espacial James Webb, langado em 25/12/2021, que
opera em uma Orbita periddica em torno do ponto lagrangiano Ly do sistema Sol-Terra
(Animacao da oérbita do Telescopio Espacial James Webb - (JWST, 2021)); E a Missao
Artemis, da NASA, prevista para acontecer em 2024, a qual pretende, justamente, apli-
car conexoes de drbitas heteroclinicas no sistema Terra-Lua e, futuramente, no sistema
Lua-Marte.


https://youtu.be/6cUe4oMk69E
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FIGURA 1.1 - Trajetéria da missdo Génesis (2001-2004). Fonte: NASA /Jet Propulsion Laboratory.

O problema de trés corpos é um problema classico da astrodinamica, sendo que ten-
tativas de soluciona-lo fundamentaram as bases para teorias de sistemas dinamicos. Em
particular, este estudo propiciou que Poincaré identificasse, ainda no final do Século XIX,
sem o uso de computadores, fenomenos dinamicos intrincados e complexos, que dentro
da teoria moderna, passaram a pertencer ao estudo de Caos em Sistemas Conservativos
(KOON et al., 2000). Os resultados de tais estudos muitas vezes tém implicagoes muito
mais amplas na teoria de sistemas. Em particular, a obtengao de um quadro global das
barreiras dinamicas, as chamadas variedades, que regem o transporte de material através
de um sistema de muitos corpos, é uma questao importante para uma gama surpreenden-
temente ampla de campos da ciéncia. Essas barreiras podem ser encontradas de diversas
formas, tais como mapas de Poincaré ou mesmo por bacias de escapes, como apresentado
por Assis & Terra (2014).

As Estruturas Coerentes Lagrangianas (do inglés, Lagrangean Coherent Structures -
LCS) foram introduzidas por Haller & Yuan (2000) e tém sido propostas como uma
generalizacao do conceito de variedades invariantes nos estudos de sistemas dinamicos
nao-estaciondarios. Essas estruturas separam o espacgo de fase em regioes com compor-
tamentos distintos e, em sistemas dissipativos, delimitam regioes de maxima atragao e
repulsao, organizando a evolucao do sistema de modo similar ao das variedades invarian-
tes de problemas estacionarios. As LCS tém sido implementadas com sucesso tanto nos
estudos de dinamica de fluidos (SHADDEN et al., 2005; LEKIEN; LEONARD, 2004; PENG;
DABIRI, 2009; FARAZMAND; HALLER, 2012), como também para o problema restrito de
trés corpos (KOON et al., 2000; QU et al., 2020; GAWLIK et al., 2009; PEREZ-PALAU et al.,
2015), além de outras areas de pesquisa. A teoria de LCS ainda estd em desenvolvimento,
contudo, consideram-se as LCS como separatrizes no espaco de fase, conforme original-
mente definidas, sendo regioes com valores relativamente altos do Expoente de Lyapunov

de Tempo-Finito (do inglés, Finite-Time Lyapunov Exponent - FTLE). Assim, a maior
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parte dos trabalhos na literatura usam da ferramenta FTLE para a deteccao de LCS.
Entretanto, de acordo com Haller (2011), Farazmand & Haller (2012), algumas estruturas
marcadas com altos valores em um campo FTLE podem nao corresponder as LCS reais
do sistema. Existem trabalhos, como o caso apresentado por Pérez-Palau (2015) o qual
busca definir um método de correcao do campo de FTLE para “limpar” as estruturas
que nao correspondam as LCS. Similarmente, existem outros métodos de deteccao dessas
LCS, como, por exemplo, o comprimento de arco de trajetérias, que é usado na defini¢ao
da Funcao-M e sua variante, a Fun(;éo—M . A Funcao-M foi utilizada com sucesso por
Mendoza & Mancho (2010), Mendoza et al. (2010) para detectar variedades oceanicas,
bem como por Rempel et al. (2013) para detectar variedades em fluidos magnetizados.
A Fun(;éo—M foi empregada por Montes et al. (2021) no estudo de trajetorias sobre toros

invariantes no espaco de fase de um sistema Hamiltoniano.

O objetivo deste trabalho é, por meio do problema restrito de trés corpos, fazer uma
andlise das ferramentas citadas, sendo elas o Expoente de Lyapunov de Tempo-Finito
(FTLE), a Funcao-M e a Fun(;éo—M , de modo a compara-las, apresentando para cada
ferramenta seus aspectos vantajosos e desvantajosos na deteccao de Estruturas Lagran-
geanas Coerentes. A estrutura do trabalho é composta na seguinte forma: no Capitulo 2
sao apresentados conceitos fundamentais de sistemas dinamicos de grande utilidade para
a compreensao deste trabalho. No Capitulo 3, apresentamos o modelo dinamico do Pro-
blema Restrito de Trés Corpos para o caso Circular Planar, falando sobre seus pontos de
equilibrio e fazendo associacoes com os conceitos apresentados no Capitulo 2, bem como o
método de regularizacao utilizado para as simulacoes computacionais. No Capitulo 4 sao
apresentados os resultados para diferentes ferramentas, comparando-os em suas vantagens
e desvantagens. Por fim, no Capitulo 5 apresenta-se os comentéarios finais sobre o trabalho

e as propostas para continuagao do mesmo.



2 Sistemas Dinamicos

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico corresponde, essencialmente, a evolugao determinada por uma
transformagao em seu dominio, i.e., a variagao de uma grandeza z(t) juntamente com uma
regra deterministica em um tempo ¢, podendo este ser continuo ou discreto. Um exemplo
de sistema dinamico de tempo continuo é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias

(ALLIGOOD et al., 1996)
dx(t)
dt

onde x : R — R, f : R" — R" e n é a dimensao do espacgo vetorial, aqui chamado

= f(x, 1), (2.1)

de espaco de fase. A denominacao de tempo discreto é usada quando o tempo t € Z,
sendo a evolugao deste sistema governada por uma ou mais equacoes de diferencas que
relacionam o valor de um vetor de estados x € R" no instante {=m ao valor de x no

instante subsequente, de tal forma que
Xm+1 = f(xm>7

onde x,,, denota o valor do vetor de estado x no instante m (ALLIGOOD et al., 1996). Um
sistema como o da equagao 2.1 é chamado nao-autonomo, caso f nao dependa explicita-

mente do tempo ¢, o sistema é chamado autonomo.

2.2 Orbitas periodicas e quasi-periodicidade

Considere um sistema de tempo continuo com fluxo ¢, i.e., ¢j (xo) é o estado do vetor
x no instante ¢ a partir de uma condigao inicial x(tg) = X¢. Um ponto xq é chamado
ponto de equilibrio ou ponto fixo, se ¢} (x9) = X para todo t € R. Para um sistema
em que ¢, (xg) = ¢} (o), valido para todo ¢t € R e algum T > 0, tal que xo ndo seja
ponto de equilibrio, a solucao ¢§0 (xg) é chamada de 6rbita periddica, i.e, ela repete seu

comportamento de maneira exata apés um periodo 7' (ALLIGOOD et al., 1996).
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Orbitas quasi-periddicas sao uma composicao de dois ou mais movimentos periédicos
que situam-se sobre superficies toroidais no espaco de fase. Seja uma érbita com duas
frequéncias fundamentais 0 = (4, 23), situada sobre um toro-2, se 1 e s forem comen-
suraveis a oOrbita é dita periddica. Para o caso de quando €27 e {25 sao incomensuraveis,
a érbita eventualmente se aproxima de cada ponto sobre a superficie toroidal. O ntimero

médio de rotacoes executadas pela érbita é definida como

O

Quando R € Q a ¢6rbita apresenta movimento peridédico, caso contrario temos movi-
mento quasi-periddico. A Fig. 2.1 ilustra o comportamento de uma orbita periddica e
quasi-periodica de duas frequéncias sobre a superficie de um toro em um espaco de fase

tridimensional.

x®

b)

FIGURA 2.1 — a) Representacao de trecho de uma dérbita quasi-periddica sobre um toro no espago de fase
tridimensional, percorrendo toda a superficie do toro e jamais se fecha; b) érbita periédica com R = 3.
(oTT, 1993)

2.3 Caos

Existem diferentes definigoes de caos na literatura, sendo que a maioria delas admite
as seguintes propriedades (STROGATZ, 2018):

e E deterministico, i.e., o estado atual do sistema é unicamente determinado em termos

de estados passados.

e Apresenta sensibilidade as condigdes inicias, i.e., trajetérias infinitesimalmente pro-

ximas se afastam exponencialmente rapido, levando o sistema a ter um expoente de
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Lyapunov positivo.

e Possui aparéncia erratica, complexa e aperiddica.

2.4 Variedades Invariantes

Uma variedade, em sua definicao mais basica, é um espacgo topolégico o qual lembra
um espaco Euclidiano, i.e., cada ponto de uma variedade deve ter uma vizinhanca que se
assemelha ao R"”. Em sistemas dinamicos, variedades sao curvas ou superficies no espago
de fase associadas a pontos de equilibrio do tipo sela ou outros conjuntos. Compreender o
que é uma variedade é de suma importancia nos estudos de sistemas dinamicos, pois estas
exercem influéncia por meio de suas posigoes relativas, determinando o aparecimento ou
destruicao de atratores cadticos, ou a delimitacao de fronteiras entre bacias de atragao
(ALLIGOOD et al., 1996).

Considere um sistema dinamico autéonomo com dimensao n superior a 1, com x € R",
definido por meio de um sistema de equacoes diferenciais nao lineares ‘fl—’t‘ = f(x), onde f
¢ o campo vetorial. Seja p € R™ um ponto de equilibrio desse sistema dinamico, i.e., um
ponto em que f(p) = 0. Considerando a matriz Jacobiana de f calculada nesse ponto,
seus autovalores A € C podem ser separados em o, e o;, respectivamente estdvel e instavel,

de modo

A€o, se Re(\) <0,
A € 0; se Re(\) >0,

onde o subespacgo gerado pelos autovetores cujos autovalores pertencem a o, é chamado
de subespaco estavel E°, e aquele gerado pelos autovetores cujos autovalores pertencem a

o; é chamado subespaco instdvel E'.

Um conjunto S de pontos do espaco de fase n-dimensional é uma variedade invariante
local se para x(0) pertencente a esse conjunto S, a solu¢ao x(¢) com condigao inicial em
x(0) estd contida em S para t — f00. Para um sistema dinamico nao linear diferencidvel
existe uma variedade estavel W*, invariante local, que é tangente ao subespago E° no
ponto de equilibrio P, possuindo a mesma dimensao n. de E°. Do mesmo modo existe
uma variedade instavel W tangente ao subespaco E* em P, possuindo a mesma dimensao
n; de E'. Como W¢ e W' possuem as mesmas propriedades assintéticas de E° e E,
respectivamente, tem-se que solugoes com condicoes iniciais em W€ aproximam-se de P
para t — 0o, do mesmo modo que solucdes com condicoes iniciais em W aproximam-se
de P parat — —oo. A figura 2.2 demostra justamente esses resultados para um sistema

bidimensional com um ponto de equilibrio do tipo sela (MONTEIRO, 2019).
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\,\ /Z/WI

We
Ee

FIGURA 2.2 — Representacao das variedades invariantes em um ponto de sela, onde W¢e W' sio, res-
pectivamente, as variedades estdvel e instdvel (MONTEIRO, 2019).

Outros aspectos importantes que surgem no caso de variedades sao as Orbitas ditas
homoclinicas e heteroclinicas, representadas na Fig. 2.3. Quando ocorre um cruzamento
das variedades estavel e instavel associadas a um mesmo ponto 7, esta interseccao é
chamada de homoclinica e, consequentemente, a érbita deste ponto é chamada de orbita
homoclinica. No caso em que as variedades estavel e instdavel pertencem a pontos fixos
diferentes, 7, e 79, esta interseccao é dita heteroclinica e, consequentemente, a 6rbita em

torno deste ponto é chamada de 6rbita heteroclinica (OTT, 1993).

Wi(m,) W (r2)

FIGURA 2.3 — a) Orbita homoclinica em torno de cruzamentos entre as variedades estével W*(v) e
instavel W*(y) de um ponto fixo 7; b) Orbita heteroclinica sobre os cruzamentos entre as variedades
estdvel e instdvel de dois pontos de sela (77 ,72) distintos. (OTT, 1993)
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2.5 Estruturas Coerentes Lagrangianas e Descritores La-

grangianos

As variedades invariantes descritas na secao anterior sao definidas para sistemas di-
namicos estacinodrios, i.e., aqueles em que o campo vetorial f(x) nao depende do tempo.
Para campos variaveis no tempo, as “variedades” associadas com pontos de sela podem
sofrer mudancas em sua topologia com o passar do tempo, sendo chamadas de Estrutu-
ras Coerentes Lagrangianas hiperbdlicas (HALLER, 2011). O termo hiperbdlico refere-se
a pontos de equilibrio em que nenhum dos autovalores da Jacobiana do campo vetorial
é nulo, como no caso dos pontos de sela. A razao do termo “Lagrangiano” fica clara
quando se estuda as ferramentas de detecgao dessas estruturas, que se baseiam no acom-
panhamento de trajetorias no espago de fase, o que no caso de um fluido representa um
referencial Lagrangiano. Duas dessas ferramentas sao descritas abaixo, os expoentes de
Lyapunov de tempo finito e a Func¢ao-M (ou M ). Chamaremos essas ferramentas de Des-
critores Lagrangianos. Enfatizamos que no presente trabalho se faz uso dessas ferramentas

em um sistema dinamico estacionario, logo, as LCS sao de fato variedades invariantes.

2.5.1 Expoente de Lyapunov de Tempo Finito

O expoente de Lyapunov de Tempo Finito, ao qual neste trabalho vamos referir como
FTLE e denotar por o/ (x), é um operador escalar utilizado para medir a taxa de
separacao ou aproximagcao entre érbitas vizinhas de x durante um determinado tempo T,

como mostra a Fig. 2.4.

%(0) x40) %(0) x40)

x(T) %(T) %(T)
High FTLE Low FTLE x(T)

FIGURA 2.4 — Representacao qualitativa das trajetérias para diferentes valores do FTLE (PEREZ-PALAU
et al., 2015)

SHADDEN et al., (2005), estabelecem a relagao entre o campo de FTLE e Estruturas
Coerentes Lagrangianas, as quais este trabalho referenciarda como LCS. Tais estruturas
apresentam comportamento semelhante ao de variedades e, de acordo com HALLER (2011),
as LCS hiperbolicas sao linhas ou superficies materiais, ou separatrizes no espaco de fase
(SHADDEN et al., 2005), sendo localmente atrativas ou repulsivas em escoamentos nao-

estacionarios. Considere um ponto x € R" em um tempo ty. Seja o fluxo ¢ definido como,

x = ¢t (x). (2.2)
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Agora considere a evolucao de um ponto na vizinhanca de x definido como
X = x + 0x(to), (2.3)

onde 0x(ty) ¢ infinitesimal. Apds um determinado intervalo de tempo 7', tal pertubagao
se torna,
X(tg+T) = ngtOJrT(xo + dx(to)). (2.4)

Realizando uma expansao em série de Taylor sobre o fluxo em torno do ponto xy, obtém-se

X(to +T) = ¢ ™" (x0) + Deprg ™ (x)0x(to) + O([[6x(to)[|*), (2.5)

onde D¢t°+T(x) é o gradiente de deformagao. Supondo que as condigoes iniciais x(to)
sobre uma grade (7, j) estejam relativamente préximas inicialmente, pode-se calcular o
gradiente de deformacao por meio de diferencas finitas sobre um ponto central de tal

forma que, para um espaco de dimensao 2, com x = (z,y),

Tip1,j(to+T)—xi—1,;(to+T) x4 j41(to+T)—x; j—1(to+T)

) ) (
Dol lovs = | wt G2 ovn) sl Dy s o | - (2:6)
Tit1,5(t0)—wi1,(to) Yij+1(t0) =yi,j—1(to)
Apos T unidades de tempo, o vetor perturbacao é
x(to+T) = x(to+T)—x(to+7T) (2.7)
= X(to+T) — 69" (x0) (2.8)
= De;p ™ (x)dx(to) + O ([|ox(t0)|%) . (2.9)

onde na tltima passagem foi utilizada a Eq. (2.5). Como 0x(ty) ¢ infinitesimal, pode-se
descartar o termo O(||dx(to)||*) e usando a norma Euclidiana, a magnitude da perturbagao

é dada como:

lox(to+ )| = \/(D&ie*" (x)3x(to), D2 (x)ox(to)) (2.10)
=/ (0x(t0), [DOT ()] Dla (x)5x (1)), (2.11)

onde D* denota a transposta do gradiente de deformacao. A matriz, em especifico a parte
direita da igualdade
= [Dey ™ ()] Dot (x), (2.12)

é uma versao do tensor de deformagao de Cauchy-Green para um tempo finito. Quando
0x(to) esta alinhado com o autovetor associado ao maximo autovalor da matriz A; Ae.(A),

entao reescreve-se a equacao 2.11 como sendo
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max (o + T)]| = VIOX(t0), Amaa (A)0(t0)) = v/ A B) [|5x(t0)]| . (2.13)

5x t()

Se definirmos

T (y) - In /Apaz(Q)
0y (%) = — (2.14)

entao, a Eq. (2.13) pode ser escrita como

G’T X S
ma [|9x(to + )| = % 5 (to)] (2.15)

onde og; (x) representa o expoente de Lyapunov no ponto x para o intervalo de tempo

finito de ty — T.

Um outro modo de calcular o FTLE, segundo Padberg (2007) é utilizando de apro-
ximagoes finitas de quantidades infinitesimais, onde calcula-se o quadrado da distancia

maxima de um ponto central em relagao aos seus vizinhos dada a equagao:

5T = Loy (mmnasto”“() T (n, ())H)) .16)

I = n; (x|

onde x denota o ponto central, e n; denota seus vizinhos. A quantidade calculada por

(5t°+T ¢ uma aproximagao razoavel de at°+T.

2.5.2 Funcao-M e M

A Fungao-M foi proposta por Madrid & Mancho (2009) de modo a identificar “traje-
torias distintas”, as quais em fluxos aperiédicos com dependéncia temporal seriam corres-
pondentes aos pontos fixos hiperbdlicos e nao-hiperbdlicos dos fluxos estacionarios. Em
fluxos estacionarios, pontos hiperbélicos sao responsaveis por dispersao de particulas, e
pontos nao-hiperbdlicos por confinamento de particulas. A fungao proposta pode revelar
regioes de fluxos hiperbdlicos e nao-hiperbdlicos dependentes do tempo. Além disso, M
¢ util na deteccao de variedades estaveis e instaveis de trajetorias hiperbdlicas distintas
(BRANICKI et al., 2011). As variedades estdveis e instaveis destas trajetérias distintas

correspondem, respectivamente, as LCS repulsoras e atratoras.

Considere um sistema com vetor de estados x = x;, ¢ = 1,2,...,n, onde para todas

as condigoes iniciais xy num dominio D em determinado tempo %y, define-se a funcao
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M (xq, to) : (D,t) = R de tal forma que

to+7 n dz; 2\ 2
to—m  \i=1

A Funcdao-M é a medida do comprimento de arco da curva tragada pela trajetoria de

Xg. Os minimos locais de M representam trajetorias que evoluiram menos, estando rela-
cionadas com trajetérias distintas hiperbdlicas e nao-hiperbédlicas. As variedades dessas
trajetorias também sao visiveis no campo de M, desde que espera-se uma distingao entre
os comprimentos de arco das trajetoérias de particulas em regides com comportamentos
diferentes, separadas pelas variedades estaveis e instdveis (MENDOZA; MANCHO, 2010).
Esta técnica tem sido aplicada com sucesso nas deteccoes de tais trajetérias e variedades
no oceano (MENDOZA et al., 2010) em fluxos da estratosférica (CAMARA et al., 2012), e em
fluidos magnetizados (REMPEL et al., 2013).

Uma outra forma de se detectar essas estruturas coerentes Lagrangianas é apresentada
por Montes et al. (2021), partindo-se da Eq. (2.17). Porém, diferentemente da fungao
apresenta por Mendoza & Mancho (2010), a qual calcula o comprimento de arco das tra-
jetérias usando a norma Euclidiana, estes calculam o comprimento de arco das trajetérias

usando uma p — norma tal como

to+1 M
M(zo,t0)r = / Z

to i=1

P

dl‘i
dt

dt, (2.18)

sendo 0 < p < 1 o expoente que define a norma e 7 o tempo de integracao. Como
a Funcao-M sempre cresce conforme o parametro 7 para qualquer valor usado no fator
p, considera-se os valores normalizados para o Descritor Lagrangiano, de modo que a
Fungdo—M é expressa na forma

- M (xo,t0)r

M (xg,to;7) = (2.19)

T

A escolha de diferentes normas pode facilitar a visualizacao de fronteiras entre regioes

distintas no espaco de fase.



3 Modelo Dinamico

3.1 Problema Restrito de Trés Corpos

O modelo dinamico que foi estudado neste trabalho é conhecido como Problema Res-
trito de Trés Corpos Circular Planar, que ao longo deste trabalho serd referenciado ape-
nas como PR3CCP, sendo este um caso particular do Problema Restrito de Trés Corpos
(PR3C) e, consequentemente, um caso particular do Problema de N-Corpos (SZEBEHELY,
1967). Para o PR3CCP, considera-se m; > msg >> mg, onde m; e my sdo as massas dos
corpos priméarios P; e Ps, respectivamente, e ms a massa do terceiro corpo P3. Sendo
assim, como hipdtese do PR3C em todas suas versoes, assume-se que as trajetorias de
P, e de P, nao sao afetadas por Ps, sendo prescritas como solugoes conicas fechadas do
problema de dois corpos P, — P,. Na versao circular, essas conicas, em um referencial
inercial, sao circulos no plano de referéncia x — y com foco no baricentro de P, — P,. Em
particular, na versao Planar, a dinamica de P; também fica restrita ao plano de referén-
cia. Além disso, modela-se os trés corpos como uma massas pontuais (em aplicagoes de
Astrodinamica, o raio médio dos primarios pode ser incluido no modelo adicionalmente,

0 que nao é feito neste trabalho).

Neste modelo, define-se variaveis e parametros normalizados adimensionais. As dis-
tancias sao normalizadas pela distancia média entre os primérios e o tempo é definido
de modo que um periodo de revolucao dos primarios seja 27w. Em particular, as massas
sao normalizadas pela soma das massas dos primérios, de modo que a massa do primario

menor, fica sendo dada por

mgo
=2 3.1
h= (3.1)

e do primario maior por 1 — u, sendo p o tinico parametro do modelo matemaético.

Define-se ainda um sistema de coordenadas girante com origem no baricentro de P, —
P;. O eixo x é definido sobre a reta que une os primarios, orientada no sentido de P; a Ps.
O eixo z é paralelo ao vetor momento angular dos primarios, enquanto o eixo y completa

o sistema de coordenadas ortonormal com orientagao positiva (dextrogiro). Em relagao
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a este referencial girante, as posigoes (x,y) dos primarios P — P, sdo fixas e sao dadas,
respectivamente, por (—u,0) e (1—p,0). A Figura 3.1 ilustra a configuracao do problema

restrito de trés corpos em torno do baricentro.

FIGURA 3.1 — Ilustracdo da configuracao do problema restrito de trés corpos em torno do baricentro,

onde w representa o vetor velocidade angular, e r; e 79 as distancias relativas de Ps(m) aos primdrios
P1<m1) (§] Pg(mg)

Em relacao a esse referencial girante, as equagoes de movimento de P; (SZEBEHELY,

1967) sao

P =2+,
Y (3.2)

= —2x + Q,,

onde §)(x,y) corresponde a fungao potencial, sendo expressa por e as distancias de P; a

P, e a P, sao dadas por

Q(xy):($2+y2) L—p  p (= p)
’ 2 T T2 2

=@ty = (o= L p)? g

O sistema dinamico possui uma integral de movimento conhecida como integral de

Jacobi, ou constante de Jacobi, a saber,

J(z,y, i, 79) = 2Q(z,y) — (* +9*) = C. (3.4)

A integral de Jacobi (3.4) consiste em uma integral exata das equacoes de movimento
relativo ao P3. Em particular, a precisao de uma simulagao numérica das equagoes de
movimento pode ser avaliada através da verificagao de que a constante C' mantém-se

invariante dentro de uma tolerancia requerida.
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Dado um valor de C, a Eq. (3.4) define a existéncia de regides do espaco de fases

acessiveis as trajetdrias, uma vez que
v* =20 - C, (3.5)

ou seja, o lado direito desta equacao deve ser uma quantidade positiva definida ou nula.
Sendo assim as regioes acessiveis sao definidas pela restrigao 2€2 > C', e tem como fronteiras
as Curvas de Velocidade Zero (CVZ). Sendo assim, para cada valor de C', temos as regioes
em torno de P; e de P, nas quais P53 pode se movimentar dadas as suas condic¢oes iniciais,
como ilustrado pela Figura 3.2. Note que & medida que o valor de C' decresce (e energia
cresce), canais de transporte entre as regioes surgem e as CVZ sao reduzidas até que

desaparecem totalmente e todo espaco de fases passa a ser acessivel as trajetérias.

Ly

N

Ly Iy T I T2

-

Ly

FIGURA 3.2 — Quatro possiveis configuracoes das curvas de velocidade zero e regides acessiveis para o
PR3CCP, encontradas & medida que o valor de C' decresce. Os primdrios estao localizados, respectiva-
mente, em x e Zo, sendo L;,i = 1,...,5, os pontos Lagrangianos (SCHAUB; JUNKINS, 2003). As regides
em cinza sao as regioes inacessiveis para um determinado valor de C

O PR3CC possui cinco pontos de equilibrio, L;, com ¢ = 1,...,5, também conhecidos
como Pontos Lagrangianos. Sao obtidos impondo-se a condicao de estacionariedade as
equagoes de movimento (3.2). Estes pontos também podem ser compreendidos como o
lugar geométrico onde a soma de todas as forgas que agem em P3; anulam-se, em outras

palavras, os pontos para os quais o gradiente do potencial dado pela equagao (3.3) é nulo,
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ie.,

(3.6)

Quando consideramos y=0, todos os corpos do sistema estao alinhados sobre o eixo x
do referencial girante. Neste caso, ha trés pontos de equilibrio colineares, L, Ly e Ls. Por
outro lado, quando consideramos y # 0, obtemos que r; = ro = 1, resultando em outros
dois pontos de equilibrio, Ly e Ls, sendo estes chamados pontos triangulares (SZEBEHELY,

1967). Estes pontos estao representados na Figs. 3.2 e 3.3.

05f - ‘

my

y (rotating frame)
o
E

o5}

x (rotating frame)

FIGURA 3.3 — Localizacao dos pontos lagrangianos (KOON et al., 2011)

Para estudar a estabilidade na vizinhanca desses pontos de equilibrio, utiliza-se o Mé-
todo Indireto de Lyapunov, também conhecido como Método de Linearizagao, que consiste
em fazer uma aproximagcao por truncamento em série de Taylor, sendo que a estabilidade
é estudada por meio dos auto-valores deste modelo linearizado. Dessa forma, pode-se
concluir que os pontos colineares sao instaveis para 0 < p < 0.5, e os pontos triangulares
sao estaveis para 0 < p < 0.0385 e instdveis para 0.0385 < p < 0.5 (SZEBEHELY, 1967).
Através da inspecao dos autovalores, aos pontos de equilibrio colineares, sao classificados

como sela X centrox centro.

Neste contexto, o Teorema de Conley-Moser tem um papel central, uma vez que este

garante que nas vizinhancas dos pontos lagrangianos colineares do PR3CCP, todos os
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tipos de comportamentos dinamicos do sistema dinamico nao linear tem um anélogo no
modelo linearizado (CONLEY, 1968; CONLEY, 1969; TERRA et al., 2009; KOON et al., 2011).
Sendo assim, para melhor entender a dinamica das érbitas nas vizinhancas de Ly, Ly e Ls,
podemos analisar a estrutura das solucoes do analogo linear, como ilustrado na Fig. 3.4.

Considere a solucao geral do modelo linear
Z(t> = (‘7‘:<t>7 y<t>7 .Qj(t), y(t» = ale/\tul + 05267)\16’”2 =+ 2Re<ﬁ€iytw1)a (37)

onde os coeficientes a; e as sao reais e § = [ + i3, com s # 0. Os termos +\, +iv
correspondem aos autovalores, e uy, us, wy, we aos autovetores. Esta solucao é bem descrita
em (KOON et al., 2011, p.42-56). (E importante ressaltar que para o presente trabalho nao
foi calculada esta solugao, porém, ela é 1util para que possamos entender melhor como
funciona a dinamica presente nas regides em torno dos pontos de equilibrio.) Por meio
da soluc¢ao na Eq. (3.7), para um valor fixo de C, tém-se as seguintes propriedades que

auxiliam na compreensao da Fig. 3.4:

e Se a; = ay = 0, tém-se uma oOrbita peridédica, também conhecida como oérbita de

Lyapunov.

e Se ayas = 0, tém-se Orbitas assintéticas em relacao a érbita de Lyapunov. Sendo
que se a; = 0 esta drbita assintdtica se projeta ao longo da faixa S; no plano x-y.

O mesmo vale para as; = 0 ao longo da faixa Sj.
e Se a; = ap < 0 sao orbitas transito porque elas cruzam a regiao de equilibrio.

e Se o = oy > 0 sdo 6rbitas nado-transito.

Y

a,0,>0 aty0,>0

FIGURA 3.4 — Representagdo do fluxo em torno de uma regido de equilibrio. S&o apresentadas érbi-
tas periddicas (preto), 6rbitas que apresentam comportamento assintético (verde) em diregdo a drbita
periddica, érbitas ndo-transito (azul) e érbitas transito (vermelho) (KOON et al., 2011)
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O ponto central aqui é a compreensao de que o conjunto de todas as Orbitas assintoticas
constitui as variedades invariantes estavel e instavel de cada de é6rbita de Lyapunov, que
sao homeomorficas a tubos bidimensionais e que atuam como separatrizes de dois tipos de
movimentos, conhecidos como 6érbitas transito e nao-transito. Orbitas transito passam de
um dominio para outro e sao aquelas que estao dentro desses cilindros de variedades ou
tubos de variedades. As dérbitas nao-transito, as quais voltam para o dominio de origem,
sao as que estao fora desses tubos. Isso se torna mais claro ao analisar a Fig. 3.4, onde é
perceptivel o comportamento do tipo sela (CONLEY, 1968; KOON et al., 2011). Esses canais
de transportes sao essenciais em projetos de orbitas de transferéncias de baixo custo entre
Terra e Lua (SOUSA-SILVA et al., 2018), por exemplo.

Outro aspecto que é importante comentar é que as Eqs. de movimento (3.2) satisfaz

a seguinte Simetria com Reversdo Temporal

S: (x)yaj:)yat> — (CL’, -Y, _:.Evy’ _t)7 (38)

Isso implica que se conhecermos uma variedade instavel de um ponto de equilibrio das
orbitas de Lyapunov, as quais sao orbitas periddicas simétricas, a variedade estavel corres-
pondente é obtida por meio desta simetria. A compreensao deste conceito é importante,
pois a interseccao dessas variedades estaveis e instaveis nos informa sobre as conexoes
heteroclinicas que conectam assintoticamente as orbitas de Lyapunov em torno das re-
gioes dos pontos de equilibrio. Dessa forma, surgem canais de transporte naturais por
meio das cadeias de conexoes homoclinicas-heteroclinicas, como representado na Fig. 3.5
(CONLEY, 1968; KOON et al., 2000; KOON et al., 2011).

FIGURA 3.5 — Representagio das conexdes homoclinicas-heteroclinicas (KOON et al., 2011).
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3.2 Regularizacao de Lemaitre

As equagoes de movimento (3.2) do PR3CCP apresentam singularidades quando ry, ro —
0, sao situacgoes em que P; colide com os primarios Py e Ps. E possivel remover esses pon-
tos singulares por meio de transformagoes de coordenadas. O método de Lemaitre é uma
regularizacao local, i.e., introduz transformacoes que regularizam as equagoes de movi-
mento em apenas uma das duas singularidades, sendo este bem descrito em (SZEBEHELY,
1967). Sejam g = (x — p + %) + 1y, coordenadas de Ps3 no referencial girante com origem
no ponto médio entre P, e P, onde w = i + v é a posicao de P; para o novo sistema de

coordenadas regularizadas. Define-se a transformagao de Lemaitre por:

1 1

— _ 2
q=f(w) —Z(W +E)’ (3.9)
e a transformagao temporal
4 2
yoove wt =1 dt
= 1 3.10

onde 7 corresponde a nova varidvel temporal [’ = %. Aplicada a transformacao, temos

que as distancias de m; e mg a P3 sao expressas por:

‘ 1‘ lw? —1]2
T = — | = -
2 4|w|?
3.11
1 |w?+1)? (3:11)
ro = - = —
2 q 9 4‘&]‘2 )
de forma que f’(w) passa a ser escrito como
drir
‘f/(w)‘z ’;’22 (312)

1 1
27 2°

transformado por w, as particulas estao localizadas nos pontos w = £1 e w = +i. A

Se w = +1, entao ¢ = enquanto que se w = =+, entao ¢ = —5. Isto é, no plano
origem do plano ¢ é transformada em w = (—1)%, por meio da Eq. (3.9), resolvendo-se
para w e com ¢ = 0. A origem do plano regularizado, w = 0, corresponde aos pontos
no infinito do plano q. Considerando, segundo Szebehely (1967), que Q*(u,v) = U|f'(w)|
¢ regular em toda a parte, exceto em w = 0, e introduzindo u = % ev = g—:, pode-se
reescrever as equacoes de movimento como um sistema de equagoes diferencias de primeira

ordem da forma:

dii , 00"
o ol =
T u (3.13)
Wl () = 2
dr ov '



4 Resultados e Discussoes

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos através de simulagoes numéri-
cas, utilizando codigos escritos em FORTRAN 90 para resolver as equagoes diferenciais
3.2 pelo método Runge-Kutta-Fehlberg de 7(8) ordem de passo de tempo variado, sendo
sugerido 1072 como passo de tempo inicial e 2 x 1072 como passo de tempo méximo, e
precisao numérica do integrador de 107, Para o PR3CCP também foi utilizada uma
subrotina em FORTRAN 77 para a regularizagao de Lemaitre, descrita na segao 3.2, para
remover singularidades que surgem quando r; e 7 — 0, i.e. situacoes onde P; colide
com os primarios P, e P, ou quando aproxima-se muito dos primarios. Monitorou-se a
Constante de Jacobi com tolerancia de 107!, e considerou-se os raio médio dos primdrios

como sendo 1077,

4.1 Péndulo

Inicialmente, as ferramentas numéricas a serem utilizadas no restante do trabalho serao
testadas em dois modelos relativamente simples de osciladores nao—lineares, a saber, o

péndulo simples e o péndulo perturbado, descritos, respectivamente, pelas equagoes

¥ = —sen(x) (4.1)

Z = (2.5cos (5t) — 1) sen(x). (4.2)

Primeiramente, testamos o cédlculo de FTLE para o péndulo simples. Partindo de um
conjunto de condicoes iniciais em uma grade de 1024 x 1024 pontos, calculamos o FTLE
integrando o sistema progressivamente até 30 unidades de tempo. O resultado é exibido
na Fig. 4.1(a). Nota-se que as duas principais linhas de méaximos locais coincidem com
as conhecidas variedades do ponto de sela localizado em (z,4#) = (£m,0). No entanto,
uma série de outras linhas com altos valores de FTLE sao observadas no entorno das
variedades. Resultado semelhante foi encontrado por Pérez-Palau (2015, p.243), conforme

mostrado na Fig. 4.1(b). Conforme comentado por Pérez-Palau (2015), as linhas ao redor
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das variedades sao causadas pelo efeito das condi¢oes de contorno peridédicas do espaco de
fase do péndulo, sendo que sempre que as solugoes atravessam a fronteira x = 7, elas sao
reinjetadas em x = —m. Assim, pode ocorrer que ao final de 30 unidades de tempo, uma
das trajetérias vizinhas da érbita de referéncia no célculo de FTLE ficou do lado = < 7 e
outra do lado = > 7, sendo essa ultima deslocada para o outro lado do espago, gerando
artificialmente um grande afastamento entre elas e, consequentemente, um grande valor
de FTLE. Este é um exemplo de como o campo FTLE pode revelar linhas que nao sao
variedades de pontos de sela, sendo que muitos autores tém proposto formas de se “limpar”

o campo FTLE de tais linhas.

Um dos métodos é o Jet Transport, proposto por Pérez-Palau (2015), sendo esta uma
ferramenta que analisa a propagacao sobre uma vizinhanga U de uma condi¢ao inicial
Xo, 1.€, ¢(ty,U;T), por meio de trucamentos polinomiais de ordem N. Alternativamente
ao método descrito anteriormente, o qual busca calcular a taxa de expansao e contracao
sobre a vizinhanca de um determinado ponto, resultados encontrados a partir do campo
de comprimentos de arco de trajetérias tém se mostrado interessantes como mais um
método para detectar essas estruturas hiperbédlicas de modo que as imagens obtidas fiquem

“limpas”.

A Figura 4.2 apresenta os resultados obtidos pelo cédlculo de comprimento de arco
das trajetérias, através da (a) Funcio-M, e da (b) Funcio-M com fator p = 0,4. Tanto
a Fig. 4.2 (a) como (b) apresentam resultados interessantes, atuando como alternativas
quando comparadas com a Fig. 4.1, pois nao apresentam as estruturas de aparentes falsas
variedades que o FTLE apresenta para este caso. O resultado obtido pelo método do
Jet Transport, Fig. 4.2(d), também consegue eliminar esses “falsos indicativos”, porém
exibe uma descontinuidade nos valores das variedades a medida que ocorre uma mudanca
no numero de revolugoes do péndulo como, mostra Pérez-Palau (2015). Ressalta-se que
¢ possivel extrair as variedades, estaveis e instaveis, por meio do gradiente do campo

escalar, i.e.,

Vi) = gri+ G

ja que essas variedades sao relacionadas com pontos nos quais o campo escalar dos Des-
critores Lagrangianos é nao-diferencidvel (GARCIA-GARRIDO, 2020), evidenciando as va-
riedades como mostra a Fig. 4.2 (c) para o gradiente da Func¢ao-M. O campo gradiente
da Funcao-M foi computado com a funcao gradient do Matlab, sendo aplicado um limiar

sobre o campo resultante para extrair somente as linhas de méximos locais.
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FIGURA 4.1 — Campo de Expoentes de Lyapunov de Tempo Finito para o péndulo simples (Eq. 4.1),
com integragdo direta por 30 unidades de tempo. a) Imagem produzida pelo autor; b) Imagem retirada
de (PEREZ-PALAU et al., 2015, p.243).

3 i
’ .
-1
-3
-3 2 -1 0 1 2 3
X

3

N

VX
o

N

10

VX
o

c)

FIGURA 4.2 — Campos escalares para o péndulo simples com integragao direta por 30 unidades de tempo.
a) Fungao-M; b) Fungao-M com p = 0.4, ¢) contornos extraidos do campo gradiente da Funcao-M; d)
Jet Transport (PEREZ-PALAU et al., 2015, p.252)

Da mesma forma que no péndulo simples, podemos utilizar essas ferramentas para
detectar as LCS no péndulo perturbado. Contudo, como as estruturas hiperbélicas se mo-

dificam no decorrer do tempo neste caso, a analise se torna mais complexa para diferenciar
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as estruturas ditas como “falsos indicativos” das verdadeiras estruturas hiperbdlicas. A
Fig. 4.3 (a) serve como valida¢ao dos nossos resultados obtidos pelo FTLE ao comparé-
los com o apresentado por Pérez-Palau (2015) na Fig. 4.3 (b). E perceptivel que tanto o
campo FTLE da Fig. 4.3 como os campos de comprimento de arco da Fig. 4.4 apresen-
tam estruturas muito semelhantes. A principio, a maior diferenca entre esses métodos é
o tempo computacional necessario para detectar esses campos, sendo o comprimento de

arco uma ferramente muito mais rapida e facil de ser implementada do que o FTLE.
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FIGURA 4.3 — Campo de Expoentes de Lyapunov de Tempo Finito para o péndulo perturbado (Eq. 4.2),
com integragdo progressiva até 10 unidades de tempo. a) Imagem produzida pelo autor; b) Imagem
retirada de (PEREZ-PALAU et al., 2015, p.243)
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FIGURA 4.4 — Campos escalares para o péndulo perturbado com integragao avancada até 10 unidades
de tempo. a) Fungdo-M; b) Funcdo-M com p = 0.4, ¢) contornos extraidos do campo gradiente da
Funcao-M; d) Jet Transport (PEREZ-PALAU et al., 2015, p.252)

4.2 Problema Restrito de 3 Corpos

4.2.1 Expoente de Lyapunov de Tempo-Finito

Apos testadas as ferramentas na secao 4.1 para os modelos do péndulo, buscou-se testar
o célculo de FTLE para o Problema Restrito de Trés Corpos Circular Planar (PR3CCP)
de acordo as equagoes de movimento (3.2), descritas na se¢ao 3.1. Foram feitos testes no
PR3CCP para duas configuragoes, descritas a seguir e intituladas, respectivamente, de

Configuragao de Andlise de Gawlik e Configuracao de Andlise de Assis.

4.2.1.1 Configuracao de Anailise de Gawlik

Seguindo o exemplo descrito por Gawlik et al. (2009), adotou-se o parametro de

massa it = 0.1 e a energia do sistema dada por E, = E(Ly) + 0.03715, com condi¢oes
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iniciais no plano (z, ), para y = 0 e y definido pelo valor da Energia E,. Note-se que
nao foi informado o sentido de cruzamento das trajetorias através deste plano, ou seja, o
sinal de g, que deve fazer parte da definicao completa do plano de Poincaré adotada no
artigo. Para reproduzir os resultados do artigo, foi necessario, em um primeiro momento,
encontrar a constante de Jacobi, a qual é utilizada para restringir o movimento do corpo
de menor massa no plano. Logo, calculamos os pontos de equilibrio colineares (L, Lo e
L) e, com isso, obtivemos a energia que pode ser relacionada com a constante de Jacobi

na forma

C =-2F.

Construiu-se o mapa de Poincaré como mostrado na Fig. 4.5 para verificar qual seria
o sinal de . Na Fig. 4.5 (a,b) foi usado o mapa com y > 0 e na Fig. 4.5 (¢,d) com y < 0.
Notou-se que os resultados sao coerentes com os do artigo de Gawlik et al. (2009) quando
y < 0. Em seguida, apos estabelecida a secao de Poincaré para as condigoes iniciais por
(x,), para y = 0 e y < 0, a partir de uma grade de 1024 x 1024 pontos, calculamos o
campo de FTLE com integragao progressiva até 2 e até 5 unidades de tempo. Para esse
calculo, é necesséario definir a distancia ¢ entre cada orbita de referéncia sobre a grade de
condicoes iniciais e seus vizinhos locais, que serao usados para o calculo do gradiente de
deformagao segundo a Eq. (2.6). A Fig. 4.6 mostra os resultados obtidos para o FTLE
calculado utilizando 8, ;) = Tl;:i)),

figura e n(, 4 a quantidade de pontos da grade de condigoes iniciais. Assim, d(, ) = 1073

onde [(, 4 representa o tamanho dos eixos plotados na

foi adotado inicialmente.
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c)

FIGURA 4.5 — Mapa de Poincaré utilizando os pardmetros do Gawlik com as segdes (a,b) (z, %), para
y=0ey>0;e (c,d) (z,%), paray = 0 e y < 0, respectivamente
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FIGURA 4.6 — FTLE encontrado com parametro de massa p = 0.1 e Constante de Jacobi ~ 3.6126, a
partir de condigoes inicias na se¢do de Poincaré (z, ), paray = 0 e § < 0, com pertubacio de 1072 sobre
as trajetérias vizinhas coma) T =2eb) T =5

Conforme notado por Shadden et al. (2005), ao se utilizar um espagamento muito
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grande para as condicoes iniciais das trajetorias vizinhas, pode-se comprometer a precisao
do célculo do gradiente de deformacao, além de correr-se o risco de que eventualmente tais
pontos possam se encontrar em lados opostos das LCS e, consequentemente, ao evoluir
as trajetorias, essas divergem muito mais rapidamente, gerando mais linhas de méximos
locais do FTLE. Isso pode ser evitado com uma diminuicao no valor de . Entao, calculou-
se novamente o campo FTLE utilizando como pertubacao d,,) ~ 107°, obtendo-se os
resultados apresentados na Fig. 4.7, os quais podem ser comparados com os resultados
apresentados por Gawlik et al. (2009), mostrados na Fig. 4.8. Isso valida os resultados

obtidos com nosso codigo, ja que ambos apresentam as mesmas estruturas.

25

0.5

a) b)

FIGURA 4.7 — FTLE encontrado com parametro de massa p = 0.1 e Constante de Jacobi ~ 3.6126, a
partir de condicdes inicias na se¢ao de Poincaré (x,i), para y = 0 e ¢ < 0,com pertubacao de 107> e os
respectivos a) T'=2eb) T = 5.

a) b)

FIGURA 4.8 - FTLE obtido para o PR3CP no plano y = 0 com p = 0.1 e energia fixa como F = E(L;)+
0.0371 com os respectivos tempos integracao sendo a) T'= 2 e b) T'= 5. Fonte: Gawlik et al. (2009).
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A diferenca entre os graficos de campos de FTLE obtidos com valores distintos de ¢ esté
relacionada com a sensibilidade das condigoes iniciais no problema, o que é evidenciado
pelo FTLE, j& que o método monitora o afastamento e a aproximagao de trajetérias
vizinhas. A Fig. 4.9 (a) mostra a evolu¢ao da trajetéria de um ponto central xq da
grade (linha preta) e de seus quatro vizinhos (linhas coloridas) iniciados a uma distancia
O(z,3) A 102 do ponto de referéncia. Percebe-se a rapida dispersao das trajetérias devido
a sensibilidade as condigoes iniciais. A Fig. 4.9 (b) mostra a mesma coisa, mas com
distancias iniciais ¢, ~ 107°, quando nota-se que as érbitas permanecem juntas por

muito mais tempo.
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FIGURA 4.9 — Comparacao entre as trajetorias para o PR3CP evoluindo com distanciamento inicial de
a) 1072 e b) 107° em relagdo a trajetéria de referéncia.

Essas estruturas detectadas pelo campo FTLE correspondem a cortes da variedade

estavel associada a orbita de Lyapunov em torno do ponto colinear L; deta camada de
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energia, sendo bem definidas em Koon et al. (2000) As Figuras 4.10 e 4.11 apresentam trés
intersecgoes das variedades estavel (verde) e instavel (vermelho) com o plano de Poincaré
considerado. Vale lembrar que uma vez obtida a variedade instével (estavel) de Ly, pode-
se usar a simetria de reversao temporal descrita na Eq. (3.8) para obter a variedade estéavel

(instavel) correspondente.

X (nondimensional units, rotating frame)

07 06 -05 0.4 -03 02
X (nondimensional units, rotating frame)

FIGURA 4.10 — Interseccao dos cortes das variedades estavel (verde) e instdvel (vermelho) da drbita
de Lyapunov da regiao de equilibrio em torno de L; do PR3CCP no plano y = 0, com p = 0.1 e
E = E(Ly) + 0.03715 (KOON et al., 2000).

Como comparativo, calculamos o campo FTLE progressivamente e regressivamente
para 10 unidades de tempo, a fim de obter as variedades estaveis e instaveis que estao
representadas na Fig. 4.11. Além da utilizacao do campo gradiente, como representado na
Fig. 4.11 (a), uma outra maneira de se destacar somente as variedades do campo FTLE é
este mesmo ser normalizado pelo seus maximos globais, podendo eleva-los a uma poténcia

impar de modo a preservar os seu sinais como mostra a Fig. 4.11 (b).

a)

FIGURA 4.11 — Representacao do campo do FTLE integrando para frente (verde) e para trds (vermelho)
por 10 unidades de tempo, uma grade de condigoes iniciais de 1024 x 1024 pontos, sendo a) os contornos
extraidos do campo gradiente do FTLE, e b) o campo FTLE normalizado pelos seus méximos globais.
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4.2.1.2 Configuragao de Analise de Assis

Em seguida, adotou-se novos parametros que foram abordados por Assis & Terra
(2014). O modelo continua sendo o PR3CCP, com P, e P, estando, respectivamente,
fixos também em (—p,0) e (1 — p,0), porém, o parametro de massa neste caso é y =
0.0121506683, correspondendo ao Sistema Terra-Lua. Inicialmente, vamos considerar o
caso da Constante de Jacobi C' = 3.2. Este valor é abaixo e préximo ao valor de C de
L,. Portanto, para condigoes iniciais préximas a Lua, apenas o gargalo em torno de L,
que encontra-se entre os dominios da Terra e da Lua esta "levemente” aberto e disponivel
como canal de transporte para outras regioes, como mostrado na Fig. 3.2. E adotado
um conjunto de condigoes iniciais no plano (z,y), para £ = 0 e y > 0, que se encontram
apenas no dominio da Lua em uma grade 1024 x 1024 (regiao delimitada pelas CVZ,
entre L; e Lg). Calculamos o campo FTLE, inicialmente, em 5 unidades de tempo e
fomos aumentando o tempo gradativamente, como mostram os resultados da Fig. 4.12.
E possivel notar que a variedade estével comega a surgir na Fig. 4.12 (a) ao lado direito
da Lua, sendo que tal variedade estével estd associada a érbita de Lyapunov em torno
da regiao de equilibrio de L; para este valor de C, como apresentado na Fig. 4.13 obtida
por Assis & Terra (2014). Note que na Fig. 4.12, em todos os frames, existem regides que
apresentam pontos de descontinuidade no campo do FTLE (marcados em cores escuras),
que chamaremos para esse caso de pontos espurios. Tais pontos foram investigados e
percebeu-se que correspondem a trajetérias cuja integracao numérica é interrompida ao
passar muito proximo dos primarios, neste caso a Lua. Isso acontece devido ao fato
das equagoes de movimento do PR3CCP apresentarem singularidades quando 71,75 — 0.
Ainda que utilizando o Método de Regularizacao de Lemaitre, descrito na secao 3.2, ha
trajetorias que ao se aproximar de uma regiao muito proxima ao primario, o integrador
numérico nao tem sucesso, ou de prever a trajetéria de modo a manter a constante de
Jacobi invariante da precisao prescrita, ou de encontrar um passo de tempo para evolucao
da trajetéria, de modo a satisfazer as tolerancias de erro absoluto e relativo prescritos para
o algoritmo. Vale notar que nas anélises deste trabalho, mantém-se o modelo original de
massa pontual para os primarios, porém na analise de bacias de escape apresentada por
Assis & Terra (2014), as trajetérias que se aproximam a uma distancia igual ou menor
ao raio médio dos primarios tem suas evolucoes temporais interrompidas e sao atribuidas
a bacia de solugoes colisionais, como mostra a Fig. 4.13 (b). Esta Figura apresenta em
preto a bacia colisional, i.e, o conjunto de todas as condigoes iniciais que colidem com
o primério (Lua) ao longo da evolugao temporal até o tempo final ¢;=5000 unidades de
tempo. Comparando as Fig. 4.12 e 4.13 (b), vemos que o conjunto de pontos espurios
de nossa analise estd contido na bacia colisional. E claro que o conjunto colisional da
analise de bacias é bem maior que o das solugoes espurias do calculo de FTLE, tanto

devido ao valor do raio médio dos corpos ser bem maior que as aproximacoes tipicas
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onde ha problemas de integracao das trajetorias, quanto ao tempo total de integracao das

trajetorias ser bem maior no caso do célculo das bacias.

Além disso, pela prépria dinamica do sistema, trajetérias ao passarem muito préximas
do Primério tem aumentos abruptos elevados em suas velocidades, de modo que trajetorias
vizinhas nesta situacao apresentam grandes divergéncias, causando assim altos valores
ao campo FTLE. (Isto ocorre, devido ao termo 1/ry do potencial. Quando ry — 0,
energia potencial cresce rapidamente, e devido a conservacao de energia, a velocidade

cresce abruptamente.) Isto foi constatado também por Pérez-Palau et al. (2015).

Em outras palavras, as linhas existentes na Fig. 4.12, contidos na bacia colisional
na Fig. 4.13 sao falsos indicativos, i.e, nao sao variedades hiperbdlicas. As estruturas
hiperbdlicas que sabe-se que sao verdadeiras, correspondem com as fronteiras da bacia
de escape apresentadas por Assis & Terra (2014) na Fig. 4.13. Por fim, sabe que a
regiao do lado esquerdo da Lua nesta secao de Poincaré é uma regiao que possui grande
estabilidade, muito maior do que a do lado direito, apresentando a prevaléncia de toros
invariantes (ASSIS; TERRA, 2014). O que nao se sabe é o motivo do campo FTLE indicar

linhas com comportamento em espiral para essa regiao.
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FIGURA 4.12 — Evolugao do FTLE para o PR3CCP no plano (z,y), parat =0e y > 0 e C = 3.2 para
a)T=5b)T=15¢) T =254d) T =50

-0.051 n
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FIGURA 4.13 — Bacias de escape do Sistema Terra-Lua para C = 3.2. Em a) temos apenas a bacia
limitada, ou seja, as condicoes iniciais de trajetdrias que permanecem no dominio em torno da Lua, sem
colidir com o primaério e sem escapar para ty= 200 unidades de tempo. Em b) temos as trés bacias de
escape para ty=5000 unidades de tempo. Neste caso, temos a bacia colisional (preto), a bacia de escape
para o dominio da Terra (azul) e a bacia limitada (verde). (ASSIS; TERRA, 2014).

A Fig. 4.14 representa a interseccao das variedades estavel e instavel com a secao de
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Poincaré, apresentadas por Assis & Terra (2014). E perceptivel que os cortes de variedades
se encontram nas mesmas regioes que algumas das estruturas mostradas na Fig. 4.15,
que nos mostra o campo de FTLE integrado progressivamente (verde) e regressivamente
(vermelho) para 15 unidades de tempo, onde a Fig. 4.15(a) é o campo gradiente do campo
FTLE e Fig. 4.15 (b) o campo normalizado pelos seus méximos globais para destacar as
estruturas. Obviamente, uma série de outras estruturas sao visiveis nos campos FTLE,
além dos primeiros cortes das variedades da érbita de Lyapunov. Isso dificulta a andlise
de variedades usando o FTLE.

0.05F -

-0.05

T
|

FIGURA 4.14 — Intersecgao das variedades estdvel (verde) e instdvel (vermelha) da 6rbita de Lyapunov
em torno de L, obtidas por a) secdo de Poincaré (ASSIS; TERRA, 2014).

a)

FIGURA 4.15 — Campo do FTLE para 15 unidades de tempo progressivamente (verde) e regressivamente
(vermelho) e grade condigbes iniciais de 1024 x 1024 pontos, utilizando o campo gradiente do FTLE em
(a) e o campo do FTLE normalizado pelos seus méximos globais em (b)

A Fig. 4.16 (a,b,c) representa a evolugao temporal do campo FTLE para a regiao
em torno da Lua para C' = 3.188075. Diferentemente do que é apresentado no caso

anterior, onde o gargalo entre os dominios dos Primérios ainda é pequeno, temos uma



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSOES 48

regiao de equilibrio em torno do L; bem maior, proporcionando um canal de transporte
maior entre os dominios do sistema. Novamente, as fronteiras que delimitam as bacias
de escape de Assis & Terra (2014) apresentadas na Fig. 4.16 (d), coincidem com os altos
valores dos campos de FTLE apresentados nos outros frames desta figura, podendo dizer
que as mesma representam as variedades. E possivel notar como essas estruturas se
modificam devido tanto ao aumento do tempo, como ao aumento de energia do sistema
quando comparadas com as Fig. 4.16. A mesma analise foi feita para a evolucao temporal
do campo do FTLE representado na Fig. 4.17 (a,b,c) na regiao em torno da Lua para
C = 3.1841. Para esse outro caso, além da regiao de equilibrio em torno do L; estar

totalmente aberta, temos também a regiao em torno do Lo levemente aberta.

FIGURA 4.16 — Evolucao do FTLE para o PR3CCP no plano (z,y,& = 0,y > 0) e C = 3.188075 para
os respectivos tempos a) T = 5, b) T' = 15, ¢) T = 25; d) diagrama das bacias de escape, contendo a
bacia de escape para o dominio da Terra (azul), bacia de solugdes limitadas (verde) e o conjunto colisional
(preto) (ASSIS; TERRA, 2014)
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FIGURA 4.17 — Evolugdo do FTLE para o PR3CCP no plano (z,y,2 = 0,9 > 0) e C = 3.1841 para os
respectivos tempos a) T =5, b) T = 15, ¢) T = 25; d) diagrama das bacias de escape, contendo a bacia
de escape para o dominio da Terra (azul), bacia de escape para o dominio exterior (vermelho) (escape

pela regido de L), bacia de solugdes limitadas (verde) e o conjunto colisional (preto) (ASSIS; TERRA,
2014)

N

4.2.2 Funcao-M e M
4.2.2.1 Configuracao de Anailise de Gawlik

Nesta secao, iremos testar as ferramentas das Fungoes -M e M , descritas, respecti-
vamente, nas Eqs. (2.17) e (2.19), para o Problema de 3 Corpos utilizando os mesmos
parametros descritos na secao 4.2.1. Ambos os métodos calculam o comprimento de arco
de um trajetéria ao longo de um determinado tempo, a diferenca fundamental é que a
Funcao-M usa a norma Euclidiana enquanto a M usa normas diferentes. Utilizou-se,
inicialmente, a Funcao-M como consta na Eq. 2.17, i.e, integrando em um intervalo
de tempo [—7,+7]. A ideia de usar esse intervalo de tempo é que por meio dele ja é

possivel detectar, simultaneamente, as variedades estaveis e instaveis, como mostrado na
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Fig. 4.18, onde a integracao foi feita para a) 7=2 unidades de tempo e b) 7=>5 unidades
de tempo. Contudo, para comparar com os resultados apresentados na secao anterior,

usaremos apenas a integracao progressiva, como mostrado na Fig.4.19.

140
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X X

FIGURA 4.18 — Reprodugao das Variedades apresentadas na Figura 4.7, desta vez usando o método da
Fungao-M, que integra de [—7,4+7] nos respectivos tempos: a) 7 =2 e b) 7 = 5.

O primeiro aspecto que é importante enfatizar quando comparamos as Figs. 4.19e 4.7 é
que, diferentemente dos resultados do FTLE, onde as estruturas sao linhas agindo como se
fossem separatrizes, indicando taxas de afastamento ou aproximacao entre pontos vizinhos,
o comprimento de arco diferencia regioes onde as trajetorias de cada particula conseguem
evoluir mais ou menos em um intervalo de tempo determinado. Isso quer dizer que as
regioes da Fig. 4.19 com cores tendendo ao vermelho indicam que as condicoes iniciais
para aquela regiao conseguiram evoluir suas trajetorias muito mais do que as demais
regioes tendendo ao azul. E a fronteira entre essas regides coincide com a localizagao das
variedades, se comparadas com as Fig. 4.7 e Fig. 4.10. Outro aspecto importante é o fato
de que a Funcao-M diminui o surgimento de linhas de “falsos indicativos”de variedades.
Esse aspecto ficard mais claro nos exemplos que serao apresentados. Além disso, dois
grandes diferenciais préticos entre os dois métodos sao (i) o tempo computacional e (ii) o

fato de a Funcao-M ser muito mais simples de ser implementada em relacao ao FTLE.
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FIGURA 4.19 — Reproducao das Variedades apresentadas na Fig. 4.7, desta vez usando o método da
Fungao-M, integrando apenas para frente nos seguintes tempos: a) 7 =2 e b) 7 = 5.

Diante da constatacao de que para o Problema de Trés Corpos as velocidades exer-
cem grande influéncia no sistema, buscou-se verificar o quao influente estas seriam na
deteccao das variedades usando as equagoes das Fungoes -M e -M. Os resultados obti-
dos encontram-se na Fig. 4.20, onde (a, b, ¢) representam a Funcao-M, (d, e, f) a
Fungéo—M com p = 0.4, e (g, h, 1) a Fungéo—M com p = 0.8. Para cada um desses
métodos, calculou-se primeiramente o comprimento de arco utilizando as posicoes e ve-
locidades (a,d,g). Em seguida, o comprimento de arco foi calculado utilizando somente
as velocidades do sistema (b,e,h) e, por fim, somente as posicoes (¢,f,i). E perceptivel
que os campos em que os comprimentos de arco foram calculado com as posicoes e ve-
locidades (Figs. 4.20(a,d,g)) nao aparentam nenhuma mudanga significativa em relagao
aos campos construidos somente utilizando as velocidades (Fig. 4.20(b,e,h)), diferente-
mente do que acontece quando comparados com as Fig. 4.20(e¢,f,%), o que mostra como o
fator velocidade para o problema de trés corpos é dominante para todo o sistema. Ainda
assim, como apresentado a diante, a analise utilizando somente as posigoes também ¢ de

Interesse.
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FIGURA 4.20 — Comparacao entre métodos da Fungao-M e da F‘ungéo—M usando os parametros descritos
na Configuracao de Anélise de Gawlik, com 5 unidades de tempo para integragdo. Os métodos utilizados
para cada figura sao, respectivamente, Fungao-M (a,b,c), Funcao-M com fator p = 0.4 (d,e,f) e Funcao-
M com fator p = 0.8 (g,h,i). A primeira coluna (a,d,g) representa o cdlculo usando a posigoes e
velocidades de cada método, sendo a segunda coluna (b,e,h) o cdlculo usando somente as velocidades e
a terceira coluna (¢,f,i,) somente as posicoes.

4.2.2.2 Configuragao de Analise de Assis

Repetiu-se o mesmo processo realizado na segao anterior para o problema de trés
corpos com os parametros utilizados por Assis & Terra (2014). Consequentemente, dadas
as Figuras 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23 ¢é possivel perceber que a visualizagao dos cortes de
variedades se torna mais facil quando calcula-se, tanto para a Funcao-M como para a
Fungéo—M , usando somente as posicoes. No caso do fator p utilizado para o célculo
das normas, verificou-se que com fator p = 0.8 nao se observa diferenca significativa em
relacao ao fator p = 0.4. Dessa forma, limitamos nossos resultados para a Funcao-M e a
Fun(;éo—M com norma p = 0.4, usando somente as posi¢oes no célculo do comprimento
de arco para as Figuras 4.24, 4.25, 4.26, 4.27, 4.28 e 4.29 onde representa-se a evolucao
temporal para diferentes valores da Constante de Jacobi, podendo-se compara-las com o

campo FTLE mostrado nas Figuras 4.12, 4.16 e 4.17 da segao anterior.
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c)

FIGURA 4.21 — Fungdo-M usando os pardmetros encontrados em (ASSIS; TERRA, 2014), para C=3.20
e b unidades de tempo de integracdo. (a) Calculo usando as posigoes e velocidades; (b) célculo usando
somente as velocidades; (c) célculo usando somente as posicoes.



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSOES 54

0.1

0.05

-0.05

-0.1

c)

FIGURA 4.22 — Fun(;éo—M com fator p = 0.4 usando os pardmetros encontrados em (ASSIS; TERRA,
2014), para C'=3.20 e 5 unidades de tempo de integragao. (a) Calculo usando as posicoes e velocidades;
(b) calculo usando somente as velocidades; (c) cdlculo usando somente as posigoes.
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FIGURA 4.23 — Fun(;é,o—M com fator p = 0.8 usando os pardmetros encontrados em (ASSIS; TERRA,
2014), para C=3.2 e 5 unidades de tempo de integragao. (a) Cédlculo usando as posigoes e velocidades;
(b) calculo usando somente as velocidades; (¢) cdlculo usando somente as posigoes.
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FIGURA 4.24 — Fungao-M usando somente as posi¢oes para a segdo (z,y), com & = 0 e y > 0, com
C = 3.2 fixo para os seguintes tempos: a) T =5, b) T =15, ¢) T = 25.
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FIGURA 4.25 - Fun(;éo—M com fator p = 0.4 usando somente as posigoes para a segao (z,y), com & =0
ey >0, com C = 3.2 fixo para os seguintes tempos: a) T =5, b) T =15, ¢) T = 25.
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FIGURA 4.26 — Fungao-M usando somente as posi¢oes para a segdo (x,y), com & = 0 e y > 0, com
C = 3.188075 fixo para os seguintes tempos: a) T =5, b) T =15,¢) T = 25
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FIGURA 4.27 — Fungéo—M com fator p = 0.4 usando somente as posigoes para a segao (z,y), com & =0
ey >0, com C = 3.188075 fixo para os seguintes tempos: a) T =5,b) T =15,¢) T =25
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c)

FIGURA 4.28 — Fungao-M usando somente as posi¢oes para a segdo (z,y), com £ = 0 e y > 0, com
C = 3.1841 fixo para os seguintes tempos: a) T'=5,b) T'=15,¢) T =25
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FIGURA 4.29 - Fungéo—M com fator p = 0.4 usando somente as posi¢oes para a segao (z,y), com & =0
ey >0, com C = 3.1841 fixo para os respectivos tempos a) T'=5,b) T'=15,¢) T = 25

4.2.3 Segmentacao de estruturas Lagrangianas com a Funcao-/

A Fig. 4.30 representa as intersecgoes das variedades estavel (verde) e instavel (vermelha)
calculadas utilizando a Fungao-M para os parametros usados por Gawlik et al. (2009). A
Fig. 4.30 (a) pode ser comparada com a intersec¢ao das variedades calculadas pelo FTLE
apresentada na Fig. 4.11. Da mesma maneira, na Fig. 4.30 (b) o campo da Fungao-M
usando os parametros utilizados por Assis & Terra (2014) pode ser comparado com a
Fig. 4.15. Ambas as figuras tém seus campos normalizados pelos seus maximos globais

para destacar as estruturas.
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FIGURA 4.30 - (a) Intersecgao das variedades estavel(verde) e instdvel(vermelho) do modelo de Gawlik
encontradas utilizando a Funcao-M integrando progressivamente e regressivamente com 10 unidades de
tempo, grade de 1024 x 1024, = 0.1, C' = 3.6126 no plano (z, %) paray = 0 e y < 0). (b) Variedades do
modelo de Assis com 25 unidades de tempo, em uma grade 1024 x 1024, 1 = 0.0121, C' = 3.200 no plano
(z,y), paraz =0e y > 0).
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FIGURA 4.31 — Extracao dos contornos do gradiente do (a) campo da Fungao-M sobre a intersecgao das
variedades estdvel (verde) e instdvel (vermelho) para os pardmetros utilizados por Gawlik integrando
progressivamente e regressivamente em a) com 10 unidades de tempo, grade de 1024 x 1024, p = 0.1,
C = 3.6126 no plano (z,y = 0,2,y < 0). (b) O mesmo para os parametros utilizados por Assis em com
15 unidades de tempo, em uma grade 1024 x 1024, p = 0.0121, C' = 3.200 no plano (x,y), para & =0 e
g > 0).
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FIGURA 4.32 — Intersec¢ao das variedades estével (verde) e instavel (vermelho) para a configuracao de
Assis com 30 unidades de tempo, em uma grade 1024 x 1024, C' = 3.184164, no plano (z,y), para @ =0
ey >0).

Por fim, pode-se dizer que tanto a Funcao-M como a Fun(;éo—M sao ferramentas bem
promissoras para a identificacao de estruturas lagrangianas, destacando-se pelos fatos
de maior simplicidade na implementacao, menor tempo computacional necessario para
calculo, como também apresenta menos indicativos de falsas estruturas. Por outro lado
o FTLE possui limitagoes em sua definicao apresentados por Haller (2011), Farazmand
Haller(2012), Rempel et al. (2013) entre outros, sendo que a separatriz no campo do FTLE
podem indicar a presenca de cisalhamento ou mesmo nenhuma estrutura lagrangiana.
Desse modo buscam-se métodos para aprimorar a ferramenta do FTLE, e.g. apresentado
por Pérez-Palau et al. (2015). E, ainda assim essas separatrizes no campo do FTLE vem
sendo empregadas extensivamente como uma aproximagao razoavel das verdadeiras LCS

do fluxo.



5 Conclusao

Neste trabalho realizou-se uma analise quantitativa de ferramentas para a deteccao de
variedades hiperbdlicas, também chamadas de Estruturas Coerentes Lagrangianas, para
o Problema Restrito de Trés Corpos no caso Circular Planar, no qual os Primarios estao
fixos em relacao a um referencial girante baricéntrico. Fez-se o uso de ferramentas ja
bem estabelecidas do campo da Fisica para a deteccao dessas variedades, tais como o
Expoente de Lyapunov de Tempo-Finito, que busca calcular a taxa de afastamento ou
aproximacao entre duas trajetérias, sendo que superficies com maximos locais do valor
dessa taxa indicam a presenca de variedades. Contudo, como foi apresentado no decorrer
deste trabalho, apesar do Expoente de Lyapunov de Tempo-Finito ser uma ferramenta
muito empregada em varios campos da ciéncia, como em mecanica dos fluidos e astrodi-
namica, 0 mesmo apresenta estruturas que nao estao unicamente associadas as variedades
hiperbdlicas do sistema, indicando assim estruturas que estao associadas a trajetorias
que se aproximam do centro dos primérios (i.e., que seriam assim falsos indicativos de

variedades hiperbdlicas).

Em nossa abordagem, assim como no modelo original, consideramos os primarios como
massas pontuais, o que produziu um grande nimero de condic¢oes iniciais com trajetorias
que passam proximas aos primarios. Em particular, as trajetorias que se aproximam muito
de um dos primaérios, apresentam variacoes abruptas e elevadas de velocidade, tornando
a velocidade uma variavel dominante ao se calcular comprimentos de arco associados a
trajetérias no espaco de fases. Além disso, o uso dos primérios como massa pontual
proporciona altos valores associados ao FTLE, que condizem com os falso indicativos de
LCS. Por outro lado, o cdlculo do comprimento de arco por meio da Fungao-M (norma
euclidiana) e sua variagao a Fungéo—M apresentaram-se como bons candidatos para subs-
tituicao do FTLE, evidenciando bem as regides que possuem comportamentos diferentes
uma da outra, nao apresentando nenhuma estrutura que pudesse ser considerada como
falso indicativo. O comprimento de arco mostrou-se um melhor indicador para as vari-
edades estaveis e instaveis, conforme apresentado nas Figuras 4.24, 4.26 e 4.30 quando

comparadas com as Figuras 4.11, 4.12, 4.15 e 4.16.

Além desses aspectos, outro ponto importante é a demanda computacional. Ao

considerar os mesmos conjuntos de condicoes iniciais distribuidas sobre uma grade de
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1024 x 1024, e para um mesmo intervalo de tempo, foi possivel notar que o céalculo de
comprimento de arco, sendo com a Fun¢ao-M ou com M, é muitissimo mais rapido do que
comparado ao FTLE. Pode-se citar como exemplo, a Figura 4.12 (¢) que necessitou de um
tempo computacional de 2700 minutos, o que corresponde a 45 horas. Diferentemente das
Figuras 4.24 (c) e 4.25 (c), que calcularam o campo em 766 minutos, ou aproximadamente
12 horas e 46 minutos. Monitorou-se o tempo de execucao de todas as figuras produziras
neste trabalho com o comando time diretamente no terminal do Linuzx, e pode perceber
que a Funcao-M, bem como M, é a0 menos 3 vezes mais rapida em sua execucao do que
o FTLE. Vale ressaltar que nao encontramos nenhum outro trabalho na literatura que

fizesse uso da Funcao-M ou M para a deteccao de variedades no problema de trés corpos.

Uma das possibilidades de extensao do presente trabalho é a investigacao de métodos
de extracao dos contornos do gradiente dos campos do FTLE, Funcao-M e M de modo
a nao apresentar descontinuidade. Outra possibilidade, pode ser a implementacao de
modelos mais realistas, de tal forma a considerar o caso do Problema de Trés Corpos
Espacial, i.e., tridimensional, além de introduzir outros tipos de pertubagcoes no sistema

para se entender melhor o papel das LCS em problemas de muitos corpos.
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