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Resumo

Nesta tese, analisamos duas abordagens distintas da gravidade modificada no contexto
teleparalelo. Primeiramente, investigamos extensoes de segunda ordem dessas teorias
como teorias de gauge para o grupo de translacao, utilizando a abordagem de Utiyama.
Demonstramos que é possivel incluir termos de derivada de segunda ordem na Lagrangiana
do potencial de gauge, preservando a invariancia de gauge e difeomorfismo. Introduzimos
um novo objeto necessario para essa preservacao, a partir do qual obtemos quatorze
invariantes independentes. Esses invariantes levam a equagoes lineares na quarta derivada
do campo das tetradas. Analisamos um exemplo especifico com um desses invariantes
e avaliamos o limite de campo fraco, mostrando que o potencial gravitacional efetivo
combina os potenciais de Newton e Yukawa. Em seguida, no contexto da gravidade
teleparalela modificada, analisamos a equivaléncia entre teorias escalares-multitensoriais e
teorias geométricas do tipo f (T, B, V, T,V ,B), onde T e B representam, respectivamente,
o escalar de torcao o escalar do termo de superficie. Realizamos essa andlise nos frames
de Jordan e Einstein. No frame de Einstein, discutimos dois casos distintos, focando no
papel dos termos de superficie. Verificamos a equivaléncia entre as abordagens geométrica
e escalare-multitensoriais para sistemas regulares, que apresentam uma matriz Hessiana
regular. Apresentamos um exemplo e realizamos a anélise do problema de Cauchy para

as diferentes abordagens.



Abstract

In this thesis, we analyze two distinct approaches to modified gravity in the teleparallel
context. First, we investigate second-order extensions of these theories as gauge theories
for the translation group, using Utiyama’s approach. We demonstrate that it is possible to
include second-order derivative terms in the Lagrangian of the gauge potential while pre-
serving gauge and diffeomorphism invariance. We introduce a new object necessary for this
preservation, from which we obtain fourteen independent invariants. These invariants lead
to equations that are linear in the fourth derivative of the tetrad field. We analyze a spe-
cific example with one of these invariants and evaluate the weak field limit, showing that
the effective gravitational potential combines the Newton and Yukawa potentials. Next,
in the context of modified teleparallel gravity, we analyze the equivalence between scalar-
multi-tensor theories and geometrical theories of the type f (7, B,V,T,V,B), where T
and B represent, respectively, the torsion scalar and the boundary term scalar. We con-
duct this analysis in the Jordan and Einstein frames. In the Einstein frame, we discuss
two distinct cases, focusing on the role of boundary terms. We verify the equivalence
between the geometrical and scalar-multi-tensor approaches for regular systems, which
present a regular Hessian matrix. We present an example and perform the analysis of the

Cauchy problem for the different approaches.
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1 Introducao

Sabemos que, mesmo diante de uma teoria da gravitacao tao elegante quanto a Re-
latividade Geral de Einstein (GR), existem ainda questoes tanto tedricas quanto feno-
moldgicas, como a expansao acelerada do Universo, as curvas de rotacao de galaxias e a
quantizagao da GR que carecem de respostas mais conclusivas (BERTONE; HOOPER, 2018;
CALDWELL; KAMIONKOWSKI, 2009; ASTIER et al., 2006; RIESS et al., 2004; STELLE, 1977).

A busca por essas respostas tem levado a pesquisa nessa area por alguns caminhos.

Dado o sucesso de suas predi¢oes ao longo dos anos junto a recente deteccao de ondas
gravitacionais e resultados em observacao de buracos negros, parte da comunidade cien-
tifica propoe manter a formulagao da GR e reconsiderar apenas o conteido de matéria.
Uma das principais propostas em relacao a conteiido de matéria é a conjectura do “setor
escuro”, constituido por matéria e energia escura, ou seja, matéria nao ordindria, que
juntos devem corresponder a 95% do conteido de energia-matéria do Universo (SLOSAR
et al., 2019; HUTERER; SHAFER, 2017; LANGLOIS, 2019; KASE; TSUJIKAWA, 2019; FINCH;
SAID, 2018; MOTTA et al., 2021; RAHAMAN et al., 2014; BERTONE; TAIT, 2018; I0CCO et
al., 2015; CLOWE et al., 2006; BRAX, 2017). Dentro deste contexto o modelo ACDM
(constante cosmoldgica e matéria escura fria) é o atual modelo vigente. Nesta proposta,
acredita-se que a matéria escura permeia o universo, concentrando-se em torno de galaxias
e aglomerados, o que explicaria fendmenos como as curvas de rotacao. Enquanto isso, a
energia escura assume o papel de agente césmico, que possui uma pressao negativa e im-
pulsiona a aceleracao do Universo. Uma caracteristica um pouco questionavel a respeito
da matéria e energia escura é que estes entes mesmo atuando como fonte gravitacional,
supostamente nao interageriam com a radiacao o que dificulta a sua deteccao. De fato,
apesar dos esforcos dos fisicos de particulas, os tnicos indicadores de sua potencial exis-
téncia estao confinados apenas aos efeitos gravitacionais. Além dessa questao, o modelo
também traz consigo alguns problemas que precisam de maior aten¢ao (FREEDMAN, 2021;
MELIA, 2023; LANGE et al., 2019). Outro ponto importante a se mencionar sobre o modelo
ACDM ¢é que, do ponto de vista tedrico, este nao apresenta solugoes para algumas ques-
toes como o aparecimento de singularidades no espaco-tempo da GR, ou a dificuldade na

renormalizacao da gravitacao.

Constatacoes como as citadas levantam a questao se esses efeitos gravitacionais nao
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poderiam ser explicados por modificagoes na teoria subjacente da gravidade, ao invés de
considerar tais entidades desconhecidas. Nessa perspectiva, surge a proposta de modifi-
car a gravidade alterando o conteido geométrico das equagoes de campo. Nesse tipo de
abordagem ha uma gama de possibilidades para modificacoes. Uma dessas possibilida-
des é manter a variedade subjacente da Relatividade Geral (a variedade de Riemann),
onde o tensor métrico g,, ¢ o campo fundamental, e modificar o Lagrangiano gravitacio-
nal. Essas modificagoes vao desde considerar uma dependéncia funcional do Lagrangiano
com os tensores de Riemann, Ricci ou Weyl, e eventualmente suas derivadas até a uma
extensao minima como substituir o escalar de curvatura R por uma fungao f (R) (NO-
JIRI; ODINTSOV, 2011; NOJIRI et al., 2017; CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011; AFONSO et
al., 2018; ABRAMO et al., 2010; SOTIRIOU; FARAONI, 2010; STAROBINSKY, 1980; SHAHID-
SALESS, 1987; SOTIRIOU; LIBERATI, 2007; OLMO, 2011; PUCHEU et al., 2016a; PUCHEU et
al., 2016b; NOVELLO et al., 2013; BITTENCOURT et al., 2014; BITTENCOURT et al., 2016;
BERGLIAFFA, 2006; BERGLIAFFA; NUNES, 2011; FABRIS et al., 2012; RODRIGUES et al.,
2016; MIRANDA et al., 2017; LOPES et al., 2018; RINALDI et al., 2014; CALZA et al., 2018;
BISWAS; TALAGANIS, 2015; BISWAS et al., 2017; MODESTO et al., 2018; SHAPIRO, 2015;
ACCIOLY et al., 2017; MODESTO; SHAPIRO, 2016; SALLES; SHAPIRO, 2014; DECANINI; FO-
LACCI, 2007; CUZINATTO et al., 2008; CUZINATTO et al., 2011; CUZINATTO et al., 2015;
WANDS, 1994; CUZINATTO et al., 2016; CUZINATTO et al., 2019; CUZINATTO et al., 2019;
CASTELLANOS et al., 2018; MYRZAKULOV et al., 2013).

Além das possibilidades citadas podemos também construir uma teoria em uma varie-
dade nao-riemanniana. Varios modelos foram analisados na variedade de Riemann-Cartan
(NASCIMENTO et al., 2022; BENISTY et al., 2018; ALDROVANDI; PEREIRA, 2012; SABBATA;
GASPERINI, 1986), na variedade de Lyra e outros (CUZINATTO et al., 2021; CASANA et al.,
2007). Esta é a linha de raciocinio que exploraremos aqui. Em particular, estamos interes-
sados em analisar teorias construidas na variedade de Weitzenbock, as chamadas teorias

teleparalelas da gravidade, onde a tetrada e”, desempenha o papel de campo fundamental.

Na variedade de Weitzenbock, a curvatura é nula e a gravitacao se manifesta por meio
da torcao do espaco-tempo. A teoria mais conhecida na variedade de Weitzenbock é a
Equivalente Teleparalela da Relatividade Geral (TEGR), que, como o nome sugere, é equi-
valente em muitos aspectos & GR (ARCOS; PEREIRA, 2004; ALDROVANDI; PEREIRA, 2012;
KRSSAK et al., 2019; HAYASHI; SHIRAFUJI, 1979a; MALUF, 1994; MALUF; ROCHA-NETO,
1999; MALUF; ROCHA-NETO, 2001; PIMENTEL et al., 2005). Enquanto na GR o argumento
da integral de acao é o escalar de curvatura, no TEGR o argumento é o escalar de tor-
¢ao (T'), um objeto que é definido como uma combinagao linear de todos os invariantes
quadraticos independentes construidos com o tensor de torcao. De maneira semelhante
ao que ¢ feito na variedade de Riemann, também sao propostas teorias modificadas com

a substituicao do argumento da acao integral por uma funcao arbitraria da torcao esca-
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lar, T — f(T) (TAMANINT; BOEHMER, 2012; KRSSAK et al., 2019; KRSSAK; SARIDAKIS,
2016; TAMANINL; BOHMER, 2015; VILHENA et al., 2023). Embora exista equivaléncia entre
TEGR e a GR, 0 mesmo nao acontece quando consideramos extensoes como f (R) e f (T).
A razao reside no fato de que a equivaléncia entre GR e TEGR ¢é verificada por meio de
uma comparacao das respectivas Lagrangianas, a saber, R = —T + B, que diferem por
um termo de superficie (B), que por sua vez é negligenciado ao considerarmos condigoes
iniciais especificas, como a variacao nula do campo na superficie. No entanto, esse termo
de superficie carrega as derivadas de segunda ordem do campo de tetrada. Como con-
sequéncia, enquanto em teorias f (R) sdo obtidas equagdes de quarta ordem, em teorias
f (T) apenas equagoes de campo de segunda ordem emergem (KRSSAK; SARIDAKIS, 2016).

Dito isso, além da formulagao do ponto de vista puramente geométrico, podemos
abordar teorias gravitacionais como teorias de campo, na qual a presenca de termos de
derivadas superiores é notavel, pois podem ser usados para regularizar algumas divergén-
cias que aparecem nas versoes quanticas das teorias. Eles sao de particular interesse no
que diz respeito a gravidade quantica, especialmente no contexto de teorias efetivas. A
auséncia de derivadas superiores nas extensoes f (7') nos motiva a procurar outras modi-
ficagcoes do TEGR envolvendo a segunda derivada da tetrada, para que toda a maquinaria
das teorias de ordem superior e efetivas também possa ser implementada na gravidade

teleparalela.

Uma tentativa nesse sentido foi feita por teorias f (7, B) (WRIGHT, 2016; BAHAMONDE
et al., 2020; FARRUGIA et al., 2020). Uma considera¢ao importante ao propor modifica¢oes
ao TEGR é o fato de que a teoria teleparalela pode ser considerada como uma teoria de

gauge para o grupo de translacao.

A abordagem de gauge para uma teoria de segunda ordem geral foi explorada em (CU-
ZINATTO et al., 2007) e sua aplicacao ao grupo de Lorentz foi feita em (CUZINATTO et al.,
2011). Em ambos os casos, os célculos foram baseados na abordagem de Utiyama para a
teoria de gauge (UTTYAMA, 1956a). Uma grande vantagem dessa metodologia reside no
fato de que as estruturas invariantes/covariantes de gauge que sdo usadas na teoria de
gauge (por exemplo, derivada covariante, forga do campo) emergem naturalmente como
solugoes de um conjunto de equagoes que a Lagrangiana deve obedecer para garantir a
invariancia de gauge da teoria. Dessa forma, no procedimento de Utiyama, as estruturas
nao sao adivinhadas - elas sao derivadas de equactes. A partir dessa perspectiva, enten-
demos que a abordagem de Utiyama é uma das ferramentas mais apropriadas a serem

usadas ao lidar com qualquer tipo de extensao de teorias de gauge.

Retomando a ordem da teoria, fica claro que, para formular uma teoria de méaxima
generalidade, torna-se imperativo considerar todos os invariantes relevantes. Na verdade,
B constitui um invariante de ordem superior nas derivadas dos campos de tetradas, e

permanece independente das derivadas da torcao escalar 7. Tipicamente, como dito
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anteriormente, o significado fisico de B é negligenciado quando escolhemos ignora-lo com
base em condigoes iniciais especificas, como a variagao nula do campo na superficie, porém

essas condigoes nem sempre serao verdadeiras, como indicado em (OSHITA; WU, 2017).

Uma outra questao importante em se mencionar em teorias de teleparalelismo modi-
ficadas é a determinagao de seus graus de liberdade dinamicos (d.d.o.f.). Como discutido
em Ref. (FERRARO; GUZMAN, 2018b; BLAGOJEVIC; NESTER, 2020; GOLOVNEV; GUZ-
MAN, 2021; GOLOVNEV; GUZMAN, 2020), existem diferentes pontos de vista sobre essa
questao, mostrando que nao é uma tarefa trivial devido a invariancia de Lorentz global
existente nessas teorias. A andlise dos d.d.o.f. pode ser feita por diferentes abordagens,
por exemplo, por meio da anélise do problema de Cauchy (MORALES; SANTILLAN, 2019;
SABBATA; GASPERINI, 1986; POMPEIA, 2021), pela determinagao da estrutura hamiltoni-
ana e seus vinculos (MALUF, 1994; MALUF; ROCHA-NETO, 1999; MALUF; ROCHA-NETO,
2001; BLAGOJEVIC; NIKOLIC, 2000; BLAGOJEVIC; NESTER, 2020; FERRARO; GUZMAN,
2018a; FERRARO; GUZMAN, 2018b), via formalismo de Hamilton-Jacobi (PIMENTEL et al.,
2003; PIMENTEL et al., 2005; BERTIN et al., 2010; BERTIN et al., 2008) e assim por diante.
Em qualquer uma dessas abordagens, reformular a teoria nos frames de Jordan e Einstein

pode ser muito util.

Teorias nos frames de Jordan e Einstein pertencem a categoria de teorias escalares-
tensoriais, que podem ser interpretadas como variantes das teorias de Brans-Dicke. Essa
extensao surge da inclusao de campos auxiliares, expandindo o conceito original da teoria
de Brans-Dicke. O uso desse tipo de teoria pode resultar em uma andélise simplificada dos
d.d.o.f. e tornéd-la mais compreensivel. Isso ocorre porque na transicao do referencial geo-
métrico para os referenciais de Jordan e Einstein, sao introduzidas varidveis auxiliares, de
modo que a ordem da derivada da teoria possa ser reduzida. Claro, hd um preco a ser pago:
Os graus de liberdade auxiliares exigem equagoes de campo proprias - o resultado final é
um conjunto de equagoes de campo acopladas que sao em numero maior do que aquelas
no frame geométrico (CUZINATTO et al., 2016; CUZINATTO et al., 2019; POMPEIA, 2021).
Mas essa nao ¢ a unica questao, a transicao do frame de Jordan para o frame de Einstein
no espago-tempo de Weitzenbock é realizada por meio de uma transformacao conforme do
campo de tetrada. Neste procedimento, a teoria tipo escalar-tensorial obtida no frame de
Jordan é mapeada em uma teoria tipo TEGR com um tensor de energia-momento efetivo
no frame de Einstein. A estrutura das equagoes de campo em cada caso é diferente e
isso ¢ refletido na dinamica dos campos em cada abordagem, o que lanca duvidas sobre
a existéncia da transformacao inversa. Isso levanta a questao da (in)equivaléncia entre os
dois frames, em particular, sobre qual deles é o frame “fisico”(RINALDI, 2018; BHADRA
et al., 2007, YANG, 2011; HOHMANN, 2018; WRIGHT, 2016). J4 adiantamos que, aqui,
nao fornecemos uma resposta para essa pergunta, mas realizamos a analise em ambos os

frames em ordem e apontamos as caracteristicas de cada um deles.
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Na presente tese apresentamos duas propostas dentro do estudo das teorias telepara-
lelas. A primeira é a proposicao das teorias teleparalelas de ordem superior como teorias

de gauge. E a segunda, é o estudo das versoes escalares-tensoriais.

Para isso, no capitulo 2, estudamos as teorias teleparelas na variedade de Weitzenbock
junto ao equivalente teleparalelo da Relatividade Geral e também o campo fundamental
destas teorias, a tetrada. No capitulo 3, apresentamos a formulacao de uma teoria de
gauge através da metodologia de Utiyama, e como essa metodologia é aplicada ao grupo
de translagao. Além disso, assumimos que a Lagrangiana do campo livre nao possui de-
pendéncia apenas no campo de gauge e sua primeira derivada, como proposto inicialmente
por Utiyama, o que nos conduz a um numero de invariantes de ordem superior. Vere-
mos um exemplo destes invariantes sendo aplicado. No capitulo 4, abordamos as teorias
escalares-tensoriais no contexto dos frames de Jordan e Einstein para as teoria Telepara-
lelas de ordem superior. No capitulo 5, apresentamos as consideragoes finais a respeito do
trabalho.



2 Gravitacao Teleparelela e a Variedade
de Weitzenbock

Neste capitulo nosso principal objetivo é estudar as teorias teleparalelas da gravitacao
formuladas na variedade de Weitzenbock. Para isto, na secao 2.1, apresentamos as nogoes
bésicas sobre variedades e como a escolha de uma variedade implica em uma teoria de gra-
vitagao diferente. Apresentamos também o formalismo de tetradas, campo fundamental
utilizado em nossa variedade de interesse. Na secao 2.3 abordamos a gravitacao telepa-
ralela na variedade de Weitzenbock junto a construcao de um equivalente a Relatividade

Geral nesta variedade.

2.1 Gravitacao Teleparelela

Ao formularmos uma teoria de gravitagao, do ponto de vista geométrico, é necessario
escolhermos o palco no qual esta sera desenvolvida. O palco em questao se trata de
uma variedade diferencidvel M, munida de uma métrica g, com componentes g, € uma
conexao I',. Propriedades como, curvatura, torgao e condi¢ao de metricidade sao todas

propriedades da conexao. Veja,
re, =N, + {0} +KS,. (2.1)

Na equacao acima podemos observar a representagao irredutivel da conexao, os objetos
que aparecem em (2.1) sdao nomeados tensor de deformidade, N, tensor de contorgao,
K¢, e simbolo de Christoffel, {Z‘V} Por definigao

pv?

N?W = % (QMCVY o wa o Qvau) )
(i} = 39% (Ougus + 0ug5u — Oag)
K(ZV = % [TV/? - Tla/,LL - T,uazz] ’
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onde

Qa;w = vOég,UJM
0, = T, —T%

pv

sao nomeados tensor de nao-metricidade e tensor de tor¢ao. Como pode ser visto, Quuw
esta diretamente relacionado a condigao de metricidade, enquanto 7%, sendo a torgao,
é definido pela parte antissimétrica da conexao. A variedade que preserva todas estas

propriedades é nomeada “variedade afim”.

Impor nulidade a uma das propriedades citadas nos conduz a geometrias distintas, por
exemplo, na variedade Riemanniana a conexao do espaco-tempo é equivalente ao simbolo
de Christofel, I'?, = ZV}, uma vez que é valida a condicao de metricidade nula e nao ha
torcao, e isto torna a conexao simétrica. No entanto, independentemente da conexao ser
simétrica ou nao, a curvatura do espaco-tempo € definida como

A A A o A o A
R, =0, —0,I), +17 ', —T7 17,
e é importante ter em mente que impor curvatura nula nao é o mesmo que anular o simbolo

de Christoffel; veremos isso melhor mais a frente. Alguns outros exemplos de variedades

podem ser vistos na figura 2.1.

Variedade Afim
re, =No+ {5} +K;

v
O.cx;w = Gu0a
R, #0
%, =0

Riemann Cartan
sz = {zu} + KA(ZV

Riemann Weitzenbock Teoria Simétrica
1qzél/ = zl/} I‘Ile = {ﬁ’/} +Kl(:'/ Fglx = Nal/ + {ftw}

=% 0,e,

FIGURA 2.1 — Alguns exemplos de variedades diferencidveis emergentes da variedade afim

Em algumas variedades diferenciaveis, a geometria é comumente estudada através de

um outro campo, nomeado campo de tetradas €, e por isso faremos uma apresentagao
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deste campo. Mas antes, gostariamos de salientar que existe uma andalise matematica

muito mais criteriosa, na qual deve-se levar em conta a topologia global da variedade bem
como algumas condigoes especificas (ISHAM, 1978). No entanto, para o que propomos

aqui, consideraremos que nossa variedade obedece aos requisitos mencionados.

2.2 Formalismo de tetradas

Como mencionado anteriormente, algumas variedades tém como campo fundamental a
tetrada. O formalismo de tetradas foi introduzido por Einstein (EINSTEIN, 1928), em 1928,
na tentativa de unificar gravitacao e eletromagnetismo. De forma genérica, podemos dizer
que o campo de tetradas é um campo que conecta dois espacos. Contudo, a aplicacao desse
formalismo mostrou-se util nao apenas para conectar espacos distintos, mas também para
descrever objetos como os espinores em espagos curvos (O'RAIFEARTAIGH, 1997; WIGNER,
1929; WEYL, 1929). A seguir, fazemos uma apresentagdo um pouco mais detalhada do

formalismo.

Assumimos que um espaco-tempo genérico é uma variedade diferenciavel de 4 dimen-
soes, indicada como R*!. E que, o espaco tangente definido em cada ponto do espaco-

tempo é um espago-tempo de Minkowski, cuja métrica de Lorentz assume a assinatura

Nab = dZCI,g (_7 =+, +, +) . (22)

Para que nao haja confusao entre os espacos, escolhemos os indices latinos para que
estejam relacionados as coordenadas do espaco tangente (com excegdo de i,7 e k que
serao reservados para indices espaciais), enquanto os indices gregos para que estejam
relacionados ao espaco-tempo. Consequentemente, as coordenadas do espaco-tempo serao
denotadas por z*, enquanto as coordenadas do espaco tangente serao denotadas por x®.

Tais sistemas de coordenadas determinam, em seus dominios, bases locais para campos

vetoriais,
0 0
= — = , 2.
Ou Dt © 0 Ox? (2:3)
e campos covetoriais,
dxz" e dx“. (2.4)
Essas bases sao duais, de forma que
dxz"0, =) e dx"0, = 9} (2.5)

Nos respectivos dominios de definicao, qualquer vetor ou covetor pode ser expresso

em termos dessas bases, que além disso podem ser estendidas pelo produto direto para
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constituir bases para campos tensoriais gerais de qualquer ordem, como veremos mais

adiante.

Considerando as métricas g (espago-tempo) e Minkowski 7 (espaco tangente), com

componentes g3 € 1,, em uma base dual holonoma,
g = gagdxadxﬁ, n= nabdx“d:vb, (2.6)
¢é possivel relacionar g e n através de uma base linear,
Nap = gageaaeb’g, (2.7)
a qual denominamos tetradas,

€a = €40y, €= e da" (2.8)

Segundo o teorema de Helmholtz, podemos decompor este campo em uma parte holo-
noma e uma parte nao holonoma. A parte nao holonoma da tetrada é parte que carrega a
gravitacao. Enquanto a parte holonoma também conhecida como tetrada trivial hbﬁ pode
ser entendida como uma base de mudanca de coordenadas. Veja, se o espago-tempo e
o tangente sao ambos definidos como um espago-tempo de Minkowski descritos por uma
métrica 7, com componentes 1,5 € 745, podemos relacionar estes dois espagos através da

expressao
Nab = Ua/ghaahbﬁ. (29)

~ . b b
Pela relacao acima podemos ver que, para este caso, e, — h’,.

Como estamos falando em uma teoria de gravitacao iremos nos ater a tetrada nao
trivial €®. Notem que ao fixarmos o indice grego u, a tetrada e, representard um vetor
sob transformacoes de Lorentz no espago tangente. Dessa forma, podemos utilizar a
métrica de Minkowski para levantar e abaixar os indices latinos. No entanto, se fixarmos
o indice latino, a, teremos um vetor sob transformacoes gerais de coordenadas no espaco-
tempo de mundo. Além disso, por constituir uma base desta variedade, a tetrada pode
ser utilizada para decompor vetores e tensores, como podemos ver no exemplo abaixo.

Decomposicao de um tensor de ordem n,
v a b n
Top.o = [Tu.peley ...ef]ees. . e, (2.10)
Da equagao acima sob a validade de (2.9), segue a relagao

Jap = nabeaaebﬁ. (2.11)



CAPITULO 2. GRAVITACAO TELEPARELELA E A VARIEDADE DE
WEITZENBOCK 23

Dos resultados das Egs. (2.9) e (2.11) fica claro que, ao escolhermos um determinado

conjunto de tetradas, determinamos univocamente uma métrica. No entanto, o contra-
rio nao é possivel, uma vez que a determinacao da tetrada também estd relacionada as
transformagoes de Lorentz no espago tangente (O’'RAIFEARTAIGH, 1997; ISHAM, 1978;
ALDROVANDI et al., 2003).

Voltando para (2.10), ainda podemos extrair algumas informagoes desta equagao. Note
que a propriedade da tetrada de representar um invariante por transformacoes locais de
Lorentz ou transformacoes gerais de coordenadas dependendo do indice fixado, se extende
a objetos do espaco-tempo de mundo, uma vez que sao contraidos com tetradas. Vejamos,

0 objeto a seguir

_ v p
Tab...n — T,u,u...pea €p €y,

¢ um escalar sob transformagoes gerais de coordenadas no espago-tempo, mas passa a ser
um tensor sob transformagoes de Lorentz no espaco tangente. O contrario pode ser obtido

pela ortogonalidade das tetradas

T,

a b
pv...p — dab..n€ #e v €,.

B}

A partir dos referidos exemplos fica evidenciada a propriedade da tetrada em converter
objetos do espaco-tempo para o espaco tangente, e vice-versa. Outra informacao impor-
tante é que um escalar sob transformacoes gerais de coordenadas também serd um escalar

sob transformacoes de Lorentz:
A Bt = ¢ e A, B, = A,B".

No entanto, se considerarmos a derivada espaco-temporal de mundo de um vetor de Lo-
rentz no tangente, d, A* (x), e realizarmos uma transformacao de Lorentz sobre o referido
objeto, (9,A% (z))’, este ndo serd um vetor sob transformagoes de Lorentz. Mas por que
isto acontece se o indice grego faz referéncia apenas a variedade espago-temporal? Bom,
a resposta é um tanto quanto simples, isto se deve ao fato da transformacgao de Lorentz
depender do ponto do espaco-tempo. Dessa forma, faz-se necessaria uma derivada no
espago-tempo que seja covariante por transformacgoes de Lorentz no espago tangente. As-
sim como a derivada covariante para o espaco-tempo de mundo, a derivada covariante para
0 espaco tangente deve conter um termo de conexao, como pode ser visto na expressao

abaixo
DA (z) = 0,A% (x) + &, (2) A® (2) . (2.12)
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Esta conexao, nomeada conexao de spin deve possuir a seguinte lei de transformacao

B = NG (@) A ()80 — Ay (2) (9,05 (@), (2.13)

que garantira a covariancia desta derivada. Para um objeto que representa um vetor tanto
no espago-tempo de mundo quanto no espaco tangente, ou seja, possui indices gregos e
latinos, A7, E necessédrio considerarmos uma derivada covariante total que leve em conta
nao apenas as variagoes devido as transformacgoes de Lorentz no espacgo tangente, mas
também as ocasionadas pelo transporte paralelo no espago-tempo de mundo. Assim, uma

derivada covariante total deve incorporar ambas as conexoes,

~

VA

v

('1.) = aﬂAaV ([L’) - FZVAap + a),uab (.CC) Abl/ (.CE) :
Note que, a derivada covariante total também pode ser expressa como
@MAGV (l’) = VﬂAaI/ (.ZE) + wuab (l’) Abl/ (l’) = D#Aal/ (IE) - F;pu/Aap

Da equagao acima podemos concluir que a derivada total é covariante tanto pelas trans-
formacoes gerais de coordenadas quanto pelas trasnformagoes de Lorentz. E isso é valido
para qualquer tensor, logo,

Ve (x) = 9,e°

v

(z) + @ () e () —T* e

2.3 Geometrida da Variedade de Weitzenbock

A variedade de Riemann-Cartan é uma variedade que possui curvatura e torcao, mas
condicao de nao-metricidade nula, V,g., = 0. Em relacao a tetrada, ¢ imposto que sua
derivada total se anule,

V,.e4, (z) = 0. (2.14)

Esta condi¢ao, junto a V,g., = 0, implica em uma conexao de spin antisimétrica,
@ (ab) (x) = 0, como podemos ver a seguir,

. . b
VoG = €,V plap

= —26auebud)p(ab) = 0.

E nos fornece a relagao entre conexao de espaco-tempo, conexao de spin, tetradas e
suas derivadas,

I0,e, = 0., () + w2 (x) e, (x).
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No entanto, estamos interessados na variedade de Weitzenbock (WEITZENBOCK, 1928),

uma variedade que possui condicao de metricidade e curvatura nulas. Nesta variedade,
a condicao de metricidade nula pode ser enunciada através da condicao de paralelismo
absoluto

V,e5, (x) = 0. (2.15)

Esta condigao garante que as tetradas e? (z) s@o transportadas paralelamente ao longo
de toda a variedade de espaco-tempo. Além disso, estabelece um vinculo entre a conexao

e as derivadas da tetrada.

a v

I, =el0uc,. (2.16)

A conexao do espaco-tempo, expressa em termos das tetradas e suas derivadas, nomea-
mos conexao de Weitzenbock. Diferentemente da variedade de Riemann-Cartan, quando
admitimos a validade da Eq. (2.14), ndo obtemos uma conexao de spin antissimétrica,

mas sim uma conexao de spin nula, @, = 0.

Outro ponto importante é que, na variedade de Weitzenbock, os comutadores das

derivadas covariantes sao respectivamente

[VIH vl/] ¢ (Pllj,u, - Pﬁu) ap¢7
[v/ﬂ V.] 93

(2.17)
(Fgu o FZV) Vp9s-

Como mencionado anteriormente, a parte antissimétrica da conexao do espago-tempo é

reconhecida como torgao, logo,

[V/u vu] ¢ = Tﬁ;ﬁp@
[V;u V,,] ¢ﬂ = TPWVP¢5.

(2.18)

2.3.1 Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral na Variedade de
Weitzenbo6ck

Assim como na Relatividade Geral, na qual a interacao gravitacional se da como
consequéncia da curvatura, poderiamos pensar em uma teoria que tivesse a tor¢cao como
ente geométrico responsavel pela manifestacao gravitacional. Dessa forma, nossa teoria
teria como base nao a variedade Riemanniana, mas sim a variedade de Weitzenbock W),
(WEITZENBOCK, 1928). Ao propormos uma nova formulagao para teoria de gravitacao,
devemos fazer de tal forma que esta proposta reproduza com sucesso todos os resultados ja
obtidos pela GR, além de dar conta das limitacoes desta. Nesse sentido, quando propomos
teorias na variedade de Weitzenbock, espera-se que exista ao menos uma equivalente a
GR. A teoria da gravitagao na variedade de Weitzenbock equivalente a GR é comumente

referida como Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (TEGR), ou simplesmente
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Teleparalelismo, e foi desenvolvida ao longo das décadas de 60 e 70 do século (HAYASHI;
SHIRAFUJI, 1979b).

Como dito anteriormente, a geometria da variedade de Weitzenbock ¢é estudada através

dos campos de tetradas e é este o campo fundamental da TEGR, ou seja, sao as tetradas
que possuem carater dinamico. Comecaremos entao, com o principio variacional para
obter as equagoes de campo e a prescricao do acoplamento minimo para a interacao entre
os campos de matéria e a gravitacao. Mas antes disso, primeiro precisamos definir uma
densidade lagrangiana para o campo gravitacional e para isso precisamos escolher um
invariante. Na GR temos como invariante o escalar de Ricci, que é obtido através da
saturagao dos indices do tensor de curvatura R = g"’ R, 7, , no entanto o mesmo nao ¢
possivel com a tor¢ao T%),, pois como podemos observar o nimero de indices da Torgao é

impar.

Uma possibilidade ¢ partirmos de uma forma anéloga a densidade lagrangiana proposta

pela Relatividade Geral,
1 1
EGR==—§;v—gRCHJ—+£w==—§;v—yR(F) (2.19)

no qual g = detg,,, R({}) é o escalar de curvatura referente a variedade Riemanniana
e R(I') é o escalar de curvatura referente a a variedade de Weitzenbock.. Na variedade
de Weitzenbock, sabemos que a conexao do espaco-tempo 2.1 se reduz a Christofell mais
contorcao,

re, ={o,}+KS,. (2.20)

Substituindo 2.20 em 2.19

V=gR () = Y 0u {0} — 0 {au}+{ st Lont = {s} {0 u}
+0,K,0 — 0.K,0 — {3V K,P K8 {8+ {3 K
+ K5 {0+ K 5K, —KSK]. (2.21)

Observe que os termos na primeira linha da Eq. 2.21 podem ser identificados como
o tensor de Ricci da Relatividade Geral'. Depois de algumas manipulacoes algébricas,
sendo \/—g = e = det e, obtemos

R({}) =e[B-T]

Ry (1) = 0a {80} = 00 {83 + {85 } {0 = {2} {2}
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2
B=2(V,-T,)T" =20, (eT"), (2.22)
(&
¢ 1 1
— v 5] v v
T = fyjﬁ—éTwﬁg—Tﬂ,, (2.23)
T, =T,

O escalar de torsao T também pode ser expresso através do produto

T=x,"TV, (2.24)

onde ¥ 5” = =¥ ;% é nomeado superpotencial de torcio,
Zuy—l T/ +ThY — T ! L OFTH — ohT” 2.25
7= g (T + T =T + 5 (057" — 95T7) . (2.25)

Como podemos observar em 2.22, B é um divergente e quando integrado na acao, sua
contribuicao como termo de superficie sera nula em relagao as equacoes de campo. Dessa

forma, a densidade lagrangiana do equivalente teleparalelo é asumido como,

eR({}) = eT'(T).

S = /d%eT,

4
E,f“ _ _aa (6Zaaa) + 420paTapa _ egT =0, (2.26)
(&

A variacao da acao integral,

nos conduz as equagoes de campo,

que devem ser equivalentes as equacoes de campo obtidades na variedade Riemanniana.



3 Teleparalelismo como uma teoria de

gauge de segunda ordem

No capitulo anterior, vimos a formulacao de uma teoria gravitacional do ponto de vista
puramente geométrico, agora utilizaremos uma abordagem de teoria de gauge. Embora
hajam muitos trabalhos nesse segmento (teoria de gauge), até onde os autores sabem,
nao ha abordagem na literatura que analise teorias teleparalelas de ordem superior como
teorias de gauge a partir de principios basicos. Esse é o principal objetivo deste capitulo,
onde teorias teleparalelas de segunda ordem sao construidas por meio da metodologia
proposta por Utiyama. Na Secao 3.1, revisamos brevemente a teoria de gauge conforme
proposta por Utiyama, partindo de uma transformagao de campo de matéria infinitesimal
genérica sob um grupo de Lie geral. Em seguida, particularizamos os resultados para
o grupo de translagao. Na Se¢ao 3.3, analisamos a invariancia da Lagrangiana para o
campo de gauge livre, considerando que ela pode depender de termos até a segunda
ordem da derivada do campo de gauge. Na Secao 3.3.1, avaliamos todos os invariantes
quadraticos que levam a equacoes de campo lineares na quarta derivada do campo de
gauge. Na Secao 3.3.2, analisamos um caso particular como exemplo, onde linearizamos
as equacoes de campo e obtemos o potencial gravitacional efetivo. Finalmente, na Secao

VI, as consideracoes finais sao apresentadas.

3.1 A abordagem de Utiyama

Na teoria desenvolvida por Utiyama, considera-se alguns sistemas de campos de maté-
ria, inicialmente sem interacao, que devem ser invariantes sob um determinado grupo de
transformacoes G,, dependentes de n parametros €*. Estes parametros €* nao dependem
do ponto, ou seja, sao constantes com respeito as coordenadas x. E por isso G, é dito
um grupo onde as transformacoes sao globais. Em seguida se considera um grupo mais
amplo G, no qual as transformacoes sao locais, ou seja, o parametro de transformacao
depende do ponto, €* — €* (z). Para manter-se a invariancia postulada, uma vez que a

transformacao global é um caso particular das transformagoes locais, é introduzido um
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novo campo A, que possui um tipo definido de interagao com os campos originais. E tam-

bém A, o responséavel por trazer interacao para os campos. A seguir, detalhamos melhor
todo esse processo. No entanto, caso o leitor ainda sinta a necessidade de uma referén-
cia mais detalhada acerca da metodologia desenvolvida por Utiyama, além do trabalho
original, recomendamos a referéncia (ACEVEDO et al., 2018), na qual os autores mostram
de forma bastante didatica e construtiva o passo a passo por tras do desenvolvimento da

metodologia.

3.1.1 Lagrangiana do campo de matéria

Inicialmente, consideraremos um conjunto de campos de matéria ®*(u), onde (A =

1,2,---,N) definido em uma regiao €2, cuja densidade Lagrangiana é dada por:
L = L [@4,0,04] (2), (3.1)

com a seguinte equacao de movimento,

0Ly 0Ly

754 _8“8(8H<I>A):O' (3.2)
Em seguida, postulamos que a agao integral
S [®] = /Q d*uly [@7,0,0] (), (3.3)
é invariante sob transformacoes infinitesimais globais,
P4 — @4 4 54,
004 = eI p®”, (3.4)
onde €* (a =1,2,...,n) sdo parametros infinitesimais constantes e [ (g‘) 5 Sao coeficientes

constantes. Assumiremos também o conjunto de transformagoes (3.4) como pertencendo
a um grupo de Lie GG,, dependente dos n parametros €* e com geradores [ (;4) p ha repre-
sentacdo dos campos ®4. Portanto, deve haver um conjunto de constantes independentes

. chamadas de “constantes de estrutura”, definidas com base nas relacoes de comutacao
entre os geradores

A C
Uiy I 5 = L5516 5
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Estas devem obedecer & condicao de ciclicidade!:

fanl;bfrrch—i_fcn;fnlLb—i_flnfrrlLa:O' (35)

e possuir ainda antisimetria na troca de seus indices inferiores,
c __ c
fav = —Joa- (3.6)

E a constante de estrutura a responsavel por determinar se um um grupo ¢é abeliano
ou nao. Um grupo ¢ dito abeliano se f,% = 0, caso contrério, quando f,% # 0, este grupo

¢ dito nao-abeliano.

Pela invariancia postulada em S sob as transformacoes infinitesimais do campo em

qualquer dominio do espaco-tempo (2, temos:

OLu sy _OLu g (0,94) =0, (3.7)

OLm = Fpa 8 (0,04

e isto deve ser vélido para qualquer ponto do espaco-tempo, ou seja, essa relacao nao
estd relacionada ao carater do campo. Em seguida, considerando a independéncia dos

parametros €, concluimos que,

aﬁM A B aﬁM A B
Uma observacao interessante e que traz consisténcia para a teoria é que, ao fazermos

algumas manipulagoes algébricas na Eq. (3.7) podemos reescrevé-la como,
0Ly = -0 0P
M <a<1>A o) @@A))

+ 0, (%Mﬁ) = 0. (3.9)

Uma vez que sao validas as equagbes de movimento (3.2), podemos observar que uma

corrente é conservada.

aﬁM A B
[ — [
9, J" =0, Jh = a@@A)J@ L0,

Este resultado esta de acordo com o teorema de Noether.

LA condicdo 3.5 vem da identidade de Jacobi para o comutador,

[y Iwy] L)) + [[He)s L] - Iy
+ [y L) s L) =0,
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Finalizado o estudo para as transformagoes infinitesimais globais. Agora, iremos con-

siderar uma tranformagao infinitesimal local € — €*(z), ou seja, agora os parametros de

transformacao ¢* dependem das coordenadas, z*. O que nos leva a
504 = € () I3 z®°. (3.10)

Neste caso, quando tomamos a variagao da Lagrangiana de matéria e assumimos a validade
da Eq. (3.8), um termo de derivada do parametro de transformagao aparece, fazendo com

que a invariancia seja perdida,

= 1 50, (z). (3.11)

Para recuperar a invariancia de £, sob Eq.(3.10), introduzimos um novo campo A,

chamado potencial de gauge, cuja lei de transformacao é dada por
§AC, =€ f.5A°, 4 Ope”. (3.12)

Consequentemente, a lagrangiana de matéria passa a ter dependéncia com este novo

campo,
Ly [@4,0,04] — Ly [4,0,94,4%]

e sua variacao sob as transformagoes 3.10 e 3.12 resulta em

= 8£_M A B a a‘C_M A B _a a‘C_M A B a
5£M :Wl(a) B(I) € + Wf(a) Bé’u@ € + 88“@’4]((1) B(I) 8#6
aﬁM a b ¢ 8‘C_]\4 a
6A“ o fhA e +—8Aa#aue :

Considerando independéncia dos parametros €* e de suas derivadas d,€?, obtemos um

conjunto de equacgoes hierarquicas

0Ly 7 A @B 4 OL B oL b

achA[[( ) 827+ a6,8m @) o) BOu® oac Jav A =0, (3.13)
A @B OL

(a <I>A)[(a) "+ aAtnf =0.

Aqui temos uma caracteristica importante da abordagem de Utiyama. A solugao
da ultima equacao implica que a dependéncia funcional L£3; com o campo de gauge e a

derivada de ®4 ocorre apenas através da combinacao:

V.04 = 0,04 — I z@PA°,. (3.14)
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Ou seja,

Laf [04,0,0%,4%] = Ty [04,V,45

A titulo de curiosidade, o resultado em 3.14 foi obtido a partir do argumento de
d’Alembert, que se aplica da seguinte forma:

Assumimos uma fungao f (z,y) que satisfaz a

of , of _

E f4cil observar, fazendo uma simples subistituicao, que qualquer funcao diferenciavel
do tipo f(z,y) = h(y —ax) é solu¢do da equagao acima. Este tipo de metodologia
recebe o nome de argumento de d’Alembert, pois este mesmo tipo de construcao pode ser
empregado quando estudamos a equagao da onda se propagando na direc¢ao do eixo z com

velocidade v,
of 12
022 v2otz

cuja solucao envolve qualquer fungao do tipo

f(z,t) =h(zLvt).

Voltando para Eq. (3.14), esta é essencialmente a derivada covariante de ®4 sob a
transformacao do grupo. O carater covariante deste objeto é imediatamente verificado

pela sua lei de transformacao,

5 (%@A> — 4 5V, 07 (2). (3.15)

Quando usamos a derivada covariante e reescrevemos a primeira equacao em 3.13, o
que obtemos é essencialmente a Eq.(3.8), com a substituigao @LCI)A — VMCIDA. Isso mostra
que a prescricao de acoplamento minimo é consequéncia das equagoes que emergem da

hipétese de invariancia.

3.1.2 Lagrangiana do campo livre

Originalmente, assume-se que a Lagrangiana £, do campo de gauge contém até deri-

vadas de primeira ordem de A9,

DA“
= £ (3.16)

a
12 axu

La[A%,8,A%] (), a,A
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Admitimos que esta é invariante pela transformagao (3.12)

SL4 = OLA 5 pa + OLa

A5 (9,A4%) =0
0As"" 1T 9 (9, A, (0.43)

o que nos leva a,

0Ls = WA —[30.A ¢ - BA% | Op€f
o (T gty man) o (G52 s o

DL .
+ (m) 81,(9#6 =0.

Da independéncia e nao nulidade dos parametros €* e suas derivadas, d,e¢* e 0,0,€°,

obtém-se as seguintes equacoes hierarquicas

—f53A —f50,A°, = 1
aAaMbe M+a(aVAau)be8V 7 07 (3 7)
A%, =0 3.18
o4, " o (0,A1) 0= (318)
Oba | _0La _, (3.19)

0 (((LA“#) 0(0,A%)
A tltima equacao hierarquica é obtida utilizando a simetria de troca p <+ v em 0,0,,€* =

0,0,€*. Partindo da Eq. (3.19), utilizando o argumento de d’Alembert, temos que a

derivada do campo de gauge 9, A%, estd contida em 3.16 através da relacao

Ar = 0,A% - 0,A%, (3.20)

Dado que a dependéncia de £, em relagao as suas derivadas acontece através de A“[u o

La[Ae,0,4%] — £y [A9, A%, )]

(V]
¢é facil obter

0Ls 1 oL, A%,
a b a
00,4e, ~ 20A% . 99,A%

1 o, ac
“2\oay,, oA, )

] T

O fator % é considerado para compensar a dupla contagem de termos iguais. Da defini¢ao
da Eq. (3.20), verificamos a Eq. (3.19).
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A partir dos resultados obtidos acima, tomamos a liberdade de reescrever a Eq. (3.18)

COINo
oLy oL,
DA " DAC

(1,V]

f.5A° = 0. (3.21)

Resolvendo a Eq. (3.21), apds algumas manipulacoes, é possivel observar que, 9, A%,

esta contida na lagrangiana livre através do objeto
a a a 1 a b fpc b Ac
FW:(‘)HAV—&,AH—ébe(AuAV—AyA#), (3.22)
nomeado field strength ou tensor de intensidade do campo, cuja transformacao se da como

5FS, = e f4F,. (3.23)

Observagao: E verdade que, se estivéssemos considerando um grupo em particular e que

este fosse abeliano, teriamos
a a
F py A [m,v]

Apos definir este novo objeto, passamos a escrever
Ly [Aaw Aa[u,l/]} = L [Aau’ FZV] :
Podemos observar que, realmente, 5, verifica a Eq. (3.21), através de

oc, . oL,
0As " DA

[wsv]

B oL’y
oFc,

oLy
ore,

fachbl/ = fachbu + fachbV = 0.

Por 1ltimo nos resta a anédlise da Eq. (3.17) que, realizando-se substituigoes a partir

dos resultados obtidos e algumas manipulagoes algébricas, obtemos (ACEVEDO et al., 2018)

—fSF  =0.
aF(Zchb nv 0

Em termos desses novos objetos, segue a relacao de equivaléncia

La A5 0.40] = Ly [A% Al] = Lo [A% FlL ]

(V]

uma vez que sao equivalentes, suas variagoes também as sao, logo,

LA LA
6Ly = 2EAs
£a= a0 Mt gFa;

JF, = 0. (3.24)

Substituindo as variagoes das Eq’s. (3.12) e (3.23) na Eq. (3.24) e juntando a indepen-

déncia e nao nulidade dos parametros, €%, e suas derivadas, d,e* e 0,0,€%, segue que,
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oL
A2,

=0. (3.25)
Este resultado nos conduz a uma lagrangiana livre que depende apenas do seu field strength

La=L4[F]

Da equagao Eq. (3.25), podemos concluir que termos do tipo AZAg‘m2, sendo m uma
constante, nao estao presentes na Lagrangiana livre, uma vez que sua presenca viola a
invariancia de gauge. Isto nos conduz a ideia de que campos de gauge nao devem ser
massivos, ja que termos como esse sao aqueles que dao massa ao potencial de gauge. No
entando, modifica¢oes na metodologia, como apresentada em (CUZINATTO et al., 2023),

podem levar a presenca de massa no campo de gauge.

3.2 O Grupo de translacao

Nesta segao, assumimos que a integral de agdo na Eq.(3.3) é invariante sob uma trans-
formacao de translagao global. A andlise do teleparalelismo como uma teoria de gauge
para o grupo de translacao ja foi realizada anteriormente na literatura - veja, por exem-
plo, Refs. (CHO, 1976a; CHO, 1976b; ALDROVANDI; PEREIRA, 1995; KRSSAK et al., 2019).
Nossa proposta nesta secao é obter, via abordagem de Utiyama, a maioria dos resulta-
dos ja conhecidos das teorias teleparalelas (para uma boa revisdo sobre varios aspectos
relacionados a gravidade teleparalela, consulte Ref. (MALUF, 2013)). Isso sera usado
para validar a metodologia de Utiyama, que estendemos a teorias de ordem superior na

proxima secao.

Uma operacao de translagao no espaco de Minkowski é mais adequadamente caracteri-
zada em coordenadas cartesianas, o que nao é necessariamente o caso das coordenadas z*
usadas na secao anterior. Para evitar confusao daqui em diante, definimos o sistema de co-
ordenadas x%, como sendo necessariamente cartesiano e introduzimos um novo sistema de
coordenadas curvilinios u*. Para consisténcia, hd um mapa inversivel, u*(z?) <> z*(ut).
Com esses dois sistemas de coordenadas, temos a seguinte convencao: objetos rotulados
com indices latinos correspondem a quantidades expressas no sistema cartesiano x%, en-
quanto objetos com indices gregos representam quantidades no sistema de coordenadas

gerais u”. Por exemplo, considere a quantidade escalar dada pelo elemento de linha,
ds® = nabdaﬁ“dazb = gudutdu”,

Acima, 7y, = diag(— + ++) é o tensor métrico de Minkowski no sistema de coordenadas
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cartesianas e g,, = g,.(u) é o mesmo tensor descrito nas coordenadas gerais u*. Este

ultimo pode ser mapeado no primeiro, através de um conjunto de funcoes,

. _ O0z®
Wy =5 (3.26)
com inversa,
Ou*

h H(zx) = : 3.27
Hw) =t (327)

De forma que,
uw () = h, 1" s (). (3.28)

A transformacao global por translacao dos campos é caracterizada pela seguinte trans-
formacao,
% — ' = 2" + €, 504 = €64,0,07. (3.29)

E, como esperado, nos mostra que o grupo de translagao é abeliano, uma vez que seu
gerador é uma derivada ordinaria. Com essa lei de transformacao, podemos desta-
car a importancia das coordenadas cartesianas auxiliares - se tivéssemos considerado
5§94 = e64,0,9P | poderfamos ter considerado uma rotagio em vez de uma translagio se,
por exemplo, u* — 6 estivesse descrevendo uma variavel angular. Para abordar adequada-
mente o procedimento de Utiyama da segao anterior ao caso presente, devemos considerar
que o indice A, B, ... que caracteriza o campo de matéria (escalar, espinorial, vetorial, . . .)
pode ser representado em coordenadas cartesianas e gerais. Para a representacao correta
dos campos em cada sistema de coordenadas e para descrever adequadamente a variagao
da integral de agao, devemos estender a dependéncia funcional da agdo dada na Eq. (3.3)

para

S = / d*uly [0 (u), 0,27 (u), he,] .

Esse procedimento segue a mesma linha de raciocinio proposta por Utiyama ao analisar
a teoria de gauge para o grupo de Lorentz em (UTTYAMA, 1956a). O uso dos dois sistemas
de coordenadas para descrever adequadamente a transformagao global, tanto aqui quanto
no artigo de Utiyama, pode ser interpretado da seguinte forma. Embora fisicamente o
espaco-tempo descrito tanto pelas coordenadas u#, quanto z, seja 0 mesmo, matematica-
mente, podemos interpreta-los como dois espacos independentes mapeados um no outro
por h?, e h,. Esses objetos, por sua vez, desempenham o papel de tetradas mapeando
esses dois espacos distintos - essas tetradas sao compostas apenas por uma parte holo-
noma, ja que sao definidos por um gradiente. O espaco de coordenadas cartesianas, do
ponto de vista do espaco com coordenadas gerais, pode ser visto como um espac¢o “in-
terno” onde ocorre a transformacao de translacao (ou, no caso de Utiyama, de Lorentz).

Essa transformacao mapeia o espago de coordenadas cartesianas em outro espago também
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com coordenadas cartesianas e o conjunto de todos os espacos que caracterizam todas as

transformacoes possiveis pode ser interpretado como o fibrado onde a teoria de gauge é

construida.

Para consisténcia, h® deve obedecer & mesma lei de transformacao do grupo, ou seja
’ w s ) )

la 0 a a a a
h#:w(l’ +e€ (u)):hu—l-@#(—:,

0%, = B — h%, = 9" (3.30)

Note que, para a translagao global, ou seja, €* = constante, temos 0h9, = 0.

Agora tomamos a transformacgao local, pela prescricao € — € (u). A invariancia do
sistema original é perdida e a recuperamos introduzindo o campo de gauge, que para o

caso presente (grupo abeliano) é reduzido da Eq.(3.12) para:

SAC, = B¢, (3.31)

Agora reescrevemos a integral de agdo Eq. (3.3) em coordenadas curvilineas e intro-

duzimos o campo de gauge
5= / dhuy [D4 (u), 0,9 (u) e, A°,] . (3.32)
Q

Quando postulamos a invariancia para S, temos

0Ly 0Ly

A
081 = 552 0% + 55,90 (007
62]\/[ c 82]\/[ c _
+ 8hcﬂ6h#+ 8ACH6A” =0.

Usando as Egs. (3.29), (3.30) e (3.31),

5Ly = (‘%M 0,4 + %—MOMGQ©A> €

53 90,07
2V 5 =0,
(aaﬂchac T ome, * aAC) Onee =0

Da independéncia de €* e 9,€%, segue:

oL,
09,04

0Ly | 0%y _

5p0. 07 + —
0As, " Dhe,

0. (3.33)

Note que, diferentemente dos outros casos em que utilizamos o método de d’Alembert,
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a Eq. (3.33) possui trés termos e nao dois. No entanto, ainda assim podemos utilizar

esta ferramenta, para observar a dependéncia de £y com A¢,, basta combinarmos pares
dos termos da Eq. (3.33) e aplicar o método. E com isso, obtemos que a dependéncia

funcional de cada par ocorre através dos seguintes objetos:

D,®" = 9,0" — A°,0.9", (3.34)
e, = h°, — A°,. (3.35)
9,9 — h’,0.9" = 0. (3.36)

A Eq. (3.34) pode ser identificada como a derivada covariante do grupo de translagao

e pode ser reescrita de forma mais conveniente usando a Eq. (3.35):

D,®" = ¢,0.0". (3.37)

Até este ponto, consideramos os resultados obtidos apenas do ponto de vista de uma
teoria de campo. Agora comecamos a discutir como podemos interpretar os resultados
acima a partir de um ponto de vista geométrico. Enquanto a Eq. (3.34) implica que a
derivada ordindria deve ser substituida pela derivada covariante, Eq. (3.35), da mesma
forma, afirma que a tetrada holonoma deve ser substituido pela nova tetrada e‘,, que agora
possui uma parte holénoma (h¢,) e uma anolonoma (A9,). A contribuigio holonoma
é responsavel por descrever efeitos inerciais, enquanto a anolonoma é responsavel por

descrever a gravitacdo (ALDROVANDI et al., 2003).

A prescrigao h9, — €, implica que objetos em coordenadas cartesianas sdo mapeados

para coordenadas curvilineas de acordo com a nova regra:

T, (u) = eb”e“#Tba ().

Como consequéncia, a Eq. (3.28) torna-se
gl“’ - ea,uebynab . (338)

Além disso, na Eq. (3.37), se tomarmos o caso particular onde ®# é um campo vetorial,
temos:
e, D@ = 0,0" + e, 0,,e% . (3.39)

No lado direito da Eq. (3.39), identificamos a derivada covariante do grupo de transfor-
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magoes de coordenadas gerais,

V" =0,0" + 1", &, (3.40)
desde que identifiquemos a conexao espaco-tempo como
™, =e; 0., (3.41)

Essa conexao descreve um espago-tempo com tor¢ao, mas curvatura nula, uma vez que

T, (D) =T, —T"  =e) (Oue’, — 0pe) (3.42)
€
R, (T)=0,I%; —0,0%,+17,I",-T%T%,=0, (3.43)

onde T% (# 0,em geral) é o tensor de tor¢io e R, ;° (I') é o tensor de curvatura.

vup
Outro resultado importante é obtido a partir da Eq. (3.41):

Ve, =0, =T e, = 0. (3.44)

pp® v

Esta é a condicao de paralelismo absoluto, que vimos no capitulo anterior.

Diante dos resultados apresentados nas Eqs.(3.38), (3.42), (3.43) e (3.44), concluimos
que a conexao espaco-tempo na Eq. (3.41) é a Conexao de Weitzenbock e a teoria de
gauge para o grupo de translacao é esperada ser uma teoria de gravitacao teleparalela.
Isso serd verificado na préxima secao, onde a Lagrangiana para o campo de gauge livre

serd analisada.

3.3 Lagrangiana do campo livre para o grupo de translacao

Agora analisamos a estrutura da Lagrangiana para o campo de gauge livre, ou seja,
sem interagao com campo de matéria. Em particular, estendemos a andlise para teorias
de ordem superior. Consideremos que a Lagrangiana do campo de gauge contenha até

derivadas de segunda ordem em Af,
La=Ly [hcu, o,he,, AS,, O, A, 8,)8VACA .

Como antes, consideramos a integral de acao em coordenadas curvilineas, o que justifica

a presenca de h¢, e sua derivada na dependéncia funcional de £4. Supomos que esta
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Lagrangiana seja invariante sob translagoes locais, o que significa:

0Ly, .. OLa, .
= ahcuaue + aAcua"E
OLs . . . OLy
a0, 0t B0, 4
L
90,0, 4,

0L 4

0,0,,€°

0,0,0,€ = 0.

Usando a independéncia dos parametros e suas derivadas, obtemos as seguintes equagoes:

0Ly L,
= 4
oa o =0 (3.45)

OLs | OLa | OLi | OLi
90,4, * 90,45, T 90,he, T d0,he,

(3.46)

oc . oc oL
00,0,A¢, " 90,0,A°, " 99,0,A,

(3.47)

Como podemos ver, a tltima equacao apresenta apenas a derivada de £4 em relagao as
segundas derivadas do campo de gauge; na segunda equagao, vemos apenas a derivada
de L4 em relagao as primeiras derivadas de A¢, e h¢,; a primeira equagao mostra apenas

a derivada de £, em relagao a A9, e h9,. Essencialmente, as equagoes acima estao de-

(&
wo o

derivadas independentemente de cada equacao e elas podem ser resolvidas em qualquer

sacopladas, ou seja, podemos resolver a dependéncia de £4 em relagao a A¢,,, h¢, e suas

ordem.

Da Eq. (3.45), podemos ver que a dependéncia explicita de £4 com o campo de gauge

e a tetrada trivial deve ocorrer apenas através da combinacao

Isso é semelhante ao que foi obtido na secao anterior, quando a interacao dos campos de

gauge e de matéria foi descrita.

Da Eq. (3.46), vemos que a dependéncia de £4 em relacdo a 9,A¢, e 9,h¢, deve ser

apenas através dos dois novos objetos definidos abaixo:
F, = 0,45 — 0,A%, (3.48)
como visto anteriormente, o field strength ou tensor de intensidade do campo, e

T, = 9.k, — 0, A% = ¢, (3.49)

v
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Este novo objeto na Eq. (3.49) pode ser imediatamente identificado com a Conexao de
Weitzenbock dada na Eq. (3.41).

Iy, =e” (0.0, — 0,A%) =715, (3.50)

O tensor de intensidade do campo definida na Eq. (3.48), por sua vez, pode ser imedia-

tamente identificada com o tensor de tor¢ao Eq. (3.42), uma vez que a integrabilidade da
tetrada trivial implica 9,h%, — 9,h, = 0. Assim,

T, =elF",,, . (3.51)

Finalmente, a Eq. (3.47) indica que a segunda derivada do campo de gauge deve

estar contida em L4 através de um novo objeto composto por uma combinagao linear das

segundas derivadas do campo de gauge, que deve simultaneamente satisfazer a Identidade

de Jacobi - este é um requisito da permutacao ciclica apresentada pela equacao. A solucao

mais simples que atende a esses requisitos ¢ o objeto:

achW = 0,0, A%, — GPOVACM = apTCW- (3.52)

Até este ponto, concluimos que a Lagrangiana do campo de gauge é uma quantidade

com a seguinte dependéncia funcional:

La—L)y=L) [eCM,TCW, F“jw,ﬁpTCWJ .

Este é de fato o resultado que decorre do requisito de simetria/invariancia da transla-
¢ao. E interessante notar que a presenca explicita da conexao e da derivada do tensor
de torcao na dependéncia funcional de £4 nos permite propor Lagrangianos que sao in-
variantes de gauge, mas que nao levam a equagoes covariantes por transformagoes gerais
de coordenadas. E claro que o principio da covariancia geral (principio da relatividade)
é completamente independente do principio do gauge (pelo menos para o caso presente).
Se quisermos que a teoria resultante obedeca ao principio da covariancia geral, devemos

impor novas condi¢oes sobre a Lagrangiana.

Talvez, a solugao ingénua seria simplesmente propor a combinacao da derivada da
torcao com uma contracao especifica da torcao e da conexao, definindo uma derivada
covariante da tor¢io de modo que £, — L4 = L [e%,,T5,,V,T¢,]. A desvantagem
dessa proposta é que a derivada covariante da torcao nao satisfaz a identidade de Jacobi
e a solucao da Eq. (3.47) pode ser comprometida. Esse fato é forte o suficiente para nos
fazer acreditar que a dependéncia funcional em £ 4 deve ocorrer através de um novo objeto

covariante, digamos G°,,,, que incorpora a Eq. (3.50) e a Eq. (3.52) em sua estrutura,
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mas que também satisfaz a propriedade ciclica desejada. Sob essa perspectiva, vamos

comegar com a Identidade de Jacobi aplicada ao comutador de comutadores da derivada

covariante:

wap = [vuv [V,,, Vp“ ¢+ [Vw [va Vu” ¢

+ [V [V, Vil o = 0. (3.53)
Como resultado, segue:
Xuwp = —€ (chuv + G+ Gcm,p) V¢ =0,
onde definimos
G =V, 1, +1°,,T,, (3.54)

Este objeto é um tensor, incorpora a conexao, a derivada da torcao e satisfaz a identidade
de Jacobi. Em outras palavras, este novo objeto obedece a todas as condigoes estabele-
cidas tanto pelas condigoes de simetria, quanto de covariancia. Portanto, reescrevemos a
dependéncia funcional da densidade Lagrangiana com o potencial de gauge e sua derivada
como

La— L= L [e5,,T5,, G

v’ p;w} ‘

(3.55)

Para verificar a Eq. (3.55), iniciamos por verificar a Eq. (3.45)

0L n 0Ly 0Ly 0e’, 0L Oes,
0Ac, ~ Ohe,  0Oed DAY, ~ Oes, OhS,
oLy o oL, o0

| Des, dAc, ~ Oes, OhS,

9L, oo 0t + %5“5"
Bea eV ¢y

Oe?,
_ _8£f4 n oL
86% 86%

(hau - Aay)

=0.

Em seguida, verificamos a Eq. (3.46),

0La | La _ OLs 9G%5 T,
00,Ac, " 90,hc, — Ge . OT | 99, A°,
L OLa 0G, ( o, | ar%)
oGe . are, \99,Ac, " 90,hc, )’
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0L A 0L A 0L A 0L
+ oo+ 57
00, Ac, 8(‘9th# 8chw P0G,
0L A e oLy _,
aGc i Bp achb’u Bp>
renomeando indices mudos,
8£A i OEA _ 8£A 1/ aACA F'u
00, A, 00,he, 0G5 " 0G4
0L A 8£ A
— s, + o1,
achBV + ome 8GC Bp
Analogamente, obtemos
8£ A 8/5 A 8£A aﬁA
=— r“ Pyl R
90,45, " do,he, ~  aGe,, T aGe
0L A 0L A
Y= T el RO
9Ge oG,
Consequentemente,
0L A 0L A
= 0.
90, A%, 90,
Por 1ltimo, verificamos a Eq. (3.47)
0L 4 oLy OG g,
00,0, Ac, GG% o 00,0, AC,
0L A
w cha - Vw Aa
~9Ge,, 00,0,Ac, (0,00 — .05 A')
_ a‘cA p SV SH Sa p SV S Sa
= 3G 90,0, (05,0.050% — 0505045,
0Ly )
B 0G<,,, aG“pw
Analogamente, obtemos
oL A . oL A aEA
90,0,A¢, oG, 8G“Mw
e
8£ A . &C A a»CA
00,0, A¢, B oG<,,, 8Gayup‘
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Tomando
0L 4 0Ly _ 0L 4 N 0L 4 _ 0L 4 n 0L 4 B 0L 4
80@8”140“) N oG, oG, ~oaGe,, oGe. OGS, 8G“VW’
que pela identidade de Jacobi,
0L 4 —0
80(,38,,146#) -

Todos os termos de ordem superior na derivada da tetrada que aparecem nas equacoes

de campo surgem da contribuicao deste objeto G¢  para a Lagrangiana. Na proxima

puv
secao, construimos diversos invariantes a partir de diferentes combinagoes e contracoes de

GC

puv:

3.3.1 Lagrangianos Invariantes Quadraticos

Nesta secao, analisamos os invariantes que levam a equagoes de ordem superior. Em
particular, estamos interessados em objetos que nos darao equagoes de campo lineares na
quarta derivada da tetrada. Essa condicao impoe algumas restricoes as Lagrangianas que
podemos construir. Por exemplo, se considerarmos contribuigoes lineares de G, ,,,, obte-
riamos equagoes principalmente de terceira ordem. Isso significa que devemos considerar
pelo menos contragoes quadréticas de G¢,,,. No entanto, se tomarmos contragoes ctbicas,
quartas ou superiores, as equagoes de campo nao seriam lineares na quarta derivada de
el. Se tomarmos contragoes quadraticas de G¢,,, também contraidas com a torgao, no-
vamente nao obtemos equacoes lineares. Portanto, estamos restritos a considerar apenas
objetos que sao construidos com contragoes quadraticas de G¢,,,, e nenhum outro objeto.
No entanto, como serd visto abaixo, algumas contragoes particulares resultam em termos
que sao combinagoes quadraticas da torcao - esses termos também serao negligenciados,
pois resultam em equacoes de segunda ordem. Além disso, algumas contracoes sao apenas
combinagoes lineares de outras contragoes. Nosso objetivo é mapear todas as contribuigoes

quadraticas independentes que levam a equacoes lineares na quarta derivada da tetradra.
Comecgamos encontrando os possiveis escalares construidos com contragao interna dos
indices de G°,,:
G = v, 17"
G-scalar ¢ G = T Twv . (3.56)
GHl = Vv, 17"+ 1%, T,
Dos escalares apresentados na Eq. (3.56), apenas G[! é relevante para nés, devido ao fato

de que GP nao contém derivadas de ordem superior e G/ pode ser obtido a partir da

soma de GIY e G - o5 termos de ordem superior sdo equivalentes tanto com G quanto
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com G, Isso significa que temos apenas um tnico invariante de interesse nesta categoria,

a saber:
Invariantes quadraticos de G - escalar {GU]GU] : (3.57)

Outra possibilidade ¢ considerar invariantes que sao obtidos a partir de contragoes dos
tensores de ordem 2 obtidos de contracoes internas de dois indices de G:

(

Gy =V,1°,+ 1%, 1%
G =V, T, +T%1°,
Gip =VaT?, + T%Tﬁm,

Tensores de rank-2 de G . (3.58)
G =VaT,%;
G = Vol +T%,T,5;
6 o
kGLl}/ — ﬁl/T[.L ﬁa.

No entanto, como afirmado anteriormente, estamos apenas interessados em invariantes
quadraticos que nos dao termos de quarta ordem na tetraedra nas equagoes de campo.
Como podemos ver, a contribui¢ao de ordem superior de G ¢ equivalente a contribuicao
de GW; 0 mesmo acontece com G,[w e G’E’V. Quando consideramos a identidade de Jacobi,
restam apenas trés contracoes independentes:

Gbeﬁ,

Tensores de rank-2 de G G G“"

i, (3.59)
GGy

Finalmente, temos que considerar os invariantes quadraticos obtidos das contragoes de

Gopuw Sem contragao interna, como mostrado abaixo:

;

Goppr  G7H;
Goppr  G7PH;
Gopwr G775
Goppw G
. ,o. Gapuu GPHWT;
Invariantes quadraticos de G (3.60)
Gopwr G
Goppw  GH7P;
Gap;u/ Gupyg;
Gopwr G775
Gopur  G"PH.
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Para encontrar esses invariantes quadraticos, seguimos um procedimento semelhante ao

apresentado em (CUZINATTO et al., 2008), que consiste em: Escrever todos os tensores

fixando o primeiro indice e variando os outros.

Firx.a Fizb Fix.c Fix.d

(abed) (bacd) (cabd) (dabe)
(acdb) (beda) (cbda) (dbca)
(adbe) (bdac) (cdab) (dcab)
(abdc) (badc) (cadb) (dach)
(acbd) (becad) (cbad) (dbac)
(adcb) (bdca) (cdba) (dcba)

Alguns desses tensores sao equivalentes, pois sabemos que a Identidade de Bianchi é
vélida devido a construgao do tensor, Eq.(3.53). Podemos eliminar a terceira e a sexta

linha da Eq. (3.3.1), assim temos:

Fiz.a Fixb Fiv.c Fixd
(abed)  (bacd) (cabd) (dabe)

(acdb) (beda) (cbda) (dbca)
(abdc) (badc) (cadb) (dach)
(acbd) (bead) (cbad) (dbac)

(abed)  (bacd) (cabd) (dabe)
(abed) (acdb) (beda) (cbda) (dbca)
(abdc) (badc) (cadb) (dach)
(acbd) (bcad) (cbad) (dbac)

Entao, é possivel manipular os invariantes quadraticos e descobrir que alguns deles sao
equivalentes, portanto, podemos reduzir o total de invariantes quadraticos. Abaixo, damos
um exemplo dessas manipulagoes renomeando os indices mudos. Tomamos a contracao

com o terceiro tensor na primeira linha.

(abed) (cabd) = (abed) (cabd)c <> a
= (cbad) (acbd)c <> b
= (bcad) (abed),

onde ¢ <+ b indica os termos a serem permutados naquela passagem.



CAPITULO 3. TELEPARALELISMO COMO UMA TEORIA DE GAUGE DE
SEGUNDA ORDEM 47

Portanto,

(abed) (cabd) = (bead) (abed) .

Eliminando os invariantes quadraticos que sao equivalentes, encontramos 10 invarian-

tes quadraticos.
(abed)  (bacd) (cabd)

(beda)  (cbda) (dbca)
(abdc) (badc)
(acbd) (cbad)

(abed)

Esses invariantes quadraticos sao apresentados na Eq. (3.60).

Outro resultado importante no contexto dos invariantes é que uma manipulagao apro-
priada da Eq. (3.54) nos permite expressar o tensor de Riemann da conexao de Levi-
Civita, I't¢, como uma fungao de G¢,,, e termos quadréticos de tor¢ao, como podemos

ver abaixo:

1

Rozl/,up (FLC) =3

9 {Guaup + Gpvap + Gpvpa

o Gowup o Gpowu o Guapl/
+ Tﬁau (Tﬁup - Tupﬁ - Tpuﬁ)

+ %Tﬁuu (Tapﬁ - Tpaﬁ - Tﬁpa)
+ %TW g (Taﬁp - Tpaﬁ + Tﬁpa)
+ % o 7 (Taﬁp - Tpaﬁ - Tﬁpa)
+ %Tﬁ o (Lvps — Towp — Topn)
- % o’ (Topo = Toup — Tho)
+ %Tfa (Tygp — Toup + Tﬁpy)} : (3.61)

A partir desse tensor de Riemann, é possivel construir o tensor de Ricci e a curvatura
escalar como de costume. Esse resultado implica que todas as teorias construidas no
espago-tempo de Riemann com invariantes construidos com os tensores de Riemann e Ricci
e o escalar de curvatura tém uma versao teleparalela andloga no contexto apresentado.
Além do espago-tempo de Riemann, a partir da Eq. (3.61) podemos obter o termo de

superficie B, presente no teleparalelismo. Isto porque, como visto no capitulo anterior

R({})=B-T.
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Utilizando a Eq. (3.61) junto as defini¢des de G, obtemos:

B=-2(GU+1,17). (3.62)

Consequentemente, podemos mapear os objetos aqui apresentados em teorias de gravidade
teleparalela f (T, B).

Na secao seguinte, escolhemos um dos invariantes encontrados e aplicamos a um exem-

plo.

3.3.2 Exemplo

Nesta secao, apresentamos um modelo simplificado e calculamos as equagoes de campo
e o potencial gravitacional no limite estatico de campo fraco. Nossa Lagrangiana é com-
posta por dois termos, o primeiro é o escalar de torgao e o segundo vem da Eq. (3.57). A

integral de acao é dada por:
1 4 2 (1]} 2
Sp = —QX/dx (eT+265 (G™) ) + S, (3.63)

onde [ é um parametro real positivo. Variando Eq.(3.63) em relacao a tetrada, obtemos

a seguinte equagao de campo

0y (4e3,™") — eefTapc T + 43, T,

+28%ef (GV) + Bee g GV, T,

+4B%efg" (V, = T,) (V, = T,) GI

—4B%ef gV, (V,, — T,) GM = 2xeT? . (3.64)

Na Eq. (3.64), vemos que a primeira linha representa os termos fornecidos pelo escalar
de tor¢ao e as tultimas linhas sdo a contribuicao da Eq. (3.57). E claro que quando
o parametro  — 0, recuperamos a equacao de campo da TEGR, Eq. (2.26). Para
encontrar o potencial gravitacional, linearizamos Eq.(3.64) usando a expansao da tetrada
como

e, =06 +E&%, onde |&%| < 1. (3.65)

O objeto £, nao é simétrico. No entanto, € possivel construir um objeto simétrico,
Cn =Euw+E, (3.66)

cuja traco é

¢ =28, (3.67)
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e

v = 257, (3.68)

Nés enfatizamos que €, na Eq. (3.66) é o mesmo objeto que aparece na expansdo do

tensor métrico no regime de campo fraco. Também podemos definir

1
Q-:’,u,l/ = Qf/ux - 5%:;@, (369)
¢=-¢C. (3.70)

O processo de linearizacao da Eq. (3.64) usando as Egs. (3.65 - 3.70) nos leva a
_ 1 _
0e¢,, — ZBD (0,0, — 1,,,0) € + O(E?) = 2xT,,, (3.71)

quando a seguinte fixagao de gauge é aplicada: d, e = (.

No regime de campo fraco, esperamos baixas velocidades e um campo estatico. A
partir dessas consideracoes, os termos de segunda ordem nas derivadas temporais e de
velocidade sao negligenciados. Além disso, assumindo o tensor energia-momento de um

fluido perfeito, a Eq. (3.71) se torna:
V2 (eo‘) — gv%) =2xp. (3.72)

Observe que recuperamos a equacao de Poisson da TEGR quando g — 0. O tltimo passo
desta segao é avaliar o potencial. O trago apresentado na Eq. (3.72) pode ser escrito como
¢% quando consideramos um fluido sem pressdo, o que significa que podemos negligenciar
as suas contribuigbes espaciais (observe que isso é consistente com a fixacdo de gauge

mencionada anteriormente). Portanto, temos:
02 1——02 @00—2 1% 3.73
] X M ( M )

Para resolver a Eq. (3.73), realizamos transformagoes de Fourier, o que nos leva a:

167rG p(x') exp [ik - (x — x')]
00 3 3
¢ /d ’/d k “Tk[? — B2k . (3.74)

Essa integral pode ser resolvida com o teorema do residuo quando fazemos uma continu-
agao analitica da varidvel k = |k| para o plano complexo. O resultado final mostra que o

potencial gravitacional do nosso modelo é:

d(x) = e"(x /’X_X,‘ { — exp (—‘X;TX/’)] d*x’ . (3.75)
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Este potencial é uma combinacao linear de um potencial newtoniano e um potencial do

tipo Yukawa. A mesma estrutura deste potencial é encontrada na literatura (CAPOZ-
ZIELLO et al., 2009). Um resultado interessante é que, no limite r = |[x — x| — 0, a
contribuicao de Yukawa regulariza o potencial, mostrando que o potencial efetivo é fi-
nito em escalas de comprimento curtas. Além disso, enquanto o potencial newtoniano é
geralmente associado a um campo sem massa, o potencial de Yukawa é associado a um
campo com massa. A combinacao de ambas as contribuicoes para o potencial total indica
a existéncia de dois modos - um modo massivo e um modo sem massa - para 0 campo
gravitacional. O primeiro ¢é de curto alcance, enquanto o segundo pode ser detectado em

longo alcance.

3.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo, apresentamos uma gravidade teleparalela modificada como uma teoria
de gauge de segunda ordem. Vimos como o principio do gauge aplicado ao grupo de
translacao, através da metodologia de Utiyama, implica a presenca de um sistema fisico
identificado como um campo de interacao. Esta afirmacao se torna bastante clara quando
nos deparamos com o objeto e, definido na se¢ao 3.2, que é composto por uma parte
holénoma (tetrada trivial) e uma parte nao-holénoma (potencial de gauge), onde esta
ultima carrega todas as informacoes da interacao gravitacional da teoria, enquanto a

primeira trata apenas dos efeitos nao inerciais.

Além da associagao da intensidade de forga do campo F',, com o tensor de torgao

1%, pudemos ver que a dependéncia na Lagrangiana do campo de gauge ocorre atraves

C
de um novo tensor G},,,,,

tangente. A partir desse novo objeto, foi possivel construir varios invariantes quadraticos,

que possui trés indices de espago-tempo e um indice de espaco

que levam a equagoes lineares na quarta derivada de e,. Além dos invariantes obtidos,
vimos que também é possivel escrever o tensor de curvatura da conexao de Levi-Civita
em termos de G, e T, 0 que mostra que todas as teorias construidas com os tensores
de Riemann e Ricci e a curvatura escalar na variedade de Riemann tém um equivalente
teleparalelo no contexto da teoria de gauge. O reciproco nao é verdadeiro, ou seja, nem

todas as teorias construidas no presente caso tém um equivalente Riemanniano.

O escalar G foi considerado em um exemplo, onde fomos capazes de obter o potencial
gravitacional no limite estatico de campo fraco como uma combinagao dos potenciais de
Newton e Yukawa. Este resultado sugere a existéncia tanto de modos massivos quanto de

modos sem massa para o graviton em uma eventual quantizagao.

Utilizando a abordagem de Utiyama, desenvolvemos uma teoria de gauge de segunda
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ordem na Lagrangiana e de quarta ordem nas equagoes de campo. No entanto, nao ha

restrigoes que impecam a obtencao de teorias com graus ainda maiores tanto no invariante
quanto nas equacoes de campo. E claro que teorias de ordem superior apresentam desafios
significativos devido a sua nao linearidade. Uma maneira de abordar essas dificuldades
é tratar a teoria no frame de Jordan, o que resulta em uma teoria escalar-tensorial. No

préximo capitulo, abordaremos esse tema com mais detalhes.



4 Abordagem escalar-tensorial para a

gravidade teleparalela
f (T, B,V ,T, VMB)

Como mencionado no capitulo anterior, um mecanismo muito interessante para lidar
com teorias de ordem superior é o tratamento destas no frame de Jordan. Neste frame,
introduzimos variaveis auxiliares que nos permitem definir novos campos e, a partir dessas
definigoes, reescrever a agao, reduzindo a ordem da teoria. Em alguns casos, como o apre-
sentado na subsecao 4.1.2, essa reducao nao ocorre, mas o frame de Jordan ainda oferece
a vantagem de estender o espaco das variaveis da teoria, o que ¢ bastante interessante
quando trabalhamos com as solugoes de equagoes. Esse tipo de abordagem também é
comumente empregado na mecanica classica, como é o caso da transicao do formalismo
Lagrangiano para o Hamiltoniano, neste exemplo podemos observar que, quando levado
para o formalismo Hamiltoniano a teoria tem sua ordem reduzida e uma extencao no

espaco de fase.

Outra implicagao importante sobre o frame de Jordan é que as teorias tratadas nesse
frame se mapeiam em uma teoria escalar-tensorial, na qual o campo escalar se acopla
ao escalar da teoria de gravitagao de forma nao minima. Uma forma de se obter o
desacoplamento desses campos ¢é através do frame de Einstein, onde é realizado uma
transformacao conforme no campo fundamental da teoria junto a uma escolha para o

fator de transformagao conforme.

De fato, cada abordagem tras consigo suas vantagens e desvantagens e gera ainda
muitas discucoes, uma vez que a distin¢ao entre diferentes representagoes da mesma teoria
¢ uma questao complexa, principalmente ao que diz respeito a passagem do frame de
Jordan para o frame de Einstein. Embora facamos uma andlise dos graus de liberdade
das teoria através do problema de Cauchy, determinar a equivaléncia entre esses frames

estd além do escopo deste capitulo.

Este capitulo, tem como finalidade a extensao dos resultados apresentados em Ref.
(POMPEIA, 2021), onde a andlise das teorias f (T, Vv,.T, eZ) ef(T,V,T,....,V,, -V, T)
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nos frames de Jordan e Einstein foi apresentada (ASSENCIO; POMPEIA, 2024). Portanto,

além de considerar a dependéncia do escalar de torcao e sua derivada, introduzimos a
dependéncia de B e sua derivada, ou seja, trabalhamos com f (T, B,V,T,V,B). Para
isso, na Secao 4.1, para que o leitor se familiarize com as metodologias empregadas, apre-
sentamos o problema de Cauchy e seu uso para determinar os graus de liberdade de uma
teoria e através de um caso simples f (T') mostramos como acontece a transigao da teoria
de um frame para o outro. Em seguida, na Secao 4.2, apresentamos a andlise da teoria
no frame geométrico, seguida pela andlise no frame de Jordan. A transicao deste para o
frame de Einstein é realizada por uma transformagao conforme. Finalmente, na Se¢ao 4.3,
apresentamos um exemplo e discutimos os graus de liberdade (dof) por meio da andlise

do problema de Cauchy.

4.1 Teorias teleparalelas de gravidade f (T

Nesta secao, introduzimos o problema de Cauchy e como acontece a mudanca entre os
frames de Jordan e Einstein. Para isso tomamos alguns exemplos simples da gravitacao

Teleparalela.

4.1.1 O Problema de Cauchy

O problema de Cauchy refere-se a um problema de condigoes iniciais (FELSAGER,
2012), cuja aplicacao possibilita a anélise dinamica de uma teoria, conforme serd explorado

adiante.

Tomemos uma particula que se movimenta em uma dimensao, assim, sua equacao de

movimento é expressa por

d*x av

O que podemos dizer sobre a evolugao dinamica desse sistema? Por enquanto, baseando-se

(4.1)

apenas na equacao de movimento, nao temos uma resposta precisa para essa pergunta. Isto
porque, sem condigoes iniciais a equacao diferencial acima admite mais de uma solucao.
No entanto, ao fixarmos um tempo t; e prescrevermos o valor de x e a sua taxa de variagao

neste dado momento,

dx

il [ 4.2
dt N U1, ( )

X (tl) = a1,

a Eq. (4.1) terd apenas uma tnica solu¢ao. Consequentemente, teremos conhecimento da
evolugao dinamica do sistema. E por isso que é dito que x é uma quantidade dinamica e

que o sistema em questao é caracterizado por esta tnica quantidade dinamica.

A seguir, mostramos como o problema de Cauchy pode ser utilizado no contexto de
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teorias da gravitacao Teleparalela.

4.1.1.1 O problema de Cauchy no contexto Teleparalelo

Além da forma habitual apresentada no Capitulo 2 na Eq. (2.26), as equagdes Tele-

paralelas também podem ser expressas em sua forma explicitamnete covariante
ES =4V, 5% — AT, 52 + 455" Ty, + 25, T45 + Tes = XT,. (4.3)
Lembrando que

1
(T + T3 = T4 + 5 (e T = e2T7).

E v

w
m

o |

a T a o« a o a
T8, =T, — 17, =e30ue, — e 0,e,.

Podemos observar na equagao 4.3, que o unico termo que pode conter uma derivada
de segunda ordem no campo de tetradas é o primeiro termo do lado direito da equacao,

4V, X", Este termo pode ainda ser expandido em
4V, 520 = AV N0 + 4V, 59"

Como estamos interessados nos termos de segunda derivada temporal no campo de tetra-
das, uma vez que esta é a maior ordem de derivada temporal da teoria e portanto descreve

a sua dinamica, desprezaremos o segundo termo da direita da equacao, onde v = i.

A respeito do termo de interesse, 4V3,%%, o indice w pode assumir os seguintes valores

VOET%O , W = 0,

Vol = .
VoI w=—i=1,2,3.

No entanto, assim como o tensor de tor¢ao, o tensor de superpotencial, > ", possui

antissimetria nos dois ltimos indices, o que nos conduz a
00 _
Vo2, =0.
Portanto, nossa andlise seguiréd sobre

AVAY YRR
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que pode ser escrito como

AV =V (T +T10 =T +2 (e T — e T%)],
ou

4VOZHZP =eh gwg”igﬁovoT‘;‘B +el gBOVOTLB —ek ginOTgp
+2 (e ginOTf,p —el gﬂOVOTffﬂ) .

Reescrevendo o tensor de torcao em termos da conexao,

4V02ﬂi%0 =€ ga#gpigﬁovo (F?ﬁ o gp) +en gﬁovo (Fiﬁ B F%u) —en gpivo (ng B Fgu)
+ 2 (672 gpivo (ng - PZU) - erfl gﬂovo (PZIB - Fgo)) 9

entao em termos da tetrada, obtemos

AVo ) = eh gang” 9" Vo (ea Ope — eaaaﬁeap) +eh g™V (e, Oue’s — €4 aﬁeau)
— el g"V (efﬁﬂe‘lp — eaoape“#) +2¢° ¢”'V, (ea(’@geap — e;’ape‘;)

i B0 o a o a
—2e,, 97V (e 0,¢% — €7 0e%) .
Depois de realizarmos algumas manipulacoes algébricas na equacao acima, temos

4V02ni3 =e eh gaugOigﬁOV[)@oe“B —e el ga#gpigoovoaoeap

m
+elel gﬁovoaoeaﬂ —elek goovoaoe“#

—elel g’"'Vo('?oe“p +elet gOiV()@OeQM

+2e0¢? g”ivoﬁoeap —2e7¢e? g"Vodpe?,

—2ele! gﬂovoaoeaﬁ +2e7¢! g"V0pe?,

+e,eh gaugjigﬁovoajeaﬁ —e,eh gaugpigjovoé?je“p
+elel gﬁovoﬁjeaﬁ —elel gjovoﬁjeau

—e, el 9" Vodiel, + el g 'Vodsel,

+2ele? gpivoﬁje“p —2ele "'V

—2ele gﬂovoﬁjeaﬁ +2e7¢. ¢"V0;e".

Sendo nosso interesse as derivadas temporais de segunda ordem, nomeamos os termos

com derivadas espaciais como
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| - .
Ul =elel gopng’ 9"V 00ie% — elelt gang” 9"V o0;e’,

+eled gﬁovoﬁje“ﬂ —elel gjovoﬁjea“

0,j pi a 0 ji a
— e, €, 9" Vo€, + e el g'Voo;ef,

+2ejel g”ivoé?je“p —2e7e 1"V

—2elel gﬁovoajeaﬁ +2e7e. ¢"Vo0;e”.

Segue que,

4v02rlﬁo = namQOiQ’Bovoaoeag - Uamgpigoovoaoeap
gﬁovoaoeaﬂ —elek goovoaoe“#
—e,em 9" Voboe®, + e el g Vodoe’,
+2ele? gin()@oeap —2e7¢0 g""Vodpe?,
—2ele! gﬁovoé?oeaﬁ +2e. g"Voe®,

1,0
+€a€m

+ U}

Ao abrirmos a derivada covariante, é esperado que surjam termos com a conexao

AVE0 = {1amg” 9" — Namg” g%

i, 0 p0 i _pu 00
te,end €atm 9

0_p OZ+€a0€r,ggm

+6aemg

0

— 2P
2ele,,

+2efe) g} (80806ap + I'0000€", + ngaoea(,)

m

+ U}

g()z _260672ng

a

No entanto, estes termos nao sao de segunda ordem, ou seja, podem ser desprezados.

Mantendo nossa analise sobre os termos que acompanham 0y0pe

p = 0, obtemos

4V %0

07 kO ki 00
~ {Namd” 9" = Namg*'g
2 0 kO 4 _k 00
+eren g’ —erenqg

0 _k 03 0 0 ki

ekl g 260, o

+2¢ kel 9"} B0pes,.

note que, quando
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Fica evidente, pela abordagem do problema de Cauchy, que apenas as quantidades e’

sao dinamicas no Teleparalelismo, enquanto e, possui carater cinemético. Os resultados
obtidos nos informam também, que as equagoes de campo que determinam a dinamica da

teoria sao apenas

4.1.2 Frame de Jordan

Tomemos o caso de uma teoria f (T'), cuja integral de acao é dada por

1 4
Sg:—a/dxef(T). (4.4)

Para realizarmos a andlise desta teoria no frame de Jordan, propomos uma integral de

acao S, que ¢ equivalente a S, sob um vinculo,

- 1
Sg = 2y d'we[f (&) — o (£~ T)], (4.5)
introduzido através do multiplicador de Lagrange ¢. Veja que a minimizacao de 4.5 em

relacao aos campos ¢ e &, nos conduz as equagoes

5 8f B
5659 8_§ ¢
Assumindo que,
*f (£)
852 # 07
podemos escrever ¢ em funcao de ¢,
£=¢(9).

Dessa forma, a partir de 4.5 reescrevemos uma integral de acao efetiva que é equivalente

add,

S = —% / e[ (€(6)) — 6 (€ (6) — T). (4.6)

Definindo
Ul(p) =o€ (0) — f(E(9)), (4.7)
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obtemos a seguinte forma para a integral de acao

Syurn = —% / e [6T — U (9)]. (48)

cuja variagao em termos dos campos de tetradas €, e ¢, nos conduz as equagoes de campo

0 =20, [49S2¥] + 4gS 0T — el (8T — U (9)),

— ou
0 —T—8—¢.

(4.9)

Repare que o que fizemos nada mais é do que uma transformada de Legendre para o
frame geométrico, o que nos conduziu a uma teoria Escalar-Tensorial sem o termo cinético.
De fato, foram introduzidos novos graus de liberdade a teoria e, consequentemente, temos
equacoes a mais a serem resolvidas, o que ¢ bastante interessante para encontrar possiveis
solucoes. Em outros casos, seria possivel observar uma outra caracteristica importante do

frame de Jordan, que é a reducao do grau da Lagrangiana e das equagoes de campo.

Na referéncia (SOTIRIOU; FARAONI, 2010), os autores fazem essa mudanca de frames
de uma maneira, inicialmente, diferente, mas que no fundo muito se assemelha ao que
ja foi discutido acima e que recupera os mesmos resultados apresentados. Como a refe-
réncia citada ja é bastante conhecida na literatura, por motivo de completeza achamos
interessante apresentar essa outra abordagem através do multiplicador de lagrange para
conhecimento do leitor. No entanto, por conveniéncia, utilizaremos, nas segoes seguintes,
a metodologia utilizada em (SOTIRIOU; FARAONI, 2010). Logo, também, faremos uma

apresentacao sucinta dessa abordagem.

Primeiramente, devemos introduzir variaveis auxiliares independentes, sendo elas es-

calares ou vetoriais, que substituirao os objetos contidos na func¢ao inicial.

Tomemos novamente o caso de uma teoria f (7'). O primeiro passo ¢ introduzirmos

uma variavel escalar £ para substituir T em f. Em seguida, dada a integral de acao

1
Sy = “2y /d4xef (T), (4.10)
propomos uma integral de acao S;, que é equivalente a S, sob determinadas condigoes

1
2x

of

Sg: _8_5

dae {f(f) -1 (4.11)

A minimizacao de 4.11 com respeito a variavel independente &, produz a equacao

af*(€)
ae?

(E—T)=0. (4.12)
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Sendo assim, para que S, retorne a Sy, 4.12 deve ter solucao tnica

T—-¢=0, (4.13)
consequentemente,
af* (§)
0. 4.14
e (114)
Assumidas estas condic¢oes, introduzimos um campo escalar ¢ definido como,
af (&
b= 2O (415)

Entao, reescrevemos a integral de acao 4.11 como

1
5= 5 / dize (6T — U (9)], (4.16)
onde U é um potencial definido como

Ul(¢) =& (9) — f(£(9)). (4.17)

a
v

Minimizando 4.16 com respeito ao campo ¢ e ao campo de tetradas e®, obtemos as

seguintes equacoes de campo,

0 =20, [49S2¥] + 4gSPrTe — el (¢T — U (9)),

_ ou
0 _T_8_<z>'

(4.18)

O leitor pode ver que ambas as abordagens culminam em um mesmo resultado para a

as equacoes de campo.

4.1.3 Frame de Einstein

Para a anélise de f (7)) no frame de Einstein, devemos primeiramente realizar uma
transformacao conforme no campo de tetradas e%,. A transformacao conforme se da pelo
produto entre o parametro de transformagao conforme ou fator conforme, €2 (x), e o campo

fundamental da teoria,

& (z) =Q(x)e, (x), &/ (x)=Q7 " (2)el(z). (4.19)
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Uma vez que outros objetos em nossa teoria sao dependentes do campo de tetradas, estes

também serao transformados, o que nos leva a,

(

e = Qle,

9y = QQQ,BM

gﬁv — Q—Qgﬁ*y,

re, =T, +650,InQ, (4.20)

Te,, =T¢,, +050,InQ — 659, InQ,
T,=T,—39,InQ,
(T = Q7 [T +4779,n Q — 64", nQ3, In Q).

A partir das transformacoes contidas em 4.20, reescrevemos o escalar de torgao como
T = QT — 0% (4T, + 69,10 Q) 6, In 2, (4.21)

Substituindo 4.21 em 4.8, obtemos a integral de agao Sy, ,

g, = / 4020 [T e (4@ +60,1n Q) 9, In Q] + / Qe [-U]. (4.22)
Se escolhermos o fator de transformacgao conforme como sendo equivalente ao campo
escalar,
0* = ¢,
entao,
O 4, .~ T ~pv T 1 -2
S, = [ dizel|T -3 <4Tp—|—38pln¢> S0,ng| =67 ¢ (4.23)
Definimos,
@Z\/glngb—)lngzﬁ—g—mzﬁ—ex [3}
N V3 'lvs
e

V = exp [—\2/;{%] U=¢U.

Finalmente, obtemos uma integral de acao representada no frame de Einstein

U ~ A ~pv 2 = 1 7
Sy = / d'zé {T 4 {ﬁTpaycb + 5a,)cbaycb] - V} : (4.24)
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A minimizagao desta agao em termos de €9, e @, produz as equagoes de campo,

\

(0= - [to, () + 45T, — T
+ 2T, Be) + §70,90,Bé) — 35 0,P0, e/
—500e) + Zg"V V0o — Vel — &, (4.25)
Pl gy _ oV
0= %[V -T,| T~ 1V,0+ 00 - 5.

E interessante observar que a agao obtida na Eq.(4.24) pode ser entendida como uma
teoria TEGR acoplada a um campo escalar através de um acoplamento derivativo e isto

fica evidente, uma vez que a primeira linha da 4.25 ¢ exatamente a equacao de campo do

TEGR.

4.2 Teorias teleparalelas de gravidade f (17, 5,V ,1T,V,B)

Nesta secao, com o intuito de construir uma teoria mais genérica, estenderemos as

abordagens apresentadas acima para o caso f (T, B,V ,T,V,B).

4.2.1 Frame geométrico

Comecamos com um espaco-tempo de Weitzenbock, que como dito anteriormente é
uma variedade equipada com uma conexao espago-temporal que apresenta tor¢ao, mas nao
curvatura. Em cada ponto do espaco-tempo, um espaco tangente é bem definido e tensores
definidos tanto no espago-tempo quanto no espaco tangente podem ser mapeados um para
o outro por um campo de tetradas nao triviais ej. Ele é rotulado por indices latinos
internos/tangentes do comeco do alfabeto a, b, c,...,g = (0),(1),(2),(3) e indices gregos
do espago-tempo u, v, p,... = 0,1,2,3; indices latinos do meio do alfabeto, i,j,k,... =
1,2, 3, serao usados para rotular coordenadas espaciais do espaco-tempo. Na abordagem
geométrica para as teorias f (T, B,V,T,V,B), os campos fundamentais sao as tetradas,
que sao campos inversiveis tanto no espaco tangente quanto no espago-tempo, satisfazendo
as relagoes de dualidade:
erel = op. (4.26)

Eles também estao relacionados ao tensor métrico do espago tangente (1,), a métrica
do espago-tempo (g, ), a conerdo de Weitzenbick (I'5,) e o tensor de torgio (1°,,).

Como se pode ver, nao fazemos mengao a conexao de spin em nossa abordagem. A

razao para isso é explicada brevemente aqui. Nos primeiros trabalhos de Utiyama e
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Kibble (UTIYAMA, 1956b; KIBBLE, 1961) sobre gravitagao como uma teoria de gauge, a

conexao de spin é o campo de gauge que é introduzido para recuperar a invariancia pelas
transformacoes de Lorentz locais. A teoria teleparalela referida neste trabalho é construida
a partir da perspectiva de uma teoria de gauge associada ao grupo de translacao, como
elucidado em (ASSENCIO et al., 2023) e apresentado na segao 3.2. Isso significa que as
transformacoes de Lorentz sao apenas consideradas aqui como uma simetria global. Sob
esse ponto de vista, nao temos motivos para introduzir a conexao de spin. Claro, a
teoria teleparalela poderia ser construida a partir de uma perspectiva geométrica e a
transformacao de Lorentz local também poderia ser considerada. Nesse caso, a conexao
de spin teria que fazer parte das entidades geométricas que consideramos. No entanto,

este nao sera o caminho que tomaremos.

Com T, B e suas primeiras derivadas, temos os ingredientes necessarios para propor

nossa integral de acao gravitacional como
S, = / d*zef (T, B,V ,T,V,B), (4.27)

que na verdade deveria ser expressa como
S, = / d*zef (T,B,V,T,V,B,¢e}) . (4.28)

Note que a dependéncia explicita de f com o campo de tetrada é necessaria para se contrair

os indices dos termos derivativos - isso permite que f seja uma quantidade escalar.

O principio de minima ac¢ao nos leva a seguinte equacao de campo:

4 d
0= gag (FTGZdUa) + 4FTEUpaTgpd — egf — % + QGgDFB
— 2eiVOV s Fy — 2¢], (T°6} + T%) VFp + FBej, (4.29)
onde
_ of of
o = om = (Vu =B o,y (4.30)
Fr=2%_(v,-T,) -2 '
T = 3T I w8V, T)"

A ordem superior da derivada do campo de tetradra que podemos esperar dessa equa-
cao é seis. Este sera o caso se a dependéncia de f com a derivada de B for pelo menos
quadratica (por exemplo, f ~ V,BV*B + ...) e os termos de derivadas superiores serao
aqueles presentes no quinto e sexto termos da Eq.(4.29). Se, por outro lado, tivermos
uma dependéncia linear de f com a derivada de B, a ordem da derivada sera menor que

seis (por exemplo, f ~ V,BVH*T + ... leva a equacoes de campo de quinta ordem nas
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derivadas da tetrada). Determinar a ordem superior da derivada da equagao de campo

¢ crucial para definir adequadamente o problema de Cauchy do sistema. Essa andlise
s6 pode ser realizada para casos particulares. Finalmente, também observamos que se
exigirmos linearidade das equacoes de campo nos termos de derivadas superiores, entao f

tem que ser linear ou no maximo quadratico na derivada de B.

4.2.2 Frame de Jordan

Agora procedemos com a andlise das teorias f (T, B,V,T,V,B) no frame de Jor-
dan. Introduzimos varidveis escalares e vetoriais auxiliares, &, x,&,, X, que substituem
T,B,V,T,V,B em f esao tratadas como varidveis independentes. Como sera verificado
abaixo, a introducao desses campos auxiliares nos permite trabalhar com um conjunto
de equagoes diferenciais com ordem reduzida de derivada quando comparado ao frame

geométrico.

Propomos uma integral de agao S ; que é equivalente a S, sob certas condicoes:

5,= [ e {f (6% £ x0) — g—g (€-T) - §—§ (x - B)]
LT of of
4 / dize {_a_gu (6= V) - 5 (- qu)} | (4.31)

A minimizacao dessa acao com relagao as varidveis independentes de &, x, &, X, leva ao

seguinte conjunto de equagoes:

0% f 0% f 8% f o f

g2 dedx  OEDE,  BEdX, €-=1T)

ooy 0 oy (x - B)

Ix0¢ ax? X0  IxOxu X =0 (4.32)
9 f 9 f 92f O f &, —V,T) : :
9E,06  DE,Ox  DELOEL  FEDXu s ’

Sk ik o2k )\ (w-Y.B)

Oxv0§  OxvOx Oxw0€,  OXxvOXu

A agao S, na Eq.(4.31) serd equivalente a S, na Eq.(4.28) desde que o sistema acima

tenha apenas as solugoes triviais:

)
g_T:07

x-5=0, (4.33)
€, — VT =0, '
\XM—V#B:O.



CAPITULO 4. ABORDAGEM ESCALAR-TENSORIAL PARA A GRAVIDADE
TELEPARALELA F(T,B,V,T,V ,B) 64
Isso s6 é possivel se

2*f %f *f > f
0¢? 080X 080¢ 080xp
22 f &2f 2 f > f
_ IxO Ox>2 dx0 ox0
det H#0, H=| % 5 %% %%y | (4.34)
06,0¢ 06,0x 8€u6§u 851/6Xu
2%f *f %f O f

Oxv 0§ OxvOx 8XV8§LL 8XV8X/,L
ou seja, se a matriz Hessiana H for regular.

No entanto, se det H # 0, as quantidades g—é, g—i ggf’ aaxf podem ser tratadas como
“w

multiplicadores de Lagrange e, como tal, devem ser tratadas como campos independentes:

_ 9 _ 9
or=%, on=35L,

of v — Of

(4.35)
or=2L, op=2L

As quantidades ¢r, ¢, ¢4, ¢% e &, X, &, Xu, devido a Eq.(4.34), estabelecem uma

relacao inversivel:

§=&(¢r. 08,97, ¢B), X =X(¢1, P8, O, ¥'p)

(4.36)
& = &(br, OB, O, D), X = Xu (b1, B, O, D).

E interessante notar que, para teorias onde f(T, B) = f(—=T+B), a matriz H Eq.(4.34)
¢ singular. Este resultado se estende a qualquer teoria onde o argumento é uma combina-
gao linear de T', B, ou seja, f = f(aT+ B). A partir disso, vemos que a estrutura obtida
até agora neste trabalho nao é diretamente aplicavel as teorias equivalentes de telepara-
lelismo f(R). Para completude, lidaremos com o caso, f = f(aT + B,V ,(aT + 5B)),
na subsecao 4.2.3. Em particular, como serd visto 14, se desconsiderarmos a contribuigao
das derivadas de T e B, apenas um campo escalar auxiliar deve ser introduzido em vez
de dois campos escalares, como em nosso tratamento geral - para —a = § = 1, ou seja,
para a teoria equivalente de f(R), isso estd em conformidade com (SOTIRIOU; FARAONI,
2010). Na verdade, para lidar adequadamente com uma matriz Hessiana singular, um

tratamento diferente é necessario.

A integral de agao pode ser expressa como:

S = /dxe[¢TT+¢BB+¢;v T+ ¢5VuB = U (¢1, 08, ¢, ¢ €)],  (4.37)

onde

(¢T, ¢B) ¢T7 B> #) ¢T§ + ¢BX + ¢T§u + ¢BXH - f (57 X5 5#7 XH) ) (438)
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onde &, x,&,, X, s@0 expressos em termos de o7, ¢p, ¢4, ¢, de acordo com a Eq.(4.36).

Vemos que a acao na Eq.(4.37) ndo apresenta termos cinéticos explicitos para os campos
escalares ¢ e ¢p. Por outro lado, eles estao acoplados a torcao escalar e ao escalar de
superficie, respectivamente. Os campos vetoriais auxiliares apresentam acoplamentos com
derivadas de T' e B na integral de agdo. Curiosamente, esses dois termos (com acopla-
mentos derivativos) podem ser integrados por partes, permitindo-nos reduzir a ordem da
derivada do campo de tetrada em relacao ao Lagrangeano. Se procedermos desta forma

e negligenciarmos os termos de superficie, acabamos com

onde o potencial U ¢é definido como

U=U(Pr, @5, ¢, O Dutlr, At €,)
= U (®r + A0, ®p + Audly, ¢, Ol ) (4.40)
e
{q)T = ¢r — Ay, Op = dp — Audp, (4.41)
onde o operador
A=V, —T, (4.42)

foi introduzido para compactar a notacao.

Os novos campos escalares 7 e @5 sdo combinagoes lineares de ¢, A, e op, A, ¢,
respectivamente, e agora desempenham o papel dos graus de liberdade escalares auxiliares
do sistema. A ac@o na Eq.(4.39) se assemelha a uma teoria tipo escalar-tensor sem termos
cinéticos para P e g, que por sua vez aparecem acoplados de forma “nao minima” a T’
e B, nesta ordem. Devemos lembrar que também temos os graus de liberdade vetoriais
que permanecem os mesmos antes da introducao de & e ®5. Note que, em principio,
nao temos termos cinéticos para os campos vetoriais também. A auséncia dos termos
cinéticos padrao para os campos auxiliares pode sugerir que eles nao constituem um
conjunto de variaveis dinamicas. No entanto, devemos ter cuidado e verificar a dinamica
a partir das equacoes de campo, ja que o acoplamento dos campos auxiliares com as
derivadas da tetrada pode resultar em equagoes dinamicas. Da Eq.(4.39), obtemos as

seguintes equagoes de campo para variagoes da acao em relagao a e, Or, B, Py O,
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respectivamente:
(
0= 28, (DreSo®) + 40r X7, ,, — ¢ (BrT — U)
— 2 [-0O®ged + 9"V, Vel
— 2(T*6) 4 T7%) Va®pgel + 25,
_ sU
0=T— Jor
(4.43)
_ U
0= PP
sU
0 — B — @7
— U
\O — 6¢% .

Uma anadlise rapida das equagoes de campo mostra alguns resultados importantes. A or-
dem mais alta das derivadas de todos os campos é dois. As primeiras e quartas equagoes
apresentam segundas derivadas de ej;, enquanto a segunda derivada de ®p é explicita na
primeira equacao. As terceiras e quintas equagoes podem conter no maximo segundas
derivadas dos campos vetoriais e, possivelmente, a primeira derivada dos campos esca-
lares. Como U nao tem dependéncia das derivadas de 7, a segunda equacao pode ser
interpretada como um vinculo, ja que apenas as primeiras derivadas dos campos devem
estar presentes. Neste ponto, parece que as segundas derivadas temporais de 5 nao
estao presentes nas equagoes de campo, indicando que este é provavelmente um grau de
liberdade nao dinamico. Uma palavra final sobre este assunto s6 pode ser estabelecida

para casos particulares.

4.2.3 O caso particular f = f (a1 + B,V, (aT + B))

Aqui, apresentamos os resultados para o caso particular em que f é uma funcao do
tipo:
f,B,v,T,V,B)= f(aT + BB,V (aT + B)).

Em outras palavras, os dois invariantes escalares T e B sao combinados linearmente. Este
caso ¢ interessante pois abrange uma classe de teorias que inclui o caso equivalente a
f(R,V,R) - caso quando o« = —f = —1. Primeiramente, verificamos se a abordagem

apresentada ao longo do texto principal é aplicavel. Para isso, é suficiente avaliar a matriz
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Hessiana, que para o caso presente, é:

a? aff a? aff
o fuu (Q{ﬂ ﬂ2> fuuV (Oé,B B2>

a? af a? af ’
fuuu (Ozﬁ 52) fu#ul, <&5 52)

onde usamos as definigoes u = o1 + B, u, =V, (aT + 8B), f, = of fu, = %. Esta

uza_u,

matriz é singular, ou seja, det H = 0, portanto, o formalismo, conforme desenvolvido
anteriormente, nao pode ser aplicado diretamente. Abaixo, rederivamos os principais

resultados para o caso presente nos frame de Jordan e Einstein.

A anadlise no frame de Jordan requer a adicdo de campos auxiliares, mas agora apenas
um campo auxiliar escalar e um campo auxiliar vetorial sao necessarios, em vez da quan-
tidade dupla requerida no caso geral apresentado no texto principal. A agao gravitacional

equivalente ¢ construida analogamente ao que foi feito anteriormente:

0 0
5= [atze 1000 - 20w - 22 (0 - u

v,
A matriz Hessiana (assumida como regular) e os novos campos auxiliares serao:

ey b, = U
_ ov? Ovo U ov’
H:( v U’UM>’ v

82f o*f )
du,00  Du,du, oy = &i'

A integral de acao equivalente apresentada acima pode ser expressa como:
Sy = /d4xe (@, (aT + BB) — U],
onde os termos de superficie foram negligenciados, com

(U = 6,0+ 00, — f (v,0),
V=0 (®,+ Al 6L,

Up = 0 (@ + D08, 6),

| @, = 6, — A0

As equacgtes de campo podem ser derivadas pelo principio da acao minima, considerando

ey, @, e ¢ como os campos fundamentais.

A andlise no frame de Einstein exige uma transformacao conforme do campo de te-

trada. Quando o fator conforme 2 é escolhido como Q? = a®,, a integral de agio (a
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menos termos de superficie) pode ser expressa como:

O
TVaVQb_ég'u 8y¢a,u¢_v )

w
—~
—_
—+
° |8
~—

onde

Como no frame de Jordan, as equagoes de campo podem ser derivadas a partir do principio

de minima agao com €, ¢ e ¢l sendo os campos fundamentais da teoria.

Como podemos ver, este caso simplifica significativamente o niimero de campos auxi-
liares. Para o caso particular em que o = —f = —1, que como mencionado anteriormente
corresponde ao caso f (R, V,R), vemos que com esta estrutura obtemos consisténcia com
o que é conhecido do correspondente riemanniano: apenas um campo escalar e um campo

vetorial sdo necessarios.

4.2.4 Frame de Einstein

A transicao do frame de Jordan para o frame de Einstein é realizada por meio de uma
transformacao conforme do campo de tetrada. Quando essa transformacao é realizada,
o Lagrangiano do sistema transformado se apresenta como uma combinacao da torcao
escalar e de um termo semelhante a matéria para os campos auxiliares. Isso pode ser
interpretado como um Lagrangiano efetivo de uma teoria do tipo TEGR com um Lagran-
giano de matéria efetivo. A transformacao conforme da tetrada implica em modificacoes

na conexao de Weitzenbock, tensor de torcao, tensor escalar e assim por diante. Uma lista
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de relacoes uteis é apresentada

(

& (x) = Q(x) ey (2),

& (v) = Q7" (x) ea” (x),

é = Qle,

Ipy = ngﬁ“ﬂ

= Q2™

e, =1y, + 52‘81, InQ, (4.44)
T, =T%, +06:0,InQ — 620, InQ,

T, =T, —30,InQ,

T=Q72[T+479,InQ — 6g*9,nQ9, n Q) ,
B=02[B-60nQ+10779,InQ — 12¢*°9,1n Q9, In Q] ,
VI = VIgH + 40, In Qok.

A integral de agao na Eq.(4.39) em termos da tetrada transformada torna-se:
Sl = / ' 20r |T = 470,10 ~ 650, 1n 29, In Q|
+ / d'eQ 20y [ B+ 600 — 10779, In 0|
+ / d'rQ)2édp [-12§7°0,1n Q0, In Q] + / d*z) e (—U) : (4.45)
onde
0 =U (@r, 65 Bud 0n, 0 Audly )

— 4947 (0,In.Q) £ (61, B, 97, 95)

Agora escolhemos o fator conforme para satisfazer a relagao
0? = .

A primeira linha da agdo na Eq. (4.45) é bastante simplificada. Também introduzimos

dois novos campos escalares e um novo potencial que tornam a agao em uma forma mais



CAPITULO 4. ABORDAGEM ESCALAR-TENSORIAL PARA A GRAVIDADE
TELEPARALELA F(T,B,V,T,V ,B) 70
adequada; eles sao:

dr = v/3In O,
¢p = Pp exp ( %) = (4.47)
/= exp ( 2¢T) U,

com U = U (@T (&T) Dy (ch, qu) ( ))

A integral de acao resultante torna-se:
s = [ e |T - Lgm0,600,60 — 2T70,0 d'zédp |B — 377 0,010,¢
g = re - 59 L OT uﬁbT - ﬁ Lor | + rePp —4g p</5T T

+ / d'zédy {_ifpapq% + Jﬁiq@T] - / d'zeV. (4.48)
V3
Esta agao possui uma estrutura interessante. O primeiro termo é o Lagrangiano gravitaci-
onal padrao do TEGR para a tetrada €}, enquanto o segundo ¢ um termo cinético padrao
para o campo escalar ¢p. O terceiro termo descreve um acoplamento derivativo entre
(}5T e a tor¢ao. No entanto, por uma integragao por partes, este termo pode descrever de
forma equivalente um acoplamento entre &T e B. Este dltimo, por sua vez, também est4
acoplado a ¢p, como pode ser visto no primeiro termo da segunda integral. O segundo
termo desta integral apresenta um termo cinético para gzNST acoplado a QBB - este termo
juntamente com o segundo termo da primeira integral podem ser combinados resultando

ce1m
(1 + 2&3)

_TgwjauéTaﬂéTa (4.49)

14265
0260)

primeiro termo na terceira linha descreve um acoplamento derivativo de ¢ com a tor¢ao

que se assemelha a um termo cinético de Brans-Dicke para ¢ com wy =

do vetor e ¢p. O tltimo termo da terceira integral descreve um acoplamento entre op e

Oér. O termo na ltima integral descreve o potencial efetivo dos campos auxiliares.

Se definirmos um tensor de energia-momento efetivo 7 por:

= o [;g (14 65) Qér + iég} g — g K% + chB) 0,107 + f} 0,b50.8n| &

1
#VB |5 (2 du) ait = nget] 9,000 + 2,000
1 7 ~av ~QpL <V ~av ~QL~V 7 7
+ (5 + <Z5B) (g*"et + §™e") 0,010, or + V3 { g*er —g ”%1 0,680, 1

Y
5é

2 7 7 ~prio e Fpa T = (7~
+ =00 (1 + 4¢B) T+ 2 (T 5+ 1" ﬁ) 0,658% — Ver — 2 (4.50)

a
«

as equagoes de campo para ¢, ¢r, ¢, ¢, éu® podem ser respectivamente escritas como:
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(O = B+ /3¢y — T Opbr — 477 0pdr0s 1 — 6¢> ;
(1 n 2¢B) Odr + V3ds + 250,050, ér
+(2-v3) 70,5 - (1 + 205 ) T 0,07

+ % < -+ \/_¢B> 3 5¢ )

(4.51)
_ oV
0= 5,
— OV
076¢%’

T =

[LHIITSN

a

0, (e57%) + 45T, — 5.
\

Como acontece no frame de Jordan, a ordem mais alta de derivada dos campos é
dois. Em particular, as segundas derivadas de gz;T sao observadas nas primeira, segunda e
quinta equagoes. O mesmo ¢ verdadeiro para as segundas derivadas da tetrada (lembre-se
de que B engloba as segundas derivadas de er). Em relagao as segundas derivadas de
(}53, elas estao presentes na segunda e ultima equagoes. Nao podemos dizer muito sobre
as derivadas dos campos vetoriais até que um potencial especifico seja definido - neste
ponto, tudo o que podemos afirmar é que as derivadas desses campos serao, no maximo,
de segunda ordem. Como esperado para o frame de Einstein, a equacao para a tetrada
é uma equagao semelhante a TEGR com um tensor de energia-momento efetivo para os

campos auxiliares, como observado na Eq. (4.50).

Antes de analisarmos um exemplo, vamos reconsiderar a agao na Eq.(4.45) e ponderar
a seguinte questao: E se, em vez de escolhermos 2 = &, tivéssemos escolhido Q? = ®?

Nesse caso, a acao se tornaria:

Or [ - N
S; = /d%éq)—z {T - 2770, In®p — gg””@,, In®50, In (IDB}

+ / d*vé [B +30In®p — 37%9,In @B}

- / d*zé [2?’“ + 339, In @B} 0, In®p — / d'2ed ;0. (4.52)

Os trés termos da segunda linha podem ser expressos como um termo de superficie, o
que significa que eles nao contribuem para as equacoes de campo. Poderiamos negligenciar
esses termos no Lagrangiano, o que reduziria o numero de termos na acao. No entanto,

a acao nao pareceria uma combinacao do Lagrangiano de gravitacao TEGR com outras
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contribuigoes provenientes dos campos auxiliares. Poderiamos entao realizar uma nova

transformacao conforme:

e, (r) =0 (r)e, (), (4.53)
e %. (4.54)

Com as novas quantidades auxiliares definidas abaixo,

or =V/3In Oy,
¢p = Ppexp ( %) : (4.55)
Vzem{_ﬁﬂin

a integral de acao se tornaria
s = [ e |T - Lgmo,8,0,8, - 70,8 doedy [B - g0,870,%
g re —59 /LTVT_% L Pr| + :Bequ[ —4g uTl/Ti|

+ /d4l’€¢B [—iTya (i)T + \/gﬁ(I)T

— / d*zeV + / d*z0,S" . (4.56)

A menos de termos de superficie, esta é exatamente a mesma acao obtida na Eq.
(4.48). Isso significa que as equagoes de campo seriam exatamente as mesmas obtidas
na Eq. (4.51). Embora parecesse promissor realizar duas transformagdes conformes e
livrar-se dos termos de superficie entre as duas transformacoes, o resultado final acabou

sendo 0 mesmo.

A seguir, aplicamos os resultados obtidos até agora a um caso particular.

4.3 Exemplo

Os resultados que foram obtidos nas se¢oes anteriores sao bastante gerais para qualquer
f(I,B,V,T,V,B) que apresente uma matriz Hessiana regular. Nesta se¢do, vamos res-
tringir f a ser uma funcao analitica de seus argumentos. Nesse caso, f pode ser expandida
em uma série. Restringimos a andlise a termos até contribui¢oes quadraticas dos argu-

mentos, ou seja,

F(T.B.V,T.V,B) = fot orT + 212+ P ged, 10,7 4 0B
BB g2 | 1B wy Bo B BT o To, B 457
+ 7 + 79 “w v + BBT + YBTY ”w v, ( . )

onde fo, ar, Br, 1, aB, Bs, VB, BT, VBT S840 constantes.
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Este Lagrangeano sera analisado no contexto geométrico, bem como nos frames de

Jordan e Einstein. Comegamos com o caso geométrico.

4.3.1 Frame Geométrico

Comegamos com o célculo de Fr e Fg conforme definido em Eq.(4.30)

(FT = ar + 7T + BprB

— (V. = T1,) (vr9"0,T + vprg"’ 0, B)
Fgp =ap+ BB+ BprT

- (V. = T1,) (789" 0,B + vprg"0,T) .

(4.58)

\

Substituindo esses resultados na Eq.(4.29) e usando a defini¢do do operador A dada em

Eq.(4.42), as equacoes de Euler-Lagrange sao:

(EL) = €5 (fo + arT + %TTQ - %BBQ>

— (g™ely + g™ey — eg g (%@LT&,T + n%B@HB&,B + 73T8MT8VB>

— 4fag + BrT + BerB — A (700, T + Y10, B)] X X7°°T,

— ga,, {ear + BrT + BprB — A (y00,T + v570,B)] 8.}

—20(BsB + BprT — A* (y30,B + vpr9,T)] €5

+ B[A* (y30,B + vprd,T)] €5

+2(T°63 + T7%) e} x Vi [ap + BsB + BprT — A" (v50,B + v579,T)]

+ 297V V5 BB + BurT — A" (750, B + vp79,T)] = 0. (4.59)

Note que, neste formalismo, nao temos restricoes sobre os valores dos parametros
fo,ar, ..., como serd o caso quando descrevermos este sistema nos frames de Jordan e
Einstein. No entanto, valores diferentes desses parametros resultam em dinamicas dife-
rentes para o sistema. Se definirmos vg # 0, entao teremos dois termos apresentando as

derivadas mais altas da tetrada que sao ambos proporcionais a esse parametro:
(EL)S ~ 2vp00A"9, Be§ — 2y39°*V ,V A" (9, B) €. (4.60)

Lembre-se de que o escalar de superficie é proporcional a segunda derivada da tetrada.
Desta forma, as equagoes de campo para os diferentes componentes do campo de tetrada

constituem um conjunto de equacoes de sexta ordem nas derivadas.

Se estamos interessados em analisar os graus de liberdade dinamicos do sistema, de
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acordo com o problema de Cauchy, devemos observar as derivadas temporais dos campos

de tetradas. Vamos considerar o = 0 na Eq.(4.60) e analisar apenas a contribuigao das

derivadas temporais mais altas - temos:
0 4
(EL)g ~ (eqg™g™ — eqg™9™) (00)" B ~ 0,

ou seja, os termos de derivadas temporais mais altas que aparecem nao sao de sexta ordem.
Isso significa que as quatro equagoes obtidas para a = 0 nao sao dinamicas. Uma anélise

similar para a =1 = 1,2, 3 nos leva a:

(EL), ~ g™ (e49” — g"¢5) (00)" B.

Em geral, isso nao é nulo. Vamos analisar a estrutura das derivadas temporais no escalar

de superficie. Verificamos que
B~ (gojeg — gooei) (60)2 e

Isso significa que as 12 equagbes de campo obtidas com « # 0 apresentam derivadas

a
g
do problema de Cauchy, essas 12 equagoes sao dinamicas e os campos €§ constituem um

temporais de sexta ordem dos componentes e?. Em outras palavras, do ponto de vista
conjunto de variaveis dinamicas. Como nao aparecem derivadas temporais de sexta ordem
dos componentes e nas equagoes, essas quantidades nao sao graus de liberdade dinami-
cos do sistema. As equagoes obtidas com o = 0 devem ser interpretadas como vinculos
lagrangianos. Em principio, parece que temos 12 graus de liberdade, no entanto, devemos
lembrar que ainda temos alguma liberdade para escolher um sistema de coordenadas. Es-
colhendo quatro coordenadas apropriadamente, podemos ser capazes de suprimir as sextas
derivadas temporais de quatro componentes das varidveis €. Procedendo assim, somos
capazes de eliminar quatro graus de liberdade, deixando-nos com 8 varidveis dinamicas.
Este é o nimero méaximo de graus de liberdade que temos em nosso sistema. Devemos
lembrar que ainda temos a liberdade de realizar uma transformagcao de Lorentz global, o
que talvez possa reduzir o nimero de graus de liberdade para quatro. Se isso for possivel,
nao fica claro a partir da anélise realizada aqui. Concluimos esta se¢ao afirmando que o

numero de varidveis dinamicas do sistema esta entre 4 e 8.

4.3.2 Frame de Jordan

A descricao do sistema no frame de Jordan comeca com a introducao de campos

escalares e vetoriais auxiliares que substituem a torcao escalar, o escalar de superficie e
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suas derivadas na dependéncia funcional de f, ou seja,
_ Br.o O v
J (65X s X) —fo—l—aT§'+7§ +t59 §uby + aBx
B gl: v
+ 7sz + 739" XuXv + BerX& + V819" Euxn- (4.61)

A matriz Hessiana,

Br 0 BBr 0

0 g™ 0 ~prg”™
Ber 0 Bg 0

0 ~vrg" O BG"

H= : (4.62)

é regular desde que algumas restri¢coes nos parametros Br, vr, 8s, VB, BT, VBT Sejam apli-

cadas, a saber:

2
_ 07
det H # 0 < Pris = Par # (4.63)
YrYB — 7123’T # 0.

Se as duas condicoes acima forem satisfeitas, somos capazes de introduzir os campos

escalares e vetoriais ¢r, @7, ¢, ¢ com relacoes invertiveis com &, &, X, Xu:

( (

ér = 5 = ar + Bré + Bpr. S

O = 3L = g G+ mrg | g = Ty, (4.64)

OB = 8—X = ap + BpX + BB7E, X = ’BT((z)B_ng);_’ngfT_aT), '
(¥ = gfy = VB9" Xu + VB1r9" 1 (X = —VTfoL;%fT”-

Com esses objetos, construimos os campos escalares auxiliares &7 e ¢ (Eq.(4.41)) que
serao utilizados durante a andlise, enquanto os campos vetoriais auxiliares permanecem
0s mesmos, ou seja, ¢p, € ¢r,. Com o conjunto de campos auxiliares estabelecido, o
potencial U — conforme dado pela Eq.(4.40) — se torna:

1 (B X7 + BrXg — 28pr X5 X7) Yrp

U=-hty (BrBs — Fiy) Ym0

onde definimos:
XT = CI)T + A,u,gzﬁlji — ar,
XBE(DB+AM¢%—C¥B, (466)

Yrp = 5 (v8¢rudt + 1r08u0E — 278708u0T) -
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As equagoes de campo (Eq.(4.43)) entao se tornam:

1
(EL.); =40rXT, 0 + 4;80 (PreXl®) — ed®drT — el fo

-2 [—D@Beg + gpo‘Vpng)Bef] -2 (TQ%\ + T’\‘},) V,\q)Bef

+ m {% (BX7 + Br X5 — 28pr XpXr)

+ XB (BerAvor — BrAL¢p) + X1 (BerAvdp — BALOT)

—¢70, B X1 — BprXp] — ¢30, [BrXp — Ber X7}

| Gomdidh + 39r6heh — verdhon)
(VB = VBr)

(nabegéfj + nbae’;éﬁ‘ + eggw,) =0,

(4.67)

(ELg,) =T — P f;;;;_ﬁ ’;};SB =0, (4.68)
T R AU
(ELg,) = B — P (T;;ZB__ﬁ ZZ;T =0, (4.70)

(EL,,), = 9o (BrXp = BerXr) | (vrésp = VB1010) _ (4.71)

(5T53 - 5%1*) ('YT'VB - %%T)

Este é um conjunto de 26 equagoes de campo acopladas para as variaveis &, ®p,
O, ¢, €. Uma rdpida conferéncia dessas equagdes mostra que elas sdo no maximo
equacoes diferenciais de segunda ordem para todos os campos. Para comparacao com o
frame geométrico, temos mais 10 equagoes para lidar no frame de Jordan, mas todas as
equagoes sao de segunda ordem nas derivadas dos campos, enquanto no frame geométrico

elas sao de sexta ordem.

Para determinar os graus de liberdade dinamicos do sistema no frame de Jordan,
analisamos o termo de derivada temporal mais alto de cada equagao. As Eqs.(4.69) e
(4.71) podem ser usadas para eliminar a contribuicao das segundas derivadas dos campos
vetoriais na Eq.(4.67). Nesta equagao, também usaremos:

S~ 8YN,, " oef, (4.72)

a
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onde
Nadij = i [nad (googai . QOzgj(]) 4 (gjzeg . gOiegl) 62 4 (gooe{l o 9]062) ei]
+5 [naves (9”97 = 9% 97 €5 + nael, (9% 97" — 979" €] - (4.73)

Quando restringimos a analise a segunda ordem da derivada temporal, as equagoes de
campo da Eq.(4.67) até a Eq.(4.71) fornecem:

(ELe)s ~2¢39% (00)* @p — 209" (00)” @ + 4005 N,, 7 (9) €, (4.74)
(ELg,) ~ 0, (4.75)

A T A o)
(ELg,) ~ B, (4.77)

(BLan), ~ o [P0~ Bt bt ] (47%)

Note que os termos dyA, ¢4 e A, ¢ contém as segundas derivadas temporais dos
componentes nulos dos campos vetoriais e das tetradas quando p = 0 nas Eqs.(4.76) e
(4.78):

Dol ~ (D0)° S + direl (00)’ e, (4.79)

(analogamente para JpA,¢%). Portanto, temos duas equagdes apresentando as segundas
derivadas temporais de 18 graus de liberdade, ou seja, ¢%, ¢% e ep- Isso significa que essas
equacoes s6 podem ser usadas para estabelecer dois vinculos entre as segundas derivadas
temporais dos campos mencionados acima. Algo semelhante acontece na Eq.(4.77), que
apresenta a segunda derivada temporal das 12 varidveis e

B~ (g"e) — g™¢) (90)% €. (4.80)

Esta equacao sé pode ser usada para estabelecer um vinculo entre as segundas derivadas

temporais de ef.

Em resumo, as 10 equagoes - Eq.(4.68) até Eq.(4.71) - podem ser interpretadas como
vinculos, assim como as 4 equagoes (EL.) a’ = 0. Isso totaliza 14 vinculos, o que significa
que dos 26 graus de liberdade iniciais, apenas 12 podem ser considerados graus de liberdade

dinamicos. Alguns dos graus de liberdade nao dinamicos, que sao aquelas quantidades
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cujas segundas derivadas temporais nao aparecem, podem ser identificados diretamente

das equagoes de campo - sdo Pr, ¢4, ¢, Das 19 varidveis restantes, ®g, ¢y, ¢%, e, 7
ainda serao restringidas pelas equacoes de campo. Se também lembrarmos que mais 4
graus de liberdade podem ser eliminados por uma escolha conveniente de sistema de
coordenadas, entao os graus de liberdade dinamicos sao reduzidos para 8. Com a simetria
global de Lorentz, talvez 4 graus de liberdade adicionais possam ser classificados como nao
dinamicos. Acabamos com um numero de variaveis dinamicas entre 4 e 8, exatamente
como no frame geométrico. Na verdade, este é um resultado esperado, uma vez que
podemos manipular as Eqs.(4.68) até Eq.(4.71) e substitui-las na Eq.(4.67), recuperando
Eq.(4.59) obtida no frame geométrico.

4.3.3 Frame de Einstein

Agora analisamos nosso exemplo no frame de Einstein com o fator conforme Q? = ®.
O potencial V, definido na Eq.(4.47), é dado por

- 7% ~ ~ _ _
o Pty 10 (953 + 51X, — 2050 X1 X
= —e 0 —
(’YT’YB - ’Y%T) 2 (ﬁTﬁB - B%T)

. (4.81)

onde i
Xr =5 + A0k — 20,07 —a
Xp = QEBG% + Auﬁb% — %gzﬁ‘é@“q% — ap, (4.82)
Y5 = 5 1t ol — vor (5% + $hdh) + 1rdhel) .

A integral de acao é dada por

S = /d%éT—i—/d xe% < » T,,) [(1—1—\/5453) TV}
d4yce— (@V - Tu) ngau@a}
+ / d*zé [&BB — (% + <53> g“"ayéTa#qBT} - / dizéV. (4.83)

Observe que esta agao possui uma dependéncia funcional com derivadas de segunda
ordem da tetrada (através de Be @,,T”) e (/53. Em principio, poderiamos esperar que as
equacoes de campo fossem de quarta ordem nas derivadas de € e é5. No entanto, isso
nao sera o caso devido ao fato de que os termos envolvendo as segundas derivadas sao
lineares com estas ultimas - o resultado serd a presenca de derivadas de segunda ordem

de ¢ e ¢r, que estdo acopladas a B e V, T”. Esta integral de acdo leva as seguintes
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equacoes de campo para variagoes em relacao a ¢~>B, Q;T, s, O, €y, respectivamente:

- -~ 5 - ~ o - _ér BBTXT—ﬁTXB
@%JEB+%E@—;§W%W—¢@@@w+eﬂ<@m%_%ﬂ)

=0,

(4.84)

1

v (1+\/§g53) B

+ 25" 0,050,0r + (2 _ \/§> 0,05 — (1 + 2¢SB) 0,6y

(EL$T> = <1 + 2(53) EQ;T + \/gﬂqu +

1 67% -~ - -~ N
- %W <BBXTWT + BrXgWp — BprXeWp — 5BTXBWT>
TFB — MBT
_2p
2 e V3 5 . ~ . , ~
=3 (BB — ) [(53% — Berdy) 0, X1 + (Brés — Beror) 3VXB}
BT
3¢
V3e Vi 2 _2ig
— g, Y — e VB fy =0, 4.85
G — g Y18 = 5 o (4.85)
e 3 ~ ~ e 3
FL: ) =———+—-0, Xr—0rXg)+—————0w b — 7) =0,
( ¢B)” (BrBs — ﬂ%T) (BBT r B) (vryB — %%T)g# (s = 107)
(4.86)
e 3 ~ ~ e 3
EFL; ) =————0, Xr — Xg)—————0uw n— ) =0,
( ¢T)y (BrBs — B3r) <6B v = Bar B) (V175 — %%T)gu (VBT — VBTYR)
(4.87)
o 4 S\ o ST pary ~Qur T
(BL); = 20, <ezao ) S S Sy ) (4.88)
Acima, nés usamos as definigoes:
7. — A v 2 v 7
VNVT = %yng - 7§¢T uQiT + ar, (4.89)
Wp = Ao — Zdbddr +op,
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(§]

5 (1 + ¢B) . _
KITO:I = -2 TD¢T -+ D(bB ég -+ 2§“QVN8V¢B(§Z

(2-d5) g - ¢Bga““] V0,07
1
2

+¢) u¢T+\/— uﬁbB} 0, 7’

1 - ~ -
et ) (§°"e5 +3™'8) 0udr0,or
) ~ -
+V3 (gﬁwéff - §a“52) 0,0, 1
9 N - N . -
= (V405 ) To20,br +2 (100 + 7% €00,05
% (8504 — Bordy)
3 (BT — BBTOB) (an v | ~pria <
+ & en0, Xp+etTe, X
(BrBe — Bir) < r P T)
T
—E (Brép — Berdr) <~ S e
+ 2 €0, Xp+ €T, X )
(BTBB - 6]23T) & p B
iy _
S Qrpit e A fyie
— 5 5 59 N €. (& a
(BrBp — ) " ’
_3ép
I e Vs s KV so Qap ~b
" T = ) (O ¥ Yty (4.90)
com
5 -1 2 ) v
Qrp = B ( BeX7 + BrXp — 281 XpXr >

BBXT - 5BTXB> (WT - OéT)

—BprXr + 5TXB> (WB - CYB) : (4.91)

AA

Chamamos a atencao para a dependéncia de 7’0(‘1 com as segundas derivadas de ¢r e
(;33 (como esperado do acoplamento desses campos com Be @UT”) e de ¢ e ¢l (devido
aos termos quadraticos X%,X%,QXTX B no potencial V) Com a interpretacao de 7:";
como um tensor de energia-momento efetivo, fica claro que a Eq.(4.88) é uma equagao
semelhante a TEGR para €5. E um conjunto de 16 equacgoes de segunda ordem com a
presenga de segundas derivadas de €2, br, d5, o e ¢y, As outras 10 equagoes (Eq.(4.84)

a FEq.(4.87)) também sao equagoes diferenciais de segunda ordem para esses campos.

Observe que as derivadas de X7 e Xp estao presentes em todas as equagoes, exceto na

Eq.(4.84). No entanto, a partir de manipulagoes das Eqs.(4.86) e (4.87), podemos isolar
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9, Xr e 9,XB em termos de ¢, ¢, Guv € b7, 0 que nos da:

Xr 6_% ~ —Bpr  Br YBT T oy
0y ~ = 0w . 4.92
( Xp ) (yrys _/V%T)gu ( —Bs  Bor ) ( YB  —7BT ) ( o ) (492)

Se substituirmos esse resultado nas equacoes de campo restantes, a andlise do niimero de

graus de liberdade dinamicos é bastante simplificada. De fato, apds realizar essa substi-
tuicao, isolamos as segundas derivadas temporais que estao presentes em cada equagao;
temos:

(BL;,) ~ B+ 33" (0" ér, (4.93)

(BLg,) ~ (1+265) 3% ()" br + V35™ (&) b5 + % (1+v305) B, (499)

6_% (/BBTaOXT - 5T30XB>

_ ~ §0 .
(ELga), ~ o (BrBs — Bor) ’ (4.95)
£l 506 % <5350XT - 5BT50XB> 196
( ¢>T)u ~ % (5T58—5123T) ) ( : )
(ELé)y ~ 45?Nadij (80)2 éf + 2" [(80)2 éB + \/?5 <1 + Q;B> (30)2 éT] o
—25%¢0 [(ao) b5+ ? (1 — 2&3) (8p)? ¢ST] , (4.97)

onde Nad” e B sdo equivalentes as Egs. (4.73) e (4.80), expressas em termos dos campos

conformes g"”, €g.

Quando tomamos v = 1,2,3 nas Eqs.(4.95) e (4.96), ndo temos segundas derivadas
temporais de nenhum dos campos, o que significa que pelo menos 6 graus de liberdade nao
sao dinamicos em nosso sistema. Nas mesmas equacoes, quando v = 0, acabamos com
duas equacoes que envolvem as segundas derivadas temporais de varios campos devido ao

fato de que:

0o X1 ~ (9)” &% + 0%, (D0)* &8, — Zo7 (00)” o,
D Xp ~ (00)° 6% + 0%, (0)° &, — F:0% (80)” or.

Essas duas equagoes estabelecem apenas vinculos entre as segundas derivadas temporais de

(4.98)

%, 07, € ,¢r. Uma situacio semelhante é observada nas Eqs.(4.93) e (4.94). A primeira



CAPITULO 4. ABORDAGEM ESCALAR-TENSORIAL PARA A GRAVIDADE
TELEPARALELA F (T, B,V,T,V,B) 82

estabelece um vinculo entre (9y)° o7 e (9)° € (lembre-se de que B ~ (85)° €%), enquanto

a tltima estabelece um vinculo entre (9)° ¢5, (9)” ¢r e (9)> &%, De fato, a Eq.(4.93)

7

pode ser usada para expressar a segunda derivada temporal de (/BT em termos da segunda
derivada de é¢. Essa relacdo, por sua vez, pode ser usada na Eq.(4.94) para que (80)2 op

a

. 2 ~
também possa ser expressa em termos de (Jy)” €¢.

¢. Se essas relacoes forem substituidas

na Eq.(4.97), entao isso se torna um conjunto de 16 equagdes que envolvem as segundas
derivadas temporais dos 12 componentes €¢. Isso significa que 4 dessas equagoes sao na

verdade vinculos e nao equacoes dinamicas.

Para resumir, comegamos com 26 equagoes (Eqs.(4.84) a (4.88)), entre as quais temos
14 vinculos — 10 vindos das Eqs.(4.84), (4.85), (4.86), (4.87) e 4 da Eq.(4.88). Isso significa
que apenas 12 equacoes sao dinamicas, as quais estabelecem um méaximo de 12 graus de
liberdade dinamicos. No entanto, ainda podemos eliminar 4 graus de liberdade fixando
adequadamente um sistema de coordenadas no espago-tempo. Isso reduz o nimero ma-
ximo de graus de liberdade dinamicos de 12 para 8. Como mencionado anteriormente,
ainda podemos fixar um sistema de coordenadas no espaco tangente. Novamente, nao
esta claro na andlise do problema de Cauchy se isso pode reduzir o nimero de variaveis
dinamicas ou nao. No final, o nimero de graus de liberdade dinamicos varia entre 4 e 8,

assim como nas abordagens geométrica e de Jordan.

4.4 Consideracoes Finais

Este trabalho foi dedicado a investigacao da gravidade teleparalela de ordem superior
do tipo f (T, v,1,B,V,B, eZ) e sua possivel descricao como uma teoria escalar-multi-
tensorial. Para alcancar esse objetivo, o sistema foi analisado nos frames de Jordan e
Einstein. No primeiro, quatro campos auxiliares - dois escalares e dois campos vetoriais
- foram introduzidos e reduziram a ordem da derivada das equacoes de campo em com-
paragao com a abordagem geométrica padrao. O preco a ser pago foi a inclusao de dez
graus de liberdade extras. No frame de Jordan, a integral de agdao é semelhante a uma

teoria escalar-tensorial (semelhante a de Brans-Dicke) sem termo cinético.

A transicao para o frame de Einstein foi realizada por uma transformacao conforme da
tetrada e a integral de agao usada no frame de Jordan foi obtida em termos das novas va-
riaveis transformadas. Como de costume, o Lagrangiano final foi um Lagrangiano TEGR
combinado com um potencial efetivo, com termos contendo acoplamentos derivativos e
um termo cinético para um dos campos escalares auxiliares, QNST, que foi convenientemente
redefinido em termos do campo original 7. O resultado foi um conjunto de equacoes
semelhantes ao TEGR com um tensor de energia-momento efetivo para os campos auxi-

liares.
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A estrutura desenvolvida nos frames de Jordan e Einstein foi entao aplicada a um

exemplo. Para verificar se a dinamica nos frames geométrico, de Jordan e de Einstein
poderia ser compativel, uma anélise concisa do problema de Cauchy foi realizada. Todas
as abordagens resultaram no mesmo intervalo possivel de graus de liberdade dinamicos,
ou seja, entre 4 e 8. E importante mencionar que determinar o nimero de graus de
liberdade dinamicos nao é uma tarefa trivial a ser realizada em teorias teleparalelas. Em
nossa opiniao, isso parece estar associado ao papel que a transformacao de Lorentz global

desempenha nessas teorias. Este é um problema que merece uma analise prépria.

Além disso, o fato de os graus de liberdade permanecerem consistentes em ambos os
frames, até onde o problema de Cauchy nos permite analisar, sugere que o modelo estu-
dado é promissor para aplicagoes. Isso inclui cosmologia (tanto do universo atual quanto
primordial), fendmenos astrofisicos como estrelas, galdxias, buracos negros, ondas gravita-
cionais e lentes gravitacionais. Esses testes poderiam realmente validar experimentalmente
o modelo proposto. Além do contexto experimental, o modelo pode ser submetido a testes
no contexto da gravidade quantica e analisado, por exemplo, do ponto de vista de sua
renormalizabilidade. Essas aplicacoes representam areas que planejamos explorar em pes-
quisas futuras, reconhecendo que cada uma delas apresenta desafios tinicos. Somente apés
investigar tais aplicagoes poderemos avaliar adequadamente as vantagens e limitagoes que

tal abordagem teleparalela geral pode oferecer.



5 Conclusao

Neste trabalho, exploramos detalhadamente o estudo das teorias de gravitacao dentro
da perspectiva das teorias teleparalelas, com foco particular nas abordagens geométrica
e de gauge. No Capitulo 2, iniciamos com a construcao de teorias de gravitagao usando
uma abordagem exclusivamente geométrica, formulando a teoria em uma variedade dife-
renciavel com métrica e conexao. Observamos as propriedades intrinsecas como curvatura,
torcao e derivada covariante da métrica, e discutimos como a nulidade de uma dessas pro-
priedades leva a diferentes geometrias, as quais podem ser estudadas através de campos
fundamentais, como a tetrada. Destacamos a variedade de Weitzenbock, onde a tor¢ao
desempenha um papel central e a curvatura e condicao de metricidade sao nulas. Demons-
tramos que, mesmo com uma geometria diferente, a teoria na variedade de Weitzenbock

pode ser equivalente a Relatividade Geral.

No Capitulo 3, avangamos para o desenvolvimento de uma teoria de gravitacao de
ordem superior como uma teoria de gauge. Apresentamos a teoria geral de gauge de-
senvolvida por Utiyama e sua aplicacao ao grupo de Translagao, que, apesar de nao ser
um grupo semi-simples, pode ser associado a uma teoria de gravitacao teleparalela na
perspectiva de uma teoria de gauge. Observamos que, ao contrario do campo de gauge na
teoria de Utiyama, um campo de gauge livre pode admitir um termo massivo. A analise
da lagrangiana do campo de gauge revelou novos invariantes e possiveis solucoes para
as equagoes de campo, incluindo o potencial gravitacional que combina os potenciais de
Newton e Yukawa. Esses resultados sugerem a possivel existéncia de gravitons com massa

e fornecem uma base para novas investigacoes sobre solugoes adicionais.

Finalmente, no Capitulo 4, nos dedicamos a investigagao da gravidade teleparalela de
ordem superior do tipo f (T, B,V T,V ,B) e sua descrigdo como uma teoria escalar-multi-
tensorial. Mas antes disso, introduzimos ao leitor o problema de Cauchy e como este pode
ser utilizado para andlisar a dinamica de uma teoria de gravitacao, para isso utilizamos
como exemplo o TEGR. Em seguida, também com carédter de revisao, apresentamos os
frames de Jordan e de Eisntein através da apliaccdo em uma teoria f (7). Finalizada a
revisao, partimos para o caso das teorias f (1, B,V ,T,V,B), onde analisamos o sistema
nos frames de Jordan e Einstein. No frame de Jordan, a introducao de campos auxiliares

permitiu a reducao da ordem das equacoes de campo, embora com a inclusao de graus
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de liberdade adicionais. A transicao para o frame de Einstein foi realizada por uma
transformacao conforme da tetrada, resultando em uma Lagrangiana combinada com um
potencial efetivo. A andlise do problema de Cauchy confirmou que os graus de liberdade
dinamicos permanecem consistentes entre os frames, sugerindo que o modelo estudado

tem potencial para aplicagoes praticas em cosmologia, astrofisica e gravidade quantica.

As perspectivas para futuras pesquisas incluem a validacao experimental do modelo
proposto e a andlise de sua renormalizabilidade perturbativa. Tais investigacoes permiti-
rao avaliar as vantagens e limitacoes desta abordagem teleparalela em comparagao com
outras teorias de gravitacao, aprofundando nossa compreensao da gravidade em contextos

variados.
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