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REFERÊNCIA BIBLIOGRÁFICA
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lização deste trabalho.
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falharam ao ofereceram todo suporte administrativo e loǵıstico necessário, tornando pos-
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Resumo

Nesta tese, analisamos duas abordagens distintas da gravidade modificada no contexto

teleparalelo. Primeiramente, investigamos extensões de segunda ordem dessas teorias

como teorias de gauge para o grupo de translação, utilizando a abordagem de Utiyama.

Demonstramos que é posśıvel incluir termos de derivada de segunda ordem na Lagrangiana

do potencial de gauge, preservando a invariância de gauge e difeomorfismo. Introduzimos

um novo objeto necessário para essa preservação, a partir do qual obtemos quatorze

invariantes independentes. Esses invariantes levam a equações lineares na quarta derivada

do campo das tetradas. Analisamos um exemplo espećıfico com um desses invariantes

e avaliamos o limite de campo fraco, mostrando que o potencial gravitacional efetivo

combina os potenciais de Newton e Yukawa. Em seguida, no contexto da gravidade

teleparalela modificada, analisamos a equivalência entre teorias escalares-multitensoriais e

teorias geométricas do tipo f (T,B,∇µT,∇µB), onde T e B representam, respectivamente,

o escalar de torção o escalar do termo de superf́ıcie. Realizamos essa análise nos frames

de Jordan e Einstein. No frame de Einstein, discutimos dois casos distintos, focando no

papel dos termos de superf́ıcie. Verificamos a equivalência entre as abordagens geométrica

e escalare-multitensoriais para sistemas regulares, que apresentam uma matriz Hessiana

regular. Apresentamos um exemplo e realizamos a análise do problema de Cauchy para

as diferentes abordagens.



Abstract

In this thesis, we analyze two distinct approaches to modified gravity in the teleparallel

context. First, we investigate second-order extensions of these theories as gauge theories

for the translation group, using Utiyama’s approach. We demonstrate that it is possible to

include second-order derivative terms in the Lagrangian of the gauge potential while pre-

serving gauge and diffeomorphism invariance. We introduce a new object necessary for this

preservation, from which we obtain fourteen independent invariants. These invariants lead

to equations that are linear in the fourth derivative of the tetrad field. We analyze a spe-

cific example with one of these invariants and evaluate the weak field limit, showing that

the effective gravitational potential combines the Newton and Yukawa potentials. Next,

in the context of modified teleparallel gravity, we analyze the equivalence between scalar-

multi-tensor theories and geometrical theories of the type f (T,B,∇µT,∇µB), where T

and B represent, respectively, the torsion scalar and the boundary term scalar. We con-

duct this analysis in the Jordan and Einstein frames. In the Einstein frame, we discuss

two distinct cases, focusing on the role of boundary terms. We verify the equivalence

between the geometrical and scalar-multi-tensor approaches for regular systems, which

present a regular Hessian matrix. We present an example and perform the analysis of the

Cauchy problem for the different approaches.
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1 Introdução

Sabemos que, mesmo diante de uma teoria da gravitação tão elegante quanto a Re-

latividade Geral de Einstein (GR), existem ainda questões tanto teóricas quanto feno-

mológicas, como a expansão acelerada do Universo, as curvas de rotação de galáxias e a

quantização da GR que carecem de respostas mais conclusivas (BERTONE; HOOPER, 2018;

CALDWELL; KAMIONKOWSKI, 2009; ASTIER et al., 2006; RIESS et al., 2004; STELLE, 1977).

A busca por essas respostas tem levado a pesquisa nessa área por alguns caminhos.

Dado o sucesso de suas predições ao longo dos anos junto a recente detecção de ondas

gravitacionais e resultados em observacão de buracos negros, parte da comunidade cien-

t́ıfica propõe manter a formulação da GR e reconsiderar apenas o conteúdo de matéria.

Uma das principais propostas em relação a conteúdo de matéria é a conjectura do “setor

escuro”, constitúıdo por matéria e energia escura, ou seja, matéria não ordinária, que

juntos devem corresponder a 95% do conteúdo de energia-matéria do Universo (SLOSAR

et al., 2019; HUTERER; SHAFER, 2017; LANGLOIS, 2019; KASE; TSUJIKAWA, 2019; FINCH;

SAID, 2018; MOTTA et al., 2021; RAHAMAN et al., 2014; BERTONE; TAIT, 2018; IOCCO et

al., 2015; CLOWE et al., 2006; BRAX, 2017). Dentro deste contexto o modelo ΛCDM

(constante cosmológica e matéria escura fria) é o atual modelo vigente. Nesta proposta,

acredita-se que a matéria escura permeia o universo, concentrando-se em torno de galáxias

e aglomerados, o que explicaria fenômenos como as curvas de rotação. Enquanto isso, a

energia escura assume o papel de agente cósmico, que possui uma pressão negativa e im-

pulsiona a aceleração do Universo. Uma caracteŕıstica um pouco questionável a respeito

da matéria e energia escura é que estes entes mesmo atuando como fonte gravitacional,

supostamente não interageriam com a radiação o que dificulta a sua detecção. De fato,

apesar dos esforços dos f́ısicos de part́ıculas, os únicos indicadores de sua potencial exis-

tência estão confinados apenas aos efeitos gravitacionais. Além dessa questão, o modelo

também traz consigo alguns problemas que precisam de maior atenção (FREEDMAN, 2021;

MELIA, 2023; LANGE et al., 2019). Outro ponto importante a se mencionar sobre o modelo

ΛCDM é que, do ponto de vista teórico, este não apresenta soluções para algumas ques-

tões como o aparecimento de singularidades no espaço-tempo da GR, ou a dificuldade na

renormalização da gravitação.

Constatações como as citadas levantam a questão se esses efeitos gravitacionais não
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poderiam ser explicados por modificações na teoria subjacente da gravidade, ao invés de

considerar tais entidades desconhecidas. Nessa perspectiva, surge a proposta de modifi-

car a gravidade alterando o conteúdo geométrico das equações de campo. Nesse tipo de

abordagem há uma gama de possibilidades para modificações. Uma dessas possibilida-

des é manter a variedade subjacente da Relatividade Geral (a variedade de Riemann),

onde o tensor métrico gµν é o campo fundamental, e modificar o Lagrangiano gravitacio-

nal. Essas modificações vão desde considerar uma dependência funcional do Lagrangiano

com os tensores de Riemann, Ricci ou Weyl, e eventualmente suas derivadas até a uma

extensão mı́nima como substituir o escalar de curvatura R por uma função f (R) (NO-

JIRI; ODINTSOV, 2011; NOJIRI et al., 2017; CAPOZZIELLO; LAURENTIS, 2011; AFONSO et

al., 2018; ABRAMO et al., 2010; SOTIRIOU; FARAONI, 2010; STAROBINSKY, 1980; SHAHID-

SALESS, 1987; SOTIRIOU; LIBERATI, 2007; OLMO, 2011; PUCHEU et al., 2016a; PUCHEU et

al., 2016b; NOVELLO et al., 2013; BITTENCOURT et al., 2014; BITTENCOURT et al., 2016;

BERGLIAFFA, 2006; BERGLIAFFA; NUNES, 2011; FABRIS et al., 2012; RODRIGUES et al.,

2016; MIRANDA et al., 2017; LOPES et al., 2018; RINALDI et al., 2014; CALZÀ et al., 2018;

BISWAS; TALAGANIS, 2015; BISWAS et al., 2017; MODESTO et al., 2018; SHAPIRO, 2015;

ACCIOLY et al., 2017; MODESTO; SHAPIRO, 2016; SALLES; SHAPIRO, 2014; DECANINI; FO-

LACCI, 2007; CUZINATTO et al., 2008; CUZINATTO et al., 2011; CUZINATTO et al., 2015;

WANDS, 1994; CUZINATTO et al., 2016; CUZINATTO et al., 2019; CUZINATTO et al., 2019;

CASTELLANOS et al., 2018; MYRZAKULOV et al., 2013).

Além das possibilidades citadas podemos também construir uma teoria em uma varie-

dade não-riemanniana. Vários modelos foram analisados na variedade de Riemann-Cartan

(NASCIMENTO et al., 2022; BENISTY et al., 2018; ALDROVANDI; PEREIRA, 2012; SABBATA;

GASPERINI, 1986), na variedade de Lyra e outros (CUZINATTO et al., 2021; CASANA et al.,

2007). Esta é a linha de racioćınio que exploraremos aqui. Em particular, estamos interes-

sados em analisar teorias constrúıdas na variedade de Weitzenböck, as chamadas teorias

teleparalelas da gravidade, onde a tetrada eaµ desempenha o papel de campo fundamental.

Na variedade de Weitzenböck, a curvatura é nula e a gravitação se manifesta por meio

da torção do espaço-tempo. A teoria mais conhecida na variedade de Weitzenböck é a

Equivalente Teleparalela da Relatividade Geral (TEGR), que, como o nome sugere, é equi-

valente em muitos aspectos à GR (ARCOS; PEREIRA, 2004; ALDROVANDI; PEREIRA, 2012;

KRŠŠÁK et al., 2019; HAYASHI; SHIRAFUJI, 1979a; MALUF, 1994; MALUF; ROCHA-NETO,

1999; MALUF; ROCHA-NETO, 2001; PIMENTEL et al., 2005). Enquanto na GR o argumento

da integral de ação é o escalar de curvatura, no TEGR o argumento é o escalar de tor-

ção (T ), um objeto que é definido como uma combinação linear de todos os invariantes

quadráticos independentes constrúıdos com o tensor de torção. De maneira semelhante

ao que é feito na variedade de Riemann, também são propostas teorias modificadas com

a substituição do argumento da ação integral por uma função arbitrária da torção esca-
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lar, T → f (T ) (TAMANINI; BOEHMER, 2012; KRŠŠÁK et al., 2019; KRŠŠÁK; SARIDAKIS,

2016; TAMANINI; BÖHMER, 2015; VILHENA et al., 2023). Embora exista equivalência entre

TEGR e a GR, o mesmo não acontece quando consideramos extensões como f (R) e f (T ).

A razão reside no fato de que a equivalência entre GR e TEGR é verificada por meio de

uma comparação das respectivas Lagrangianas, a saber, R = −T + B, que diferem por

um termo de superf́ıcie (B), que por sua vez é negligenciado ao considerarmos condições

iniciais espećıficas, como a variação nula do campo na superf́ıcie. No entanto, esse termo

de superf́ıcie carrega as derivadas de segunda ordem do campo de tetrada. Como con-

sequência, enquanto em teorias f (R) são obtidas equações de quarta ordem, em teorias

f (T ) apenas equações de campo de segunda ordem emergem (KRŠŠÁK; SARIDAKIS, 2016).

Dito isso, além da formulação do ponto de vista puramente geométrico, podemos

abordar teorias gravitacionais como teorias de campo, na qual a presença de termos de

derivadas superiores é notável, pois podem ser usados para regularizar algumas divergên-

cias que aparecem nas versões quânticas das teorias. Eles são de particular interesse no

que diz respeito à gravidade quântica, especialmente no contexto de teorias efetivas. A

ausência de derivadas superiores nas extensões f (T ) nos motiva a procurar outras modi-

ficações do TEGR envolvendo a segunda derivada da tetrada, para que toda a maquinaria

das teorias de ordem superior e efetivas também possa ser implementada na gravidade

teleparalela.

Uma tentativa nesse sentido foi feita por teorias f (T,B) (WRIGHT, 2016; BAHAMONDE

et al., 2020; FARRUGIA et al., 2020). Uma consideração importante ao propor modificações

ao TEGR é o fato de que a teoria teleparalela pode ser considerada como uma teoria de

gauge para o grupo de translação.

A abordagem de gauge para uma teoria de segunda ordem geral foi explorada em (CU-

ZINATTO et al., 2007) e sua aplicação ao grupo de Lorentz foi feita em (CUZINATTO et al.,

2011). Em ambos os casos, os cálculos foram baseados na abordagem de Utiyama para a

teoria de gauge (UTIYAMA, 1956a). Uma grande vantagem dessa metodologia reside no

fato de que as estruturas invariantes/covariantes de gauge que são usadas na teoria de

gauge (por exemplo, derivada covariante, força do campo) emergem naturalmente como

soluções de um conjunto de equações que a Lagrangiana deve obedecer para garantir a

invariância de gauge da teoria. Dessa forma, no procedimento de Utiyama, as estruturas

não são adivinhadas - elas são derivadas de equações. A partir dessa perspectiva, enten-

demos que a abordagem de Utiyama é uma das ferramentas mais apropriadas a serem

usadas ao lidar com qualquer tipo de extensão de teorias de gauge.

Retomando a ordem da teoria, fica claro que, para formular uma teoria de máxima

generalidade, torna-se imperativo considerar todos os invariantes relevantes. Na verdade,

B constitui um invariante de ordem superior nas derivadas dos campos de tetradas, e

permanece independente das derivadas da torção escalar T . Tipicamente, como dito
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anteriormente, o significado f́ısico de B é negligenciado quando escolhemos ignorá-lo com

base em condições iniciais espećıficas, como a variação nula do campo na superf́ıcie, porém

essas condições nem sempre serão verdadeiras, como indicado em (OSHITA; WU, 2017).

Uma outra questão importante em se mencionar em teorias de teleparalelismo modi-

ficadas é a determinação de seus graus de liberdade dinâmicos (d.d.o.f.). Como discutido

em Ref. (FERRARO; GUZMÁN, 2018b; BLAGOJEVIĆ; NESTER, 2020; GOLOVNEV; GUZ-

MÁN, 2021; GOLOVNEV; GUZMÁN, 2020), existem diferentes pontos de vista sobre essa

questão, mostrando que não é uma tarefa trivial devido à invariância de Lorentz global

existente nessas teorias. A análise dos d.d.o.f. pode ser feita por diferentes abordagens,

por exemplo, por meio da análise do problema de Cauchy (MORALES; SANTILLÁN, 2019;

SABBATA; GASPERINI, 1986; POMPEIA, 2021), pela determinação da estrutura hamiltoni-

ana e seus v́ınculos (MALUF, 1994; MALUF; ROCHA-NETO, 1999; MALUF; ROCHA-NETO,

2001; BLAGOJEVIĆ; NIKOLIĆ, 2000; BLAGOJEVIĆ; NESTER, 2020; FERRARO; GUZMÁN,

2018a; FERRARO; GUZMÁN, 2018b), via formalismo de Hamilton-Jacobi (PIMENTEL et al.,

2003; PIMENTEL et al., 2005; BERTIN et al., 2010; BERTIN et al., 2008) e assim por diante.

Em qualquer uma dessas abordagens, reformular a teoria nos frames de Jordan e Einstein

pode ser muito útil.

Teorias nos frames de Jordan e Einstein pertencem à categoria de teorias escalares-

tensoriais, que podem ser interpretadas como variantes das teorias de Brans-Dicke. Essa

extensão surge da inclusão de campos auxiliares, expandindo o conceito original da teoria

de Brans-Dicke. O uso desse tipo de teoria pode resultar em uma análise simplificada dos

d.d.o.f. e torná-la mais compreenśıvel. Isso ocorre porque na transição do referencial geo-

métrico para os referenciais de Jordan e Einstein, são introduzidas variáveis auxiliares, de

modo que a ordem da derivada da teoria possa ser reduzida. Claro, há um preço a ser pago:

Os graus de liberdade auxiliares exigem equações de campo próprias - o resultado final é

um conjunto de equações de campo acopladas que são em número maior do que aquelas

no frame geométrico (CUZINATTO et al., 2016; CUZINATTO et al., 2019; POMPEIA, 2021).

Mas essa não é a única questão, a transição do frame de Jordan para o frame de Einstein

no espaço-tempo de Weitzenböck é realizada por meio de uma transformação conforme do

campo de tetrada. Neste procedimento, a teoria tipo escalar-tensorial obtida no frame de

Jordan é mapeada em uma teoria tipo TEGR com um tensor de energia-momento efetivo

no frame de Einstein. A estrutura das equações de campo em cada caso é diferente e

isso é refletido na dinâmica dos campos em cada abordagem, o que lança dúvidas sobre

a existência da transformação inversa. Isso levanta a questão da (in)equivalência entre os

dois frames, em particular, sobre qual deles é o frame “f́ısico”(RINALDI, 2018; BHADRA

et al., 2007; YANG, 2011; HOHMANN, 2018; WRIGHT, 2016). Já adiantamos que, aqui,

não fornecemos uma resposta para essa pergunta, mas realizamos a análise em ambos os

frames em ordem e apontamos as caracteŕısticas de cada um deles.



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 18

Na presente tese apresentamos duas propostas dentro do estudo das teorias telepara-

lelas. A primeira é a proposição das teorias teleparalelas de ordem superior como teorias

de gauge. E a segunda, é o estudo das versões escalares-tensoriais.

Para isso, no caṕıtulo 2, estudamos as teorias teleparelas na variedade de Weitzenböck

junto ao equivalente teleparalelo da Relatividade Geral e também o campo fundamental

destas teorias, a tetrada. No caṕıtulo 3, apresentamos a formulação de uma teoria de

gauge através da metodologia de Utiyama, e como essa metodologia é aplicada ao grupo

de translação. Além disso, assumimos que a Lagrangiana do campo livre não possui de-

pendência apenas no campo de gauge e sua primeira derivada, como proposto inicialmente

por Utiyama, o que nos conduz a um número de invariantes de ordem superior. Vere-

mos um exemplo destes invariantes sendo aplicado. No caṕıtulo 4, abordamos as teorias

escalares-tensoriais no contexto dos frames de Jordan e Einstein para as teoria Telepara-

lelas de ordem superior. No caṕıtulo 5, apresentamos as considerações finais à respeito do

trabalho.



2 Gravitação Teleparelela e a Variedade

de Weitzenböck

Neste caṕıtulo nosso principal objetivo é estudar as teorias teleparalelas da gravitação

formuladas na variedade de Weitzenbock. Para isto, na seção 2.1, apresentamos as noções

básicas sobre variedades e como a escolha de uma variedade implica em uma teoria de gra-

vitação diferente. Apresentamos também o formalismo de tetradas, campo fundamental

utilizado em nossa variedade de interesse. Na seção 2.3 abordamos a gravitação telepa-

ralela na variedade de Weitzenböck junto a construção de um equivalente à Relatividade

Geral nesta variedade.

2.1 Gravitação Teleparelela

Ao formularmos uma teoria de gravitação, do ponto de vista geométrico, é necessário

escolhermos o palco no qual esta será desenvolvida. O palco em questão se trata de

uma variedade diferenciável M, munida de uma métrica g, com componentes gµν , e uma

conexão Γαµν . Propriedades como, curvatura, torção e condição de metricidade são todas

propriedades da conexão. Veja,

Γαµν = Nα
µν +

{
α
µν

}
+ Kα

µν . (2.1)

Na equação acima podemos observar a representação irredut́ıvel da conexão, os objetos

que aparecem em (2.1) são nomeados tensor de deformidade, Nα
µν , tensor de contorção,

Kα
µν , e śımbolo de Christoffel,

{
α
µν

}
. Por definição

Nα
µν ≡ 1

2

(
Q α
µν −Qα

µν −Q α
ν µ

)
,{

α
µν

}
≡ 1

2
gαβ (∂µgνβ + ∂νgβµ − ∂βgµν) ,

Kα
µν ≡ 1

2

[
T α
νµ − Tα

νµ − T α
µ ν

]
,
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onde Qαµν = ∇αgµν ,

T ρ
νµ = Γρνµ − Γρµν ,

são nomeados tensor de não-metricidade e tensor de torção. Como pode ser visto, Qαµν

está diretamente relacionado a condição de metricidade, enquanto T ρ
νµ sendo a torção,

é definido pela parte antissimétrica da conexão. A variedade que preserva todas estas

propriedades é nomeada “variedade afim”.

Impor nulidade a uma das propriedades citadas nos conduz a geometrias distintas, por

exemplo, na variedade Riemanniana a conexão do espaço-tempo é equivalente ao śımbolo

de Christofel, Γρµν =
{
ρ
µν

}
, uma vez que é válida a condição de metricidade nula e não há

torção, e isto torna a conexão simétrica. No entanto, independentemente da conexão ser

simétrica ou não, a curvatura do espaço-tempo é definida como

R λ
νρµ = ∂νΓ

λ
ρµ − ∂ρΓ

λ
νµ + ΓσρµΓλνσ − ΓσνµΓλρσ,

e é importante ter em mente que impor curvatura nula não é o mesmo que anular o śımbolo

de Christoffel; veremos isso melhor mais a frente. Alguns outros exemplos de variedades

podem ser vistos na figura 2.1.

FIGURA 2.1 – Alguns exemplos de variedades diferenciáveis emergentes da variedade afim

Em algumas variedades diferenciáveis, a geometria é comumente estudada através de

um outro campo, nomeado campo de tetradas eaµ e por isso faremos uma apresentação
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deste campo. Mas antes, gostaŕıamos de salientar que existe uma análise matemática

muito mais criteriosa, na qual deve-se levar em conta a topologia global da variedade bem

como algumas condições espećıficas (ISHAM, 1978). No entanto, para o que propomos

aqui, consideraremos que nossa variedade obedece aos requisitos mencionados.

2.2 Formalismo de tetradas

Como mencionado anteriormente, algumas variedades têm como campo fundamental a

tetrada. O formalismo de tetradas foi introduzido por Einstein (EINSTEIN, 1928), em 1928,

na tentativa de unificar gravitação e eletromagnetismo. De forma genérica, podemos dizer

que o campo de tetradas é um campo que conecta dois espaços. Contudo, a aplicação desse

formalismo mostrou-se útil não apenas para conectar espaços distintos, mas também para

descrever objetos como os espinores em espaços curvos (O’RAIFEARTAIGH, 1997; WIGNER,

1929; WEYL, 1929). A seguir, fazemos uma apresentação um pouco mais detalhada do

formalismo.

Assumimos que um espaço-tempo genérico é uma variedade diferenciável de 4 dimen-

sões, indicada como R3,1. E que, o espaço tangente definido em cada ponto do espaço-

tempo é um espaço-tempo de Minkowski, cuja métrica de Lorentz assume a assinatura

ηab = diag (−,+,+,+) . (2.2)

Para que não haja confusão entre os espaços, escolhemos os ı́ndices latinos para que

estejam relacionados às coordenadas do espaço tangente (com exceção de i, j e k que

serão reservados para ı́ndices espaciais), enquanto os ı́ndices gregos para que estejam

relacionados ao espaço-tempo. Consequentemente, as coordenadas do espaço-tempo serão

denotadas por xµ, enquanto as coordenadas do espaço tangente serão denotadas por xa.

Tais sistemas de coordenadas determinam, em seus domı́nios, bases locais para campos

vetoriais,

∂µ =
∂

∂xµ
e ∂a =

∂

∂xa
, (2.3)

e campos covetoriais,

dxµ e dxa. (2.4)

Essas bases são duais, de forma que

dxµ∂ν = δµν e dxa∂b = δab . (2.5)

Nos respectivos domı́nios de definição, qualquer vetor ou covetor pode ser expresso

em termos dessas bases, que além disso podem ser estendidas pelo produto direto para
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constituir bases para campos tensoriais gerais de qualquer ordem, como veremos mais

adiante.

Considerando as métricas g (espaço-tempo) e Minkowski η (espaço tangente), com

componentes gαβ e ηab em uma base dual holônoma,

g = gαβdx
αdxβ, η = ηabdx

adxb, (2.6)

é posśıvel relacionar g e η através de uma base linear,

ηab = gαβe
α
a e

β
b , (2.7)

a qual denominamos tetradas,

ea = e µa ∂µ, ea = eaµdx
µ. (2.8)

Segundo o teorema de Helmholtz, podemos decompor este campo em uma parte holô-

noma e uma parte não holônoma. A parte não holônoma da tetrada é parte que carrega a

gravitação. Enquanto a parte holônoma também conhecida como tetrada trivial h β
b pode

ser entendida como uma base de mudança de coordenadas. Veja, se o espaço-tempo e

o tangente são ambos definidos como um espaço-tempo de Minkowski descritos por uma

métrica η, com componentes ηαβ e ηab, podemos relacionar estes dois espaços através da

expressão

ηab = ηαβh
α
a h

β
b . (2.9)

Pela relação acima podemos ver que, para este caso, ebν → hbν .

Como estamos falando em uma teoria de gravitação iremos nos ater a tetrada não

trivial ebν . Notem que ao fixarmos o ı́ndice grego µ, a tetrada eaµ representará um vetor

sob transformações de Lorentz no espaço tangente. Dessa forma, podemos utilizar a

métrica de Minkowski para levantar e abaixar os ı́ndices latinos. No entanto, se fixarmos

o ı́ndice latino, a, teremos um vetor sob transformações gerais de coordenadas no espaço-

tempo de mundo. Além disso, por constituir uma base desta variedade, a tetrada pode

ser utilizada para decompor vetores e tensores, como podemos ver no exemplo abaixo.

Decomposição de um tensor de ordem n,

Tαβ...σ = [Tµν...ρe
µ
a e

ν
b . . . e ρn ] eaαe

b
β . . . e

n
ν . (2.10)

Da equação acima sob a validade de (2.9), segue a relação

gαβ = ηabe
a
αe

b
β. (2.11)
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Dos resultados das Eqs. (2.9) e (2.11) fica claro que, ao escolhermos um determinado

conjunto de tetradas, determinamos univocamente uma métrica. No entanto, o contrá-

rio não é posśıvel, uma vez que a determinação da tetrada também está relacionada às

transformações de Lorentz no espaço tangente (O’RAIFEARTAIGH, 1997; ISHAM, 1978;

ALDROVANDI et al., 2003).

Voltando para (2.10), ainda podemos extrair algumas informações desta equação. Note

que a propriedade da tetrada de representar um invariante por transformações locais de

Lorentz ou transformações gerais de coordenadas dependendo do ı́ndice fixado, se extende

a objetos do espaço-tempo de mundo, uma vez que são contráıdos com tetradas. Vejamos,

o objeto a seguir

Tab...n = Tµν...ρe
µ
a e

ν
b . . . e ρn ,

é um escalar sob transformações gerais de coordenadas no espaço-tempo, mas passa a ser

um tensor sob transformações de Lorentz no espaço tangente. O contrário pode ser obtido

pela ortogonalidade das tetradas

Tµν...ρ = Tab...ne
a
µe
b
ν . . . e

n
ρ .

A partir dos referidos exemplos fica evidenciada a propriedade da tetrada em converter

objetos do espaço-tempo para o espaço tangente, e vice-versa. Outra informação impor-

tante é que um escalar sob transformações gerais de coordenadas também será um escalar

sob transformações de Lorentz:

AµB
µ = eaµe

µbAaBb = AaB
a.

No entanto, se considerarmos a derivada espaço-temporal de mundo de um vetor de Lo-

rentz no tangente, ∂µA
a (x), e realizarmos uma transformação de Lorentz sobre o referido

objeto, (∂µA
a (x))′, este não será um vetor sob transformações de Lorentz. Mas por que

isto acontece se o ı́ndice grego faz referência apenas à variedade espaço-temporal? Bom,

a resposta é um tanto quanto simples, isto se deve ao fato da transformação de Lorentz

depender do ponto do espaço-tempo. Dessa forma, faz-se necessária uma derivada no

espaço-tempo que seja covariante por transformações de Lorentz no espaço tangente. As-

sim como a derivada covariante para o espaço-tempo de mundo, a derivada covariante para

o espaço tangente deve conter um termo de conexão, como pode ser visto na expressão

abaixo

DµA
a (x) = ∂µA

a (x) + ω̄ a
µ b (x)Ab (x) . (2.12)
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Esta conexão, nomeada conexão de spin deve possuir a seguinte lei de transformação

ω̄ a′

µ b′ = Λa′

a (x) Λb
b′ (x) ω̄ a

µ b − Λb
b′ (x)

(
∂µΛa′

b (x)
)
, (2.13)

que garantirá a covariância desta derivada. Para um objeto que representa um vetor tanto

no espaço-tempo de mundo quanto no espaço tangente, ou seja, possui ı́ndices gregos e

latinos, Aa
µ. É necessário considerarmos uma derivada covariante total que leve em conta

não apenas as variações devido às transformações de Lorentz no espaço tangente, mas

também as ocasionadas pelo transporte paralelo no espaço-tempo de mundo. Assim, uma

derivada covariante total deve incorporar ambas as conexões,

∇̂µA
a
ν (x) = ∂µA

a
ν (x) − ΓρµνA

a
ρ + ω̄ a

µ b (x)Ab
ν (x) .

Note que, a derivada covariante total também pode ser expressa como

∇̂µA
a
ν (x) = ∇µA

a
ν (x) + ω̄ a

µ b (x)Ab
ν (x) = DµA

a
ν (x) − ΓρµνA

a
ρ

Da equação acima podemos concluir que a derivada total é covariante tanto pelas trans-

formações gerais de coordenadas quanto pelas trasnformações de Lorentz. E isso é válido

para qualquer tensor, logo,

∇̂µe
a
ν (x) = ∂µe

a
ν (x) + ω̄ a

µ b (x) ebν (x) − Γρµνe
a
ρ.

2.3 Geometrida da Variedade de Weitzenböck

A variedade de Riemann-Cartan é uma variedade que possui curvatura e torção, mas

condição de não-metricidade nula, ∇µgαν = 0. Em relação à tetrada, é imposto que sua

derivada total se anule,

∇̂µe
a
ν (x) = 0. (2.14)

Esta condição, junto a ∇µgαν = 0, implica em uma conexão de spin antisimétrica,

ω̄µ(ab) (x) = 0, como podemos ver a seguir,

∇̂ρgµν = eaµe
b
ν∇̂ρηab

= −2eaµe
b
νω̄ρ(ab) = 0.

E nos fornece a relação entre conexão de espaço-tempo, conexão de spin, tetradas e

suas derivadas,

Γρµνe
a
ρ = ∂µe

a
ν (x) + ω̄ a

µ b (x) ebν (x) .
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No entanto, estamos interessados na variedade de Weitzenbock (WEITZENBÖCK, 1928),

uma variedade que possui condição de metricidade e curvatura nulas. Nesta variedade,

a condição de metricidade nula pode ser enunciada através da condição de paralelismo

absoluto

∇µe
a
ν (x) = 0. (2.15)

Esta condição garante que as tetradas eaν (x) são transportadas paralelamente ao longo

de toda a variedade de espaço-tempo. Além disso, estabelece um v́ınculo entre a conexão

e as derivadas da tetrada.

Γρµν = e ρa ∂µe
a
ν . (2.16)

À conexão do espaço-tempo, expressa em termos das tetradas e suas derivadas, nomea-

mos conexão de Weitzenbock. Diferentemente da variedade de Riemann-Cartan, quando

admitimos a validade da Eq. (2.14), não obtemos uma conexão de spin antissimétrica,

mas sim uma conexão de spin nula, ω̄ a
µ b = 0.

Outro ponto importante é que, na variedade de Weitzenbock, os comutadores das

derivadas covariantes são respectivamente[∇µ,∇ν ]ϕ =
(
Γρνµ − Γρµν

)
∂ρϕ,

[∇µ,∇ν ]ϕβ =
(
Γρνµ − Γρµν

)
∇ρϕβ.

(2.17)

Como mencionado anteriormente, a parte antissimétrica da conexão do espaço-tempo é

reconhecida como torção, logo,[∇µ,∇ν ]ϕ = T ρ
νµ∂ρϕ,

[∇µ,∇ν ]ϕβ = T ρ
νµ∇ρϕβ.

(2.18)

2.3.1 Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral na Variedade de

Weitzenböck

Assim como na Relatividade Geral, na qual a interação gravitacional se dá como

consequência da curvatura, podeŕıamos pensar em uma teoria que tivesse a torção como

ente geométrico responsável pela manifestação gravitacional. Dessa forma, nossa teoria

teria como base não a variedade Riemanniana, mas sim a variedade de Weitzenbock W4

(WEITZENBÖCK, 1928). Ao propormos uma nova formulação para teoria de gravitação,

devemos fazer de tal forma que esta proposta reproduza com sucesso todos os resultados já

obtidos pela GR, além de dar conta das limitações desta. Nesse sentido, quando propomos

teorias na variedade de Weitzenbock, espera-se que exista ao menos uma equivalente à

GR. A teoria da gravitação na variedade de Weitzenbock equivalente à GR é comumente

referida como Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (TEGR), ou simplesmente
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Teleparalelismo, e foi desenvolvida ao longo das décadas de 60 e 70 do século (HAYASHI;

SHIRAFUJI, 1979b).

Como dito anteriormente, a geometria da variedade de Weitzenbock é estudada através

dos campos de tetradas e é este o campo fundamental da TEGR, ou seja, são as tetradas

que possuem caráter dinâmico. Começaremos então, com o pŕıncipio variacional para

obter as equações de campo e a prescrição do acoplamento mińımo para a interação entre

os campos de matéria e a gravitação. Mas antes disso, primeiro precisamos definir uma

densidade lagrangiana para o campo gravitacional e para isso precisamos escolher um

invariante. Na GR temos como invariante o escalar de Ricci, que é obtido através da

saturação dos ı́ndices do tensor de curvatura R = gµνR α
αµν , no entanto o mesmo não é

posśıvel com a torção Tα
µν , pois como podemos observar o número de ı́ndices da Torção é

ı́mpar.

Uma possibilidade é partirmos de uma forma análoga à densidade lagrangiana proposta

pela Relatividade Geral,

LGR = − 1

2χ

√
−gR ({}) → LW = − 1

2χ

√
−gR (Γ) . (2.19)

no qual g = det gµν , R ({}) é o escalar de curvatura referente a variedade Riemanniana

e R (Γ) é o escalar de curvatura referente a a variedade de Weitzenböck.. Na variedade

de Weitzenbock, sabemos que a conexão do espaço-tempo 2.1 se reduz a Christofell mais

contorção,

Γαµν =
{
α
µν

}
+ Kα

µν . (2.20)

Substituindo 2.20 em 2.19

√
−gR (Γ) =

√
−ggνµ

[
∂α
{
α
νµ

}
− ∂ν

{
α
αµ

}
+
{
α
αβ

}{
β
νµ

}
−
{
α
νβ

}{
β
αµ

}
+ ∂νK

α
αµ − ∂αK

α
νµ −

{
α
αβ

}
K β
νµ −K α

αβ

{
β
νµ

}
+
{
α
νβ

}
K β
αµ

+ K α
νβ

{
β
αµ

}
+ K α

αβ.K
β

νµ −K α
νβ K

β
αµ

]
. (2.21)

Observe que os termos na primeira linha da Eq. 2.21 podem ser identificados como

o tensor de Ricci da Relatividade Geral1. Depois de algumas manipulações algébricas,

sendo
√
−g = e = det eaν , obtemos

eR ({}) = e [B − T ]

1R α
ανµ ({}) = ∂α

{
α
νµ

}
− ∂ν

{
α
αµ

}
+
{
α
αβ

}{
β
νµ

}
−
{
α
νβ

}{
β
αµ

}
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onde,

B = 2 (∇ν − Tν)T
ν =

2

e
∂ν (eT ν) , (2.22)

e

T =

[
1

4
T µν
β T β

µν −
1

2
T β
µνT

µν
β − T νTν

]
, (2.23)

Tν = T θ
θν .

O escalar de torsão T também pode ser expresso através do produto

T = Σ µν
β T β

µν , (2.24)

onde Σ µν
β = −Σ νµ

β é nomeado superpotencial de torção,

Σ µν
β =

1

4

(
T µν
β + T µ ν

β − T ν µ
β

)
+

1

2

(
δνβT

µ − δµβT
ν
)
. (2.25)

Como podemos observar em 2.22, B é um divergente e quando integrado na ação, sua

contribuição como termo de superf́ıcie será nula em relação às equações de campo. Dessa

forma, a densidade lagrangiana do equivalente teleparalelo é asumido como,

eR ({}) = eT (Γ) .

A variação da ação integral,

S =

∫
d4xeT,

nos conduz as equações de campo,

Eα
a =

4

e
∂σ (eΣ σα

a ) + 4ΣσραTσρa − eαaT = 0, (2.26)

que devem ser equivalentes as equações de campo obtidades na variedade Riemanniana.



3 Teleparalelismo como uma teoria de

gauge de segunda ordem

No caṕıtulo anterior, vimos a formulação de uma teoria gravitacional do ponto de vista

puramente geométrico, agora utilizaremos uma abordagem de teoria de gauge. Embora

hajam muitos trabalhos nesse segmento (teoria de gauge), até onde os autores sabem,

não há abordagem na literatura que analise teorias teleparalelas de ordem superior como

teorias de gauge a partir de prinćıpios básicos. Esse é o principal objetivo deste caṕıtulo,

onde teorias teleparalelas de segunda ordem são constrúıdas por meio da metodologia

proposta por Utiyama. Na Seção 3.1, revisamos brevemente a teoria de gauge conforme

proposta por Utiyama, partindo de uma transformação de campo de matéria infinitesimal

genérica sob um grupo de Lie geral. Em seguida, particularizamos os resultados para

o grupo de translação. Na Seção 3.3, analisamos a invariância da Lagrangiana para o

campo de gauge livre, considerando que ela pode depender de termos até a segunda

ordem da derivada do campo de gauge. Na Seção 3.3.1, avaliamos todos os invariantes

quadráticos que levam a equações de campo lineares na quarta derivada do campo de

gauge. Na Seção 3.3.2, analisamos um caso particular como exemplo, onde linearizamos

as equações de campo e obtemos o potencial gravitacional efetivo. Finalmente, na Seção

VI, as considerações finais são apresentadas.

3.1 A abordagem de Utiyama

Na teoria desenvolvida por Utiyama, considera-se alguns sistemas de campos de maté-

ria, inicialmente sem interação, que devem ser invariantes sob um determinado grupo de

transformações Gn dependentes de n parâmetros ϵa. Estes parâmetros ϵa não dependem

do ponto, ou seja, são constantes com respeito às coordenadas x. E por isso Gn é dito

um grupo onde as transformações são globais. Em seguida se considera um grupo mais

amplo G∞n, no qual as transformações são locais, ou seja, o parâmetro de transformação

depende do ponto, ϵa → ϵa (x). Para manter-se a invariância postulada, uma vez que a

transformação global é um caso particular das transformações locais, é introduzido um
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novo campo Aµ, que possui um tipo definido de interação com os campos originais. É tam-

bém Aµ o responsável por trazer interação para os campos. A seguir, detalhamos melhor

todo esse processo. No entanto, caso o leitor ainda sinta a necessidade de uma referên-

cia mais detalhada acerca da metodologia desenvolvida por Utiyama, além do trabalho

original, recomendamos a referência (ACEVEDO et al., 2018), na qual os autores mostram

de forma bastante didática e construtiva o passo a passo por trás do desenvolvimento da

metodologia.

3.1.1 Lagrangiana do campo de matéria

Inicialmente, consideraremos um conjunto de campos de matéria ΦA(u), onde (A =

1, 2, · · · , N) definido em uma região Ω, cuja densidade Lagrangiana é dada por:

LM = LM
[
ΦA, ∂µΦA

]
(x) , (3.1)

com a seguinte equação de movimento,

∂LM
∂ΦA

− ∂µ
∂LM

∂ (∂µΦA)
= 0. (3.2)

Em seguida, postulamos que a ação integral

S [Φ] =

∫
Ω

d4uLM
[
ΦA, ∂µΦA

]
(x) , (3.3)

é invariante sob transformações infinitesimais globais,

ΦA → ΦA + δΦA,

δΦA = ϵaI A
(a) BΦB, (3.4)

onde ϵa (a = 1, 2, . . . , n) são parâmetros infinitesimais constantes e I A
(a) B são coeficientes

constantes. Assumiremos também o conjunto de transformações (3.4) como pertencendo

a um grupo de Lie Gn dependente dos n parâmetros ϵa e com geradores I A
(a) B na repre-

sentação dos campos ΦA. Portanto, deve haver um conjunto de constantes independentes

f c
a b chamadas de “constantes de estrutura”, definidas com base nas relações de comutação

entre os geradores [
I(a), I(b)

]A
B

= f c
a bI

A
(c) B.
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Estas devem obedecer à condição de ciclicidade1:

f m
a b f

l
m c + f m

c a f
l
m b + fmb c f

l
m a = 0. (3.5)

e possuir ainda ant́ısimetria na troca de seus ı́ndices inferiores,

f c
a b = −f c

b a. (3.6)

É a constante de estrutura a responsável por determinar se um um grupo é abeliano

ou não. Um grupo é dito abeliano se f c
a b = 0, caso contrário, quando f c

a b ̸= 0, este grupo

é dito não-abeliano.

Pela invariância postulada em S sob as transformações infinitesimais do campo em

qualquer domı́nio do espaço-tempo Ω, temos:

δLM =
∂LM
∂ΦA

δΦA +
∂LM

∂ (∂µΦA)
δ
(
∂µΦA

)
= 0, (3.7)

e isto deve ser válido para qualquer ponto do espaço-tempo, ou seja, essa relação não

está relacionada ao caráter do campo. Em seguida, considerando a independência dos

parâmetros ϵa, conclúımos que,

∂LM
∂ΦA

I A
(a) BΦB +

∂LM
∂ (∂µΦA)

I A
(a) B∂µΦB = 0. (3.8)

Uma observação interessante e que traz consistência para a teoria é que, ao fazermos

algumas manipulações algébricas na Eq. (3.7) podemos reescrevê-la como,

δLM =

(
∂LM
∂ΦA

− ∂µ
∂LM

∂ (∂µΦA)

)
δΦA

+ ∂µ

(
∂LM

∂ (∂µΦA)
δΦA

)
= 0. (3.9)

Uma vez que são válidas as equações de movimento (3.2), podemos observar que uma

corrente é conservada.

∂µJ
µ
a = 0, Jµa ≡ ∂LM

∂ (∂µΦA)
I A
(a) BΦB.

Este resultado está de acordo com o teorema de Noether.

1A condição 3.5 vem da identidade de Jacobi para o comutador,[[
I(a), I(b)

]
, I(c)

]
+
[[
I(c), I(a)

]
, I(b)

]
+
[[
I(b), I(c)

]
, I(a)

]
= 0,
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Finalizado o estudo para as transformações infinitesimais globais. Agora, iremos con-

siderar uma tranformação infinitesimal local ϵa → ϵa(x), ou seja, agora os parâmetros de

transformação ϵa dependem das coordenadas, xµ. O que nos leva a

δΦA = ϵa (x) I A
(a) BΦB. (3.10)

Neste caso, quando tomamos a variação da Lagrangiana de matéria e assumimos a validade

da Eq. (3.8), um termo de derivada do parametro de transformação aparece, fazendo com

que a invariância seja perdida,

δLM =
∂LM

∂ (∂µΦA)
I A
(a) BΦB∂µϵ

a (x) . (3.11)

Para recuperar a invariância de LM sob Eq.(3.10), introduzimos um novo campo Ac
µ,

chamado potencial de gauge, cuja lei de transformação é dada por

δAc
µ = ϵaf c

a bA
b
µ + ∂µϵ

c. (3.12)

Consequentemente, a lagrangiana de matéria passa a ter dependência com este novo

campo,

LM
[
ΦA, ∂µΦA

]
→ L̄M

[
ΦA, ∂µΦA, Aa

µ

]
,

e sua variação sob as transformações 3.10 e 3.12 resulta em

δL̄M =
∂L̄M
∂ΦA

I A
(a) BΦBϵa +

∂L̄M
∂∂µΦA

I A
(a) B∂µΦBϵa +

∂L̄M
∂∂µΦA

I A
(a) BΦB∂µϵ

a

+
∂L̄M
∂Aa

µ

f a
c bA

b
µϵ
c +

∂L̄M
∂Aa

µ

∂µϵ
a.

Considerando independência dos parâmetros ϵa e de suas derivadas ∂µϵ
a, obtemos um

conjunto de equações hierarquicas
∂L̄M

∂ΦA I
A
(a) BΦB + ∂L̄M

∂(∂µΦA)
I A
(a) B∂µΦB + ∂L̄M

∂Ac
µ
f c
a bA

b
µ = 0,

∂L̄M

∂(∂µΦA)
I A
(a) BΦB + ∂L̄M

∂Aa
µ

= 0.
(3.13)

Aqui temos uma caracteŕıstica importante da abordagem de Utiyama. A solução

da última equação implica que a dependência funcional LM com o campo de gauge e a

derivada de ΦA ocorre apenas através da combinação:

∇̊µΦA = ∂µΦA − I A
(c) BΦBAc

µ. (3.14)
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Ou seja,

L̄M
[
ΦA, ∂µΦA, Aa

µ

]
→ LM

[
ΦA, ∇̊µA

a
µ

]
A t́ıtulo de curiosidade, o resultado em 3.14 foi obtido a partir do argumento de

d’Alembert, que se aplica da seguinte forma:

Assumimos uma função f (x, y) que satisfaz a

∂f

∂x
+ a

∂f

∂y
= 0.

É fácil observar, fazendo uma simples subistituição, que qualquer funcão diferenciavel

do tipo f (x, y) = h (y − ax) é solução da equação acima. Este tipo de metodologia

recebe o nome de argumento de d’Alembert, pois este mesmo tipo de construção pode ser

empregado quando estudamos a equação da onda se propagando na direção do eixo z com

velocidade v,
∂2f

∂z2
+

1

v2
∂2f

∂t2
= 0,

cuja solução envolve qualquer função do tipo

f (z, t) = h (z ± vt) .

Voltando para Eq. (3.14), esta é essencialmente a derivada covariante de ΦA sob a

transformação do grupo. O caráter covariante deste objeto é imediatamente verificado

pela sua lei de transformação,

δ
(
∇̊µΦA

)
= I A

(a) B∇̊µΦBϵa (x) . (3.15)

Quando usamos a derivada covariante e reescrevemos a primeira equação em 3.13, o

que obtemos é essencialmente a Eq.(3.8), com a substituição ∂µΦA → ∇̊µΦA. Isso mostra

que a prescrição de acoplamento mı́nimo é consequência das equações que emergem da

hipótese de invariância.

3.1.2 Lagrangiana do campo livre

Originalmente, assume-se que a Lagrangiana LA do campo de gauge contém até deri-

vadas de primeira ordem de Aa
µ.

LA
[
Aa

µ, ∂µA
a
µ

]
(x) , ∂νA

a
µ ≡

∂Aa
µ

∂xν
. (3.16)
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Admitimos que esta é invariante pela transformação (3.12)

δLA =
∂LA
∂Aa

µ

δAa
µ +

∂LA
∂
(
∂νAa

µ

)δ (∂νAa
µ

)
= 0

o que nos leva a,

δLA =

(
∂LA
∂Aa

µ

f a
c bA

b
µ +

∂LA
∂
(
∂νAa

µ

)f a
c b∂νA

b
µ

)
ϵc +

(
1

g

∂LA
∂Ac

ν

+
∂LA

∂
(
∂νAa

µ

)f a
c bA

b
µ

)
∂νϵ

c

+

(
∂LA

∂
(
∂νAa

µ

)) ∂ν∂µϵ
a = 0.

Da independência e não nulidade dos parâmetros ϵa e suas derivadas, ∂νϵ
a e ∂µ∂νϵ

a,

obtém-se as seguintes equações hierárquicas

∂LA
∂Aa

µ

f a
c bA

b
µ +

∂LA
∂
(
∂νAa

µ

)f a
c b∂νA

b
µ = 0, (3.17)

∂LA
∂Ac

ν

+
∂LA

∂
(
∂νAa

µ

)f a
c bA

b
µ = 0, (3.18)

∂LA
∂
(
∂νAa

µ

) +
∂LA

∂ (∂µAa
ν)

= 0. (3.19)

A última equação hierarquica é obtida utilizando a simetria de troca µ ↔ ν em ∂ν∂µϵ
a =

∂µ∂νϵ
a. Partindo da Eq. (3.19), utilizando o argumento de d’Alembert, temos que a

derivada do campo de gauge ∂µA
a
ν está contida em 3.16 através da relação

Aa
[µ,ν]

≡ ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ. (3.20)

Dado que a dependência de LA em relação as suas derivadas acontece através de Aa
[µ,ν],

LA
[
Aa

µ, ∂νA
a
µ

]
→ L′

A

[
Aa

µ, A
a
[µ,ν]

]
é fácil obter

∂LA
∂∂µAa

ν

=
1

2

∂L′
A

∂Ab
[ρ,σ]

∂Ab
[ρ,σ]

∂∂µAa
ν

=
1

2

(
∂L′

A

∂Aa
[µ,ν]

− ∂L′
A

∂Aa
[ν,µ]

)
.

O fator 1
2

é considerado para compensar a dupla contagem de termos iguais. Da definição

da Eq. (3.20), verificamos a Eq. (3.19).
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A partir dos resultados obtidos acima, tomamos a liberdade de reescrever a Eq. (3.18)

como
∂L′

A

∂Aa
µ

+
∂L′

A

∂Ac
[µ,ν]

f c
a bA

b
ν = 0. (3.21)

Resolvendo a Eq. (3.21), após algumas manipulações, é posśıvel observar que, ∂µA
a
ν

está contida na lagrangiana livre através do objeto

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ −

1

2
f a
b c

(
Ab

µA
c
ν − Ab

νA
c
µ

)
, (3.22)

nomeado field strength ou tensor de intensidade do campo, cuja transformação se dá como

δF a
µν = ecf a

c bF
b
µν . (3.23)

Observação: É verdade que, se estivéssemos considerando um grupo em particular e que

este fosse abeliano, teŕıamos

F a
µν = Aa

[µ,ν].

Após definir este novo objeto, passamos a escrever

L′
A

[
Aa

µ, A
a
[µ,ν]

]
→ L′′

A

[
Aa

µ, F
a
µν

]
.

Podemos observar que, realmente, F a
µν verifica a Eq. (3.21), através de

∂L′
A

∂Aa
µ

+
∂L′

A

∂Ac
[µ,ν]

f c
a bA

b
ν = − ∂L′′

A

∂F c
µν

f c
a bA

b
ν +

∂L′′
A

∂F c
µν

f c
a bA

b
ν = 0.

Por último nos resta a análise da Eq. (3.17) que, realizando-se substituições a partir

dos resultados obtidos e algumas manipulações algébricas, obtemos (ACEVEDO et al., 2018)

∂LA
∂F a

µν

f a
c bF

b
µν ≡ 0.

Em termos desses novos objetos, segue a relação de equivalência

LA
[
Aa

µ, ∂νA
a
µ

]
= L′

A

[
Aa

µ, A
a
[µ,ν]

]
= L′′

A

[
Aa

µ, F
a
µν

]
,

uma vez que são equivalentes, suas variações também as são, logo,

δLA ≡ ∂LA
∂Aa

µ

δAa
µ +

∂LA
∂F a

µν

δF a
µν = 0. (3.24)

Substituindo as variações das Eq’s. (3.12) e (3.23) na Eq. (3.24) e juntando a indepen-

dência e não nulidade dos parâmetros, ϵa, e suas derivadas, ∂νϵ
a e ∂µ∂νϵ

a, segue que,
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∂L
∂Aa

µ

= 0. (3.25)

Este resultado nos conduz a uma lagrangiana livre que depende apenas do seu field strength

LA = LA
[
F a
µν

]
.

Da equação Eq. (3.25), podemos concluir que termos do tipo Aa
µA

µ
am

2, sendo m uma

constante, não estão presentes na Lagrangiana livre, uma vez que sua presença viola a

invariância de gauge. Isto nos conduz a ideia de que campos de gauge não devem ser

massivos, já que termos como esse são aqueles que dão massa ao potencial de gauge. No

entando, modificações na metodologia, como apresentada em (CUZINATTO et al., 2023),

podem levar a presença de massa no campo de gauge.

3.2 O Grupo de translação

Nesta seção, assumimos que a integral de ação na Eq.(3.3) é invariante sob uma trans-

formação de translação global. A análise do teleparalelismo como uma teoria de gauge

para o grupo de translação já foi realizada anteriormente na literatura - veja, por exem-

plo, Refs. (CHO, 1976a; CHO, 1976b; ALDROVANDI; PEREIRA, 1995; KRŠŠÁK et al., 2019).

Nossa proposta nesta seção é obter, via abordagem de Utiyama, a maioria dos resulta-

dos já conhecidos das teorias teleparalelas (para uma boa revisão sobre vários aspectos

relacionados à gravidade teleparalela, consulte Ref. (MALUF, 2013)). Isso será usado

para validar a metodologia de Utiyama, que estendemos a teorias de ordem superior na

próxima seção.

Uma operação de translação no espaço de Minkowski é mais adequadamente caracteri-

zada em coordenadas cartesianas, o que não é necessariamente o caso das coordenadas xµ

usadas na seção anterior. Para evitar confusão daqui em diante, definimos o sistema de co-

ordenadas xa, como sendo necessariamente cartesiano e introduzimos um novo sistema de

coordenadas curviĺınios uµ. Para consistência, há um mapa inverśıvel, uµ(xa) ↔ xa(uµ).

Com esses dois sistemas de coordenadas, temos a seguinte convenção: objetos rotulados

com ı́ndices latinos correspondem a quantidades expressas no sistema cartesiano xa, en-

quanto objetos com ı́ndices gregos representam quantidades no sistema de coordenadas

gerais uµ. Por exemplo, considere a quantidade escalar dada pelo elemento de linha,

ds2 = ηabdx
adxb = gµνdu

µduν ,

Acima, ηab = diag(− + ++) é o tensor métrico de Minkowski no sistema de coordenadas
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cartesianas e gµν = gµν(u) é o mesmo tensor descrito nas coordenadas gerais uµ. Este

último pode ser mapeado no primeiro, através de um conjunto de funções,

haµ ≡ ∂xa

∂uµ
(3.26)

com inversa,

h µ
a (x) ≡ ∂uµ

∂xa
. (3.27)

De forma que,

gµν(u) = haµh
b
νηab(x). (3.28)

A transformação global por translação dos campos é caracterizada pela seguinte trans-

formação,

xa → x′a = xa + ϵa, δΦA = ϵaδAB∂aΦ
B. (3.29)

E, como esperado, nos mostra que o grupo de translação é abeliano, uma vez que seu

gerador é uma derivada ordinária. Com essa lei de transformação, podemos desta-

car a importância das coordenadas cartesianas auxiliares - se tivéssemos considerado

δΦA = ϵµδAB∂µΦB, podeŕıamos ter considerado uma rotação em vez de uma translação se,

por exemplo, uµ → θ estivesse descrevendo uma variável angular. Para abordar adequada-

mente o procedimento de Utiyama da seção anterior ao caso presente, devemos considerar

que o ı́ndice A,B, . . . que caracteriza o campo de matéria (escalar, espinorial, vetorial, . . .)

pode ser representado em coordenadas cartesianas e gerais. Para a representação correta

dos campos em cada sistema de coordenadas e para descrever adequadamente a variação

da integral de ação, devemos estender a dependência funcional da ação dada na Eq. (3.3)

para

S =

∫
Ω

d4uLM
[
ΦA (u) , ∂µΦA (u) , hcµ

]
.

Esse procedimento segue a mesma linha de racioćınio proposta por Utiyama ao analisar

a teoria de gauge para o grupo de Lorentz em (UTIYAMA, 1956a). O uso dos dois sistemas

de coordenadas para descrever adequadamente a transformação global, tanto aqui quanto

no artigo de Utiyama, pode ser interpretado da seguinte forma. Embora fisicamente o

espaço-tempo descrito tanto pelas coordenadas uµ, quanto xa, seja o mesmo, matematica-

mente, podemos interpretá-los como dois espaços independentes mapeados um no outro

por haµ e h µ
a . Esses objetos, por sua vez, desempenham o papel de tetradas mapeando

esses dois espaços distintos - essas tetradas são compostas apenas por uma parte holô-

noma, já que são definidos por um gradiente. O espaço de coordenadas cartesianas, do

ponto de vista do espaço com coordenadas gerais, pode ser visto como um espaço “in-

terno” onde ocorre a transformação de translação (ou, no caso de Utiyama, de Lorentz).

Essa transformação mapeia o espaço de coordenadas cartesianas em outro espaço também
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com coordenadas cartesianas e o conjunto de todos os espaços que caracterizam todas as

transformações posśıveis pode ser interpretado como o fibrado onde a teoria de gauge é

constrúıda.

Para consistência, haµ deve obedecer à mesma lei de transformação do grupo, ou seja,

h′a
µ =

∂

∂uµ
(xa + ϵa (u)) = haµ + ∂µϵ

a,

δhaµ = h′a
µ − haµ = ∂µϵ

a . (3.30)

Note que, para a translação global, ou seja, ϵa = constante, temos δhaµ = 0.

Agora tomamos a transformação local, pela prescrição ϵa → ϵa (u). A invariância do

sistema original é perdida e a recuperamos introduzindo o campo de gauge, que para o

caso presente (grupo abeliano) é reduzido da Eq.(3.12) para:

δAc
µ = ∂µϵ

c. (3.31)

Agora reescrevemos a integral de ação Eq. (3.3) em coordenadas curviĺıneas e intro-

duzimos o campo de gauge

S =

∫
Ω

d4uLM
[
ΦA (u) , ∂µΦA (u) , hcµ, A

c
µ

]
. (3.32)

Quando postulamos a invariância para S, temos

δLM =
∂LM
∂ΦA

δΦA +
∂LM
∂∂µΦA

∂µ
(
δΦA

)
+

∂LM
∂hcµ

δhcµ +
∂LM
∂Ac

µ

δAc
µ = 0 .

Usando as Eqs. (3.29), (3.30) e (3.31),

δLM =

(
∂LM
∂ΦA

∂aΦ
A +

∂LM
∂∂µΦA

∂µ∂aΦ
A

)
ϵa

+

(
∂LM
∂∂µΦA

∂cΦ
A +

∂LM
∂hcµ

+
∂LM
∂Ac

µ

)
∂µϵ

c = 0.

Da independência de ϵa e ∂µϵ
a, segue:

∂L′
M

∂∂µΦA
δAB∂cΦ

B +
∂L′

M

∂Ac
µ

+
∂L′

M

∂hcµ
= 0. (3.33)

Note que, diferentemente dos outros casos em que utilizamos o método de d’Alembert,
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a Eq. (3.33) possui três termos e não dois. No entanto, ainda assim podemos utilizar

esta ferramenta, para observar a dependência de LM com Ac
µ, basta combinarmos pares

dos termos da Eq. (3.33) e aplicar o método. E com isso, obtemos que a dependência

funcional de cada par ocorre através dos seguintes objetos:

DµΦA ≡ ∂µΦA − Ac
µ∂cΦ

A , (3.34)

ecµ ≡ hcµ − Ac
µ. (3.35)

∂µΦA − hcµ∂cΦ
A = 0. (3.36)

A Eq. (3.34) pode ser identificada como a derivada covariante do grupo de translação

e pode ser reescrita de forma mais conveniente usando a Eq. (3.35):

DµΦA = ecµ∂cΦ
A. (3.37)

Até este ponto, consideramos os resultados obtidos apenas do ponto de vista de uma

teoria de campo. Agora começamos a discutir como podemos interpretar os resultados

acima a partir de um ponto de vista geométrico. Enquanto a Eq. (3.34) implica que a

derivada ordinária deve ser substitúıda pela derivada covariante, Eq. (3.35), da mesma

forma, afirma que a tetrada holônoma deve ser substitúıdo pela nova tetrada ecµ, que agora

possui uma parte holônoma (hcµ) e uma anolônoma (Ac
µ). A contribuição holônoma

é responsável por descrever efeitos inerciais, enquanto a anolonôma é responsável por

descrever a gravitação (ALDROVANDI et al., 2003).

A prescrição hcµ → ecµ implica que objetos em coordenadas cartesianas são mapeados

para coordenadas curviĺıneas de acordo com a nova regra:

T ν
µ (u) = e νb e

a
µT

b
a (x).

Como consequência, a Eq. (3.28) torna-se

gµν = eaµe
b
νηab . (3.38)

Além disso, na Eq. (3.37), se tomarmos o caso particular onde ΦA é um campo vetorial,

temos:

e νa DµΦa = ∂µΦν + e νa ∂µe
a
ρΦ

ρ. (3.39)

No lado direito da Eq. (3.39), identificamos a derivada covariante do grupo de transfor-
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mações de coordenadas gerais,

∇µΦν = ∂µΦν + ΓνµρΦ
ρ, (3.40)

desde que identifiquemos a conexão espaço-tempo como

Γνµρ ≡ e νa ∂µe
a
ρ. (3.41)

Essa conexão descreve um espaço-tempo com torção, mas curvatura nula, uma vez que

T ν
µρ (Γ) ≡ Γνµρ − Γνρµ = e νa

(
∂µe

a
ρ − ∂ρe

a
µ

)
, (3.42)

e

R σ
νµβ (Γ) ≡ ∂νΓ

σ
µβ − ∂µΓσνβ + ΓσνρΓ

ρ
µβ − ΓσµρΓ

ρ
νβ = 0, (3.43)

onde T ν
µρ(̸= 0, em geral) é o tensor de torção e R σ

νµβ (Γ) é o tensor de curvatura.

Outro resultado importante é obtido a partir da Eq. (3.41):

∇µe
b
ρ = ∂µe

b
ρ − Γνµρe

b
ν = 0. (3.44)

Esta é a condição de paralelismo absoluto, que vimos no caṕıtulo anterior.

Diante dos resultados apresentados nas Eqs.(3.38), (3.42), (3.43) e (3.44), conclúımos

que a conexão espaço-tempo na Eq. (3.41) é a Conexão de Weitzenböck e a teoria de

gauge para o grupo de translação é esperada ser uma teoria de gravitação teleparalela.

Isso será verificado na próxima seção, onde a Lagrangiana para o campo de gauge livre

será analisada.

3.3 Lagrangiana do campo livre para o grupo de translação

Agora analisamos a estrutura da Lagrangiana para o campo de gauge livre, ou seja,

sem interação com campo de matéria. Em particular, estendemos a análise para teorias

de ordem superior. Consideremos que a Lagrangiana do campo de gauge contenha até

derivadas de segunda ordem em Ac
µ,

LA = LA
[
hcµ, ∂νh

c
µ, A

c
µ, ∂νA

c
µ, ∂ρ∂νA

c
µ

]
.

Como antes, consideramos a integral de ação em coordenadas curviĺıneas, o que justifica

a presença de hcµ e sua derivada na dependência funcional de LA. Supomos que esta
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Lagrangiana seja invariante sob translações locais, o que significa:

δLA =
∂LA
∂hcµ

∂µϵ
c +

∂LA
∂Ac

µ

∂µϵ
c

+
∂LA
∂∂νhcµ

∂ν∂µϵ
c +

∂LA
∂∂νAc

µ

∂ν∂µϵ
c

+
∂LA

∂∂ρ∂νAc
µ

∂ρ∂ν∂µϵ
c = 0 .

Usando a independência dos parâmetros e suas derivadas, obtemos as seguintes equações:

∂LA
∂Ac

µ

+
∂LA
∂hcµ

= 0, (3.45)

∂LA
∂∂νAc

µ

+
∂LA

∂∂µAc
ν

+
∂LA
∂∂νhcµ

+
∂LA
∂∂µhcν

= 0, (3.46)

∂L
∂∂ρ∂νAc

µ

+
∂L

∂∂µ∂ρAc
ν

+
∂L

∂∂ν∂µAc
ρ

= 0. (3.47)

Como podemos ver, a última equação apresenta apenas a derivada de LA em relação às

segundas derivadas do campo de gauge; na segunda equação, vemos apenas a derivada

de LA em relação às primeiras derivadas de Ac
µ e hcµ; a primeira equação mostra apenas

a derivada de LA em relação a Ac
µ e hcµ. Essencialmente, as equações acima estão de-

sacopladas, ou seja, podemos resolver a dependência de LA em relação a Ac
µ, , h

c
µ e suas

derivadas independentemente de cada equação e elas podem ser resolvidas em qualquer

ordem.

Da Eq. (3.45), podemos ver que a dependência expĺıcita de LA com o campo de gauge

e a tetrada trivial deve ocorrer apenas através da combinação

eaµ ≡ haµ − Aa
µ .

Isso é semelhante ao que foi obtido na seção anterior, quando a interação dos campos de

gauge e de matéria foi descrita.

Da Eq. (3.46), vemos que a dependência de LA em relação a ∂µA
c
ν e ∂µh

c
ν deve ser

apenas através dos dois novos objetos definidos abaixo:

F c
νµ ≡ ∂µA

c
ν − ∂νA

c
µ, (3.48)

como visto anteriormente, o field strength ou tensor de intensidade do campo, e

Υc
µν ≡ ∂µh

c
ν − ∂µA

c
ν = ∂µe

c
ν . (3.49)
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Este novo objeto na Eq. (3.49) pode ser imediatamente identificado com a Conexão de

Weitzenböck dada na Eq. (3.41).

Γωµν = e ωc (∂µh
c
ν − ∂µA

c
ν) = Υω

µν . (3.50)

O tensor de intensidade do campo definida na Eq. (3.48), por sua vez, pode ser imedia-

tamente identificada com o tensor de torção Eq. (3.42), uma vez que a integrabilidade da

tetrada trivial implica ∂µh
c
ν − ∂νh

c
µ = 0. Assim,

T ρ
νµ = e ρc F

c
νµ, . (3.51)

Finalmente, a Eq. (3.47) indica que a segunda derivada do campo de gauge deve

estar contida em LA através de um novo objeto composto por uma combinação linear das

segundas derivadas do campo de gauge, que deve simultaneamente satisfazer a Identidade

de Jacobi - este é um requisito da permutação ćıclica apresentada pela equação. A solução

mais simples que atende a esses requisitos é o objeto:

∂ρF
c
νµ = ∂ρ∂µA

c
ν − ∂ρ∂νA

c
µ = ∂ρT

c
νµ. (3.52)

Até este ponto, conclúımos que a Lagrangiana do campo de gauge é uma quantidade

com a seguinte dependência funcional:

LA → L′
A = L′

A

[
ecµ, T

c
νµ,Γ

ω
µν , ∂ρT

c
νµ

]
.

Este é de fato o resultado que decorre do requisito de simetria/invariância da transla-

ção. É interessante notar que a presença expĺıcita da conexão e da derivada do tensor

de torção na dependência funcional de LA nos permite propor Lagrangianos que são in-

variantes de gauge, mas que não levam a equações covariantes por transformações gerais

de coordenadas. É claro que o prinćıpio da covariância geral (prinćıpio da relatividade)

é completamente independente do prinćıpio do gauge (pelo menos para o caso presente).

Se quisermos que a teoria resultante obedeça ao prinćıpio da covariância geral, devemos

impor novas condições sobre a Lagrangiana.

Talvez, a solução ingênua seria simplesmente propor a combinação da derivada da

torção com uma contração espećıfica da torção e da conexão, definindo uma derivada

covariante da torção de modo que L′
A → L′′

A = L′′
A

[
ecµ, T

c
νµ,∇ρT

c
νµ

]
. A desvantagem

dessa proposta é que a derivada covariante da torção não satisfaz a identidade de Jacobi

e a solução da Eq. (3.47) pode ser comprometida. Esse fato é forte o suficiente para nos

fazer acreditar que a dependência funcional em LA deve ocorrer através de um novo objeto

covariante, digamos Gc
ρµν , que incorpora a Eq. (3.50) e a Eq. (3.52) em sua estrutura,
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mas que também satisfaz a propriedade ćıclica desejada. Sob essa perspectiva, vamos

começar com a Identidade de Jacobi aplicada ao comutador de comutadores da derivada

covariante:

Xµνρ = [∇µ, [∇ν ,∇ρ]]ϕ + [∇ν , [∇ρ,∇µ]]ϕ

+ [∇ρ, [∇µ,∇ν ]]ϕ = 0 . (3.53)

Como resultado, segue:

Xµνρ = −e ωc
(
Gc

ρµν + Gc
νρµ + Gc

µνρ

)
∇ωϕ = 0 ,

onde definimos

Gc
ρµν ≡ ∇ρT

c
µν + Tα

µρT
c
να . (3.54)

Este objeto é um tensor, incorpora a conexão, a derivada da torção e satisfaz a identidade

de Jacobi. Em outras palavras, este novo objeto obedece a todas as condições estabele-

cidas tanto pelas condições de simetria, quanto de covariância. Portanto, reescrevemos a

dependência funcional da densidade Lagrangiana com o potencial de gauge e sua derivada

como

LA → L′′
A = L′′

A

[
ecµ, T

c
νµ, G

c
ρµν

]
. (3.55)

Para verificar a Eq. (3.55), iniciamos por verificar a Eq. (3.45)

∂LA
∂Ac

µ

+
∂LA
∂hcµ

=
∂L′

A

∂eaν

∂eaν
∂Ac

µ

+
∂L′

A

∂eaν

∂eaν
∂hcµ

=

[
∂L′

A

∂eaν

∂

∂Ac
µ

+
∂L′

A

∂eaν

∂

∂hcµ

]
(haν − Aa

ν)

= −∂L′
A

∂eaν
δac δ

µ
ν +

∂L′
A

∂eaν
δac δ

µ
ν

= −∂L′
A

∂ecµ
+

∂L′
A

∂ecµ
= 0.

Em seguida, verificamos a Eq. (3.46),

∂LA
∂∂νAc

µ

+
∂LA
∂∂νhcµ

=
∂LA
∂Ga

ρβα

∂Ga
ρβα

∂T b
λω

∂T b
λω

∂∂νAc
µ

+
∂LA
∂Ga

ρβα

∂Ga
ρβα

∂Γσθγ

(
∂Γσθγ
∂∂νAc

µ

+
∂Γσθγ
∂∂νhcµ

)
,
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∂LA
∂∂νAc

µ

+
∂LA
∂∂νhcµ

= − ∂LA
∂Gc

ρµα

Γνρα +
∂LA
∂Gc

ρνα

Γµρα

− ∂LA
∂Gc

ρβν

Γµβρ +
∂LA
∂Gc

ρβµ

Γνβρ,

renomeando ı́ndices mudos,

∂LA
∂∂νAc

µ

+
∂LA
∂∂νhcµ

= − ∂LA
∂Gc

ρµβ

Γνρβ +
∂LA
∂Gc

ρνβ

Γµρβ

− ∂LA
∂Gc

ρβν

Γµβρ +
∂LA
∂Gc

ρβµ

Γνβρ.

Analogamente, obtemos

∂LA
∂∂µAc

ν

+
∂LA
∂∂µhcν

= − ∂LA
∂Gc

ρνβ

Γµρβ +
∂LA
∂Gc

ρµβ

Γνρβ

− ∂LA
∂Gc

ρβµ

Γνβρ +
∂LA
∂Gc

ρβν

Γµβρ.

Consequentemente,
∂LA

∂∂(νA
c
µ)

+
∂LA

∂∂(ν h
c
µ)

= 0.

Por último, verificamos a Eq. (3.47)

∂LA
∂∂ρ∂νAc

µ

=
∂LA

∂Ga
ωβα

∂Ga
ωβα

∂∂ρ∂νAc
µ

=
∂LA

∂Ga
ωβα

∂

∂∂ρ∂νAc
µ

(
∂ω∂αA

a
β − ∂ω∂βA

a
α

)
=

∂LA
∂Ga

ωβα

∂

∂∂ρ∂νAc
µ

(
δρωδ

ν
αδ

µ
βδ

a
c − δρωδ

ν
βδ

µ
αδ

a
c

)
=

∂LA
∂Gc

ρµν

− ∂LA
∂Ga

ρνµ

.

Analogamente, obtemos
∂LA

∂∂µ∂ρAc
ν

=
∂LA
∂Gc

µνρ

− ∂LA
∂Ga

µρν

,

e
∂LA

∂∂ν∂µAc
ρ

=
∂LA
∂Gc

νρµ

− ∂LA
∂Ga

νµρ

.
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Tomando

∂LA
∂∂(ρ∂νA

c
µ)

=
∂LA
∂Gc

ρµν

− ∂LA
∂Ga

ρνµ

+
∂LA
∂Gc

µνρ

− ∂LA
∂Ga

µρν

+
∂LA
∂Gc

νρµ

− ∂LA
∂Ga

νµρ

,

que pela identidade de Jacobi,
∂LA

∂∂(ρ∂νAc
µ)

= 0.

Todos os termos de ordem superior na derivada da tetrada que aparecem nas equações

de campo surgem da contribuição deste objeto Gc
ρµν para a Lagrangiana. Na próxima

seção, constrúımos diversos invariantes a partir de diferentes combinações e contrações de

Gc
ρµν .

3.3.1 Lagrangianos Invariantes Quadráticos

Nesta seção, analisamos os invariantes que levam a equações de ordem superior. Em

particular, estamos interessados em objetos que nos darão equações de campo lineares na

quarta derivada da tetrada. Essa condição impõe algumas restrições às Lagrangianas que

podemos construir. Por exemplo, se considerarmos contribuições lineares de Gc
ρµν , obte-

ŕıamos equações principalmente de terceira ordem. Isso significa que devemos considerar

pelo menos contrações quadráticas de Gc
ρµν . No entanto, se tomarmos contrações cúbicas,

quartas ou superiores, as equações de campo não seriam lineares na quarta derivada de

eµc . Se tomarmos contrações quadráticas de Gc
ρµν também contráıdas com a torção, no-

vamente não obtemos equações lineares. Portanto, estamos restritos a considerar apenas

objetos que são constrúıdos com contrações quadráticas de Gc
ρµν e nenhum outro objeto.

No entanto, como será visto abaixo, algumas contrações particulares resultam em termos

que são combinações quadráticas da torção - esses termos também serão negligenciados,

pois resultam em equações de segunda ordem. Além disso, algumas contrações são apenas

combinações lineares de outras contrações. Nosso objetivo é mapear todas as contribuições

quadráticas independentes que levam a equações lineares na quarta derivada da tetradra.

Começamos encontrando os posśıveis escalares constrúıdos com contração interna dos

ı́ndices de Gc
ρµν :

G-scalar


G[1] = ∇µT

νµ
ν ;

G[2] = Tα
νµT

µν
α;

G[3] = ∇µT
ν µ
ν + Tα

νµT
νµ
α.

(3.56)

Dos escalares apresentados na Eq. (3.56), apenas G[1] é relevante para nós, devido ao fato

de que G[2] não contém derivadas de ordem superior e G[3] pode ser obtido a partir da

soma de G[1] e G[2] - os termos de ordem superior são equivalentes tanto com G[1] quanto
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com G[3]. Isso significa que temos apenas um único invariante de interesse nesta categoria,

a saber:

Invariantes quadráticos de G - escalar
{
G[1]G[1] . (3.57)

Outra possibilidade é considerar invariantes que são obtidos a partir de contrações dos

tensores de ordem 2 obtidos de contrações internas de dois ı́ndices de G:

Tensores de rank-2 de G



G
[1]
µν = ∇µT

β
νβ + Tα

νµT
β
βα;

G
[2]
µν = ∇µT

α
αν + Tα

βµT
β
να;

G
[3]
µν = ∇αT

α
µν + Tα

µβT
β
να;

G
[4]
µν = ∇αT

α
µ ν ;

G
[5]
µν = ∇αT

α
µν + Tα

νβT
β

µ α;

G
[6]
µν = Tα

βνT
β

µ α.

(3.58)

No entanto, como afirmado anteriormente, estamos apenas interessados em invariantes

quadráticos que nos dão termos de quarta ordem na tetraedra nas equações de campo.

Como podemos ver, a contribuição de ordem superior de G
[1]
µν é equivalente à contribuição

de G
[2]
µν ; o mesmo acontece com G

[4]
µν e G

[5]
µν . Quando consideramos a identidade de Jacobi,

restam apenas três contrações independentes:

Tensores de rank-2 de G


G

[1]
µνG

µν
[1] ;

G
[1]
µνG

µν
[4] ;

G
[4]
µνG

µν
[4] .

(3.59)

Finalmente, temos que considerar os invariantes quadráticos obtidos das contrações de

Gσρµν sem contração interna, como mostrado abaixo:

Invariantes quadráticos de G



Gσρµν Gσρµν ;

Gσρµν Gσρνµ;

Gσρµν Gσµρν ;

Gσρµν Gρσµν ;

Gσρµν Gρµνσ;

Gσρµν Gρσνµ;

Gσρµν Gµσρν ;

Gσρµν Gµρνσ;

Gσρµν Gµρσν ;

Gσρµν Gνρµσ.

(3.60)
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Para encontrar esses invariantes quadráticos, seguimos um procedimento semelhante ao

apresentado em (CUZINATTO et al., 2008), que consiste em: Escrever todos os tensores

fixando o primeiro ı́ndice e variando os outros.

Fix.a F ix.b F ix.c F ix.d

(abcd) (bacd) (cabd) (dabc)

(acdb) (bcda) (cbda) (dbca)

(adbc) (bdac) (cdab) (dcab)

(abdc) (badc) (cadb) (dacb)

(acbd) (bcad) (cbad) (dbac)

(adcb) (bdca) (cdba) (dcba)

Alguns desses tensores são equivalentes, pois sabemos que a Identidade de Bianchi é

válida devido à construção do tensor, Eq.(3.53). Podemos eliminar a terceira e a sexta

linha da Eq. (3.3.1), assim temos:

Fix.a F ix.b F ix.c F ix.d

(abcd) (bacd) (cabd) (dabc)

(acdb) (bcda) (cbda) (dbca)

(abdc) (badc) (cadb) (dacb)

(acbd) (bcad) (cbad) (dbac)

Agora, a contração dos termos pode ser escrita como:

(abcd)


(abcd) (bacd) (cabd) (dabc)

(acdb) (bcda) (cbda) (dbca)

(abdc) (badc) (cadb) (dacb)

(acbd) (bcad) (cbad) (dbac)

 .

Então, é posśıvel manipular os invariantes quadráticos e descobrir que alguns deles são

equivalentes, portanto, podemos reduzir o total de invariantes quadráticos. Abaixo, damos

um exemplo dessas manipulações renomeando os ı́ndices mudos. Tomamos a contração

com o terceiro tensor na primeira linha.

(abcd) (cabd) = (abcd) (cabd)c ↔ a

= (cbad) (acbd)c ↔ b

= (bcad) (abcd),

onde c ↔ b indica os termos a serem permutados naquela passagem.



CAPÍTULO 3. TELEPARALELISMO COMO UMA TEORIA DE GAUGE DE
SEGUNDA ORDEM 47

Portanto,

(abcd) (cabd) = (bcad) (abcd) .

Eliminando os invariantes quadráticos que são equivalentes, encontramos 10 invarian-

tes quadráticos.

(abcd)


(abcd) (bacd) (cabd)

(bcda) (cbda) (dbca)

(abdc) (badc)

(acbd) (cbad)

 .

Esses invariantes quadráticos são apresentados na Eq. (3.60).

Outro resultado importante no contexto dos invariantes é que uma manipulação apro-

priada da Eq. (3.54) nos permite expressar o tensor de Riemann da conexão de Levi-

Civita, ΓLC , como uma função de Gc
ρµν e termos quadráticos de torção, como podemos

ver abaixo:

Rανµρ (ΓLC) =
1

2
{Gναµρ + Gρναµ + Gµνρα

−Gανµρ −Gρανµ −Gµαρν

+ T β
αν (Tβµρ − Tµρβ − Tρµβ)

+
1

2
T β

µν (Tαρβ − Tραβ − Tβρα)

+
1

2
T β
µν (Tαβρ − Tραβ + Tβρα)

+
1

2
T β
νµ (Tαβρ − Tραβ − Tβρα)

+
1

2
T β

αµ (Tνρβ − Tρνβ − Tβρν)

− 1

2
T β
αµ (Tνβρ − Tρνβ − Tβρν)

+
1

2
T β
µ α (Tνβρ − Tρνβ + Tβρν)

}
. (3.61)

A partir desse tensor de Riemann, é posśıvel construir o tensor de Ricci e a curvatura

escalar como de costume. Esse resultado implica que todas as teorias constrúıdas no

espaço-tempo de Riemann com invariantes constrúıdos com os tensores de Riemann e Ricci

e o escalar de curvatura têm uma versão teleparalela análoga no contexto apresentado.

Além do espaço-tempo de Riemann, a partir da Eq. (3.61) podemos obter o termo de

superf́ıcie B, presente no teleparalelismo. Isto porque, como visto no caṕıtulo anterior

R ({}) = B − T .
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Utilizando a Eq. (3.61) junto as definições de G, obtemos:

B = − 2
(
G[1] + TµT

µ
)
. (3.62)

Consequentemente, podemos mapear os objetos aqui apresentados em teorias de gravidade

teleparalela f (T,B).

Na seção seguinte, escolhemos um dos invariantes encontrados e aplicamos a um exem-

plo.

3.3.2 Exemplo

Nesta seção, apresentamos um modelo simplificado e calculamos as equações de campo

e o potencial gravitacional no limite estático de campo fraco. Nossa Lagrangiana é com-

posta por dois termos, o primeiro é o escalar de torção e o segundo vem da Eq. (3.57). A

integral de ação é dada por:

ST = − 1

2χ

∫
dx4

(
eT + 2eβ2

(
G[1]
)2)

+ Sm , (3.63)

onde β é um parâmetro real positivo. Variando Eq.(3.63) em relação à tetrada, obtemos

a seguinte equação de campo

∂ν
(
4eΣ ρν

f

)
− ee ρf ΣabcT

abc + 4eΣ ρν
d T d

fν

+ 2β2ee ρf
(
G[1]
)2

+ βee µf g
νρG[1]∇µTν

+ 4β2ee ρf g
µν (∇ν − Tν) (∇µ − Tµ)G[1]

− 4β2ee νf g
µρ∇ν (∇µ − Tµ)G[1] = 2χeT ρ

f . (3.64)

Na Eq. (3.64), vemos que a primeira linha representa os termos fornecidos pelo escalar

de torção e as últimas linhas são a contribuição da Eq. (3.57). É claro que quando

o parâmetro β → 0, recuperamos a equação de campo da TEGR, Eq. (2.26). Para

encontrar o potencial gravitacional, linearizamos Eq.(3.64) usando a expansão da tetrada

como

eaµ = δaµ + Eaµ , onde
∣∣Eaµ∣∣≪ 1 . (3.65)

O objeto Ea
µ não é simétrico. No entanto, é posśıvel construir um objeto simétrico,

Eµν = Eµν + Eνµ , (3.66)

cuja traço é

E = 2E , (3.67)
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e

Eνµ = Eaµδνa . (3.68)

Nós enfatizamos que Eµν na Eq. (3.66) é o mesmo objeto que aparece na expansão do

tensor métrico no regime de campo fraco. Também podemos definir

Ēµν = Eµν −
1

2
ηµνE, (3.69)

e

E = −Ē . (3.70)

O processo de linearização da Eq. (3.64) usando as Eqs. (3.65 - 3.70) nos leva a

□Ēµν −
1

4
β□ (∂µ∂ν − ηµν□) Ē + O(E2) = 2χTµν , (3.71)

quando a seguinte fixação de gauge é aplicada: ∂µĒ
µν = 0.

No regime de campo fraco, esperamos baixas velocidades e um campo estático. A

partir dessas considerações, os termos de segunda ordem nas derivadas temporais e de

velocidade são negligenciados. Além disso, assumindo o tensor energia-momento de um

fluido perfeito, a Eq. (3.71) se torna:

∇2

(
Ē00 − β

4
∇2Ē

)
= 2χρ . (3.72)

Observe que recuperamos a equação de Poisson da TEGR quando β → 0. O último passo

desta seção é avaliar o potencial. O traço apresentado na Eq. (3.72) pode ser escrito como

Ē00 quando consideramos um fluido sem pressão, o que significa que podemos negligenciar

as suas contribuições espaciais (observe que isso é consistente com a fixação de gauge

mencionada anteriormente). Portanto, temos:

∇2

(
1 − β

4
∇2

)
Ē00 = 2χρ . (3.73)

Para resolver a Eq. (3.73), realizamos transformações de Fourier, o que nos leva a:

Ē00(x) =
16πG

(2π)3

∫
d3x′

∫
d3k

ρ(x′) exp [ik · (x− x′)]

−|k|2 − β2|k|4
. (3.74)

Essa integral pode ser resolvida com o teorema do reśıduo quando fazemos uma continu-

ação anaĺıtica da variável k = |k| para o plano complexo. O resultado final mostra que o

potencial gravitacional do nosso modelo é:

Φ(x) = Ē00(x) = −G

∫
ρ (x′)

|x− x′|

[
1 − exp

(
−|x− x′|

β

)]
d3x′ . (3.75)
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Este potencial é uma combinação linear de um potencial newtoniano e um potencial do

tipo Yukawa. A mesma estrutura deste potencial é encontrada na literatura (CAPOZ-

ZIELLO et al., 2009). Um resultado interessante é que, no limite r = |x − x′| → 0, a

contribuição de Yukawa regulariza o potencial, mostrando que o potencial efetivo é fi-

nito em escalas de comprimento curtas. Além disso, enquanto o potencial newtoniano é

geralmente associado a um campo sem massa, o potencial de Yukawa é associado a um

campo com massa. A combinação de ambas as contribuições para o potencial total indica

a existência de dois modos - um modo massivo e um modo sem massa - para o campo

gravitacional. O primeiro é de curto alcance, enquanto o segundo pode ser detectado em

longo alcance.

3.4 Considerações Finais

Neste caṕıtulo, apresentamos uma gravidade teleparalela modificada como uma teoria

de gauge de segunda ordem. Vimos como o prinćıpio do gauge aplicado ao grupo de

translação, através da metodologia de Utiyama, implica a presença de um sistema f́ısico

identificado como um campo de interação. Esta afirmação se torna bastante clara quando

nos deparamos com o objeto eaµ definido na seção 3.2, que é composto por uma parte

holônoma (tetrada trivial) e uma parte não-holônoma (potencial de gauge), onde esta

última carrega todas as informações da interação gravitacional da teoria, enquanto a

primeira trata apenas dos efeitos não inerciais.

Além da associação da intensidade de força do campo F c
νµ com o tensor de torção

T ρ
νµ, pudemos ver que a dependência na Lagrangiana do campo de gauge ocorre através

de um novo tensor Gc
µνρ, que possui três ı́ndices de espaço-tempo e um ı́ndice de espaço

tangente. A partir desse novo objeto, foi posśıvel construir vários invariantes quadráticos,

que levam a equações lineares na quarta derivada de eaµ. Além dos invariantes obtidos,

vimos que também é posśıvel escrever o tensor de curvatura da conexão de Levi-Civita

em termos de Gc
µνρ e T ρ

νµ, o que mostra que todas as teorias constrúıdas com os tensores

de Riemann e Ricci e a curvatura escalar na variedade de Riemann têm um equivalente

teleparalelo no contexto da teoria de gauge. O rećıproco não é verdadeiro, ou seja, nem

todas as teorias constrúıdas no presente caso têm um equivalente Riemanniano.

O escalar G foi considerado em um exemplo, onde fomos capazes de obter o potencial

gravitacional no limite estático de campo fraco como uma combinação dos potenciais de

Newton e Yukawa. Este resultado sugere a existência tanto de modos massivos quanto de

modos sem massa para o gráviton em uma eventual quantização.

Utilizando a abordagem de Utiyama, desenvolvemos uma teoria de gauge de segunda
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ordem na Lagrangiana e de quarta ordem nas equações de campo. No entanto, não há

restrições que impeçam a obtenção de teorias com graus ainda maiores tanto no invariante

quanto nas equações de campo. É claro que teorias de ordem superior apresentam desafios

significativos devido à sua não linearidade. Uma maneira de abordar essas dificuldades

é tratar a teoria no frame de Jordan, o que resulta em uma teoria escalar-tensorial. No

próximo caṕıtulo, abordaremos esse tema com mais detalhes.



4 Abordagem escalar-tensorial para a

gravidade teleparalela

f
(
T,B,∇µT,∇µB

)
Como mencionado no caṕıtulo anterior, um mecanismo muito interessante para lidar

com teorias de ordem superior é o tratamento destas no frame de Jordan. Neste frame,

introduzimos variáveis auxiliares que nos permitem definir novos campos e, a partir dessas

definições, reescrever a ação, reduzindo a ordem da teoria. Em alguns casos, como o apre-

sentado na subseção 4.1.2, essa redução não ocorre, mas o frame de Jordan ainda oferece

a vantagem de estender o espaço das variáveis da teoria, o que é bastante interessante

quando trabalhamos com as soluções de equações. Esse tipo de abordagem também é

comumente empregado na mecânica clássica, como é o caso da transição do formalismo

Lagrangiano para o Hamiltoniano, neste exemplo podemos observar que, quando levado

para o formalismo Hamiltoniano a teoria tem sua ordem reduzida e uma extenção no

espaço de fase.

Outra implicação importante sobre o frame de Jordan é que as teorias tratadas nesse

frame se mapeiam em uma teoria escalar-tensorial, na qual o campo escalar se acopla

ao escalar da teoria de gravitação de forma não mı́nima. Uma forma de se obter o

desacoplamento desses campos é através do frame de Einstein, onde é realizado uma

transformação conforme no campo fundamental da teoria junto à uma escolha para o

fator de transformação conforme.

De fato, cada abordagem trás consigo suas vantagens e desvantagens e gera ainda

muitas discuções, uma vez que a distinção entre diferentes representações da mesma teoria

é uma questão complexa, principalmente ao que diz respeito a passagem do frame de

Jordan para o frame de Einstein. Embora façamos uma análise dos graus de liberdade

das teoria através do problema de Cauchy, determinar a equivalência entre esses frames

está além do escopo deste caṕıtulo.

Este caṕıtulo, tem como finalidade a extensão dos resultados apresentados em Ref.

(POMPEIA, 2021), onde a análise das teorias f
(
T,∇µT, e

a
µ

)
e f (T,∇µ1T, . . . ,∇µn · · · ∇µ1T )
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nos frames de Jordan e Einstein foi apresentada (ASSENCIO; POMPEIA, 2024). Portanto,

além de considerar a dependência do escalar de torção e sua derivada, introduzimos a

dependência de B e sua derivada, ou seja, trabalhamos com f (T,B,∇µT,∇µB). Para

isso, na Seção 4.1, para que o leitor se familiarize com as metodologias empregadas, apre-

sentamos o problema de Cauchy e seu uso para determinar os graus de liberdade de uma

teoria e através de um caso simples f (T ) mostramos como acontece a transição da teoria

de um frame para o outro. Em seguida, na Seção 4.2, apresentamos a análise da teoria

no frame geométrico, seguida pela análise no frame de Jordan. A transição deste para o

frame de Einstein é realizada por uma transformação conforme. Finalmente, na Seção 4.3,

apresentamos um exemplo e discutimos os graus de liberdade (dof) por meio da análise

do problema de Cauchy.

4.1 Teorias teleparalelas de gravidade f (T )

Nesta seção, introduzimos o problema de Cauchy e como acontece a mudança entre os

frames de Jordan e Einstein. Para isso tomamos alguns exemplos simples da gravitação

Teleparalela.

4.1.1 O Problema de Cauchy

O problema de Cauchy refere-se a um problema de condições iniciais (FELSAGER,

2012), cuja aplicação possibilita a análise dinâmica de uma teoria, conforme será explorado

adiante.

Tomemos uma part́ıcula que se movimenta em uma dimensão, assim, sua equação de

movimento é expressa por

m
d2x

dt2
= −dV

dx
(x) . (4.1)

O que podemos dizer sobre a evolução dinâmica desse sistema? Por enquanto, baseando-se

apenas na equação de movimento, não temos uma resposta precisa para essa pergunta. Isto

porque, sem condições iniciais a equação diferencial acima admite mais de uma solução.

No entanto, ao fixarmos um tempo t1 e prescrevermos o valor de x e a sua taxa de variação

neste dado momento,

x (t1) = x1,
dx

dt

∣∣∣∣
t1

= v1, (4.2)

a Eq. (4.1) terá apenas uma única solução. Consequentemente, teremos conhecimento da

evolução dinâmica do sistema. É por isso que é dito que x é uma quantidade dinâmica e

que o sistema em questão é caracterizado por esta única quantidade dinâmica.

A seguir, mostramos como o problema de Cauchy pode ser utilizado no contexto de
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teorias da gravitação Teleparalela.

4.1.1.1 O problema de Cauchy no contexto Teleparalelo

Além da forma habitual apresentada no Caṕıtulo 2 na Eq. (2.26), as equações Tele-

paralelas também podem ser expressas em sua forma explicitamnete covariante

Eω
m = 4∇νΣ

ων
m − 4TνΣ

ων
m + 4ΣβωνTβνm + 2Σ νβ

m T ω
νβ + Te ωm = χT i

m. (4.3)

Lembrando que

Σ ων
m ≡ 1

4
(T ων

m + T ω ν
m − T ν ω

m ) +
1

2
(e νm T ω − e ωm T ν) ,

e

Tα
µν = Γαµν − Γανµ = eαa∂µe

a
ν − eαa∂νe

a
µ.

Podemos observar na equação 4.3, que o único termo que pode conter uma derivada

de segunda ordem no campo de tetradas é o primeiro termo do lado direito da equação,

4∇νΣ
.ων
m... Este termo pode ainda ser expandido em

4∇νΣ
ων
m = 4∇0Σ

ω0
m + 4∇iΣ

ωi
m .

Como estamos interessados nos termos de segunda derivada temporal no campo de tetra-

das, uma vez que esta é a maior ordem de derivada temporal da teoria e portanto descreve

a sua dinâmica, desprezaremos o segundo termo da direita da equação, onde ν = i.

À respeito do termo de interesse, 4∇0Σ
ω0
m , o ı́ndice ω pode assumir os seguintes valores

∇0Σ
ω0
m =

∇0Σ
00
m , ω = 0,

∇0Σ
i0
m , ω = i = 1, 2, 3.

No entanto, assim como o tensor de torção, o tensor de superpotencial, Σ ων
m , possui

antissimetria nos dois últimos ı́ndices, o que nos conduz à

∇0Σ
00
m = 0.

Portanto, nossa análise seguirá sobre

4∇0Σ
i0
m .
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que pode ser escrito como

4∇0Σ
i0
m ≡ ∇0

[(
T i0
m + T i 0

m − T 0 i
m

)
+ 2

(
e 0
m T i − e im T 0

)]
,

ou

4∇0Σ
i0
m = e µm gαµg

ρigβ0∇0T
α
ρβ + e µm gβ0∇0T

i
µβ − e µm gρi∇0T

0
µρ

+ 2
(
e 0
m gρi∇0T

σ
σρ − e im gβ0∇0T

σ
σβ

)
.

Reescrevendo o tensor de torção em termos da conexão,

4∇0Σ
i0
m = e µm gαµg

ρigβ0∇0

(
Γαρβ − Γαβρ

)
+ e µm gβ0∇0

(
Γiµβ − Γiβµ

)
− e µm gρi∇0

(
Γ0
µρ − Γ0

ρµ

)
+ 2

(
e 0
m gρi∇0

(
Γσσρ − Γσρσ

)
− e im gβ0∇0

(
Γσσβ − Γσβσ

))
,

então em termos da tetrada, obtemos

4∇0Σ
i0
m = e µm gαµg

ρigβ0∇0

(
e αa ∂ρe

a
β − e αa ∂βe

a
ρ

)
+ e µm gβ0∇0

(
e ia ∂µe

a
.β − e ia ∂βe

a
µ

)
− e µm gρi∇0

(
e 0
a ∂µe

a
ρ − e 0

a ∂ρe
a
µ

)
+ 2e 0

m gρi∇0

(
e σa ∂σe

a
ρ − e σa ∂ρe

a
σ

)
− 2e im gβ0∇0

(
e σa ∂σe

a
β − e σa ∂βe

a
σ

)
.

Depois de realizarmos algumas manipulações algébricas na equação acima, temos

4∇0Σ
i0
m = e αa e

µ
m gαµg

0igβ0∇0∂0e
a
β − e αa e

µ
m gαµg

ρig00∇0∂0e
a
ρ

+ e ia e
0
m gβ0∇0∂0e

a
β − e ia e

µ
m g00∇0∂0e

a
µ

− e 0
a e

0
m gρi∇0∂0e

a
ρ + e 0

a e
µ
m g0i∇0∂0e

a
µ

+ 2e 0
a e

0
m gρi∇0∂0e

a
ρ − 2e.σa.e

0
m g0i∇0∂0e

a
σ

− 2e 0
a e

i
m gβ0∇0∂0e

a
β + 2e σa e

i
m g00∇0∂0e

a
σ

+ e αa e
µ
m gαµg

jigβ0∇0∂je
a
β − e αa e

µ
m gαµg

ρigj0∇0∂je
a
ρ

+ e ia e
j
m gβ0∇0∂je

a
β − e ia e

µ
m gj0∇0∂je

a
µ

− e 0
a e

j
m gρi∇0∂je

a
ρ + e 0

a e
µ
m gji∇0∂je

a
µ

+ 2e ja e
0
m gρi∇0∂je

a
ρ − 2e σa e

0
m gji∇0∂je

a
σ

− 2e ja e
i
m gβ0∇0∂je

a
β + 2e σa e

i
m gj0∇0∂je

a
σ.

Sendo nosso interesse as derivadas temporais de segunda ordem, nomeamos os termos

com derivadas espaciais como
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U i
m =e αa e

µ
m gαµg

jigβ0∇0∂je
a
β − e αa e

µ
m gαµg

ρigj0∇0∂je
a
ρ

+ e ia e
j
m gβ0∇0∂je

a
β − e ia e

µ
m gj0∇0∂je

a
µ

− e 0
a e

j
m gρi∇0∂je

a
ρ + e 0

a e
µ
m gji∇0∂je

a
µ

+ 2e ja e
0
m gρi∇0∂je

a
ρ − 2e σa e

0
m gji∇0∂je

a
σ

− 2e ja e
i
m gβ0∇0∂je

a
β + 2e σa e

i
m gj0∇0∂je

a
σ.

Segue que,

4∇0Σ
i0
m = ηamg

0igβ0∇0∂0e
a
β − ηamg

ρig00∇0∂0e
a
ρ

+ e ia e
0
m gβ0∇0∂0e

a
β − e ia e

µ
m g00∇0∂0e

a
µ

− e 0
a e

0
m gρi∇0∂0e

a
ρ + e 0

a e
µ
m g0i∇0∂0e

a
µ

+ 2e 0
a e

0
m gρi∇0∂0e

a
ρ − 2e.σa.e

0
m g0i∇0∂0e

a
σ

− 2e 0
a e

i
m gβ0∇0∂0e

a
β + 2e σa e

i
m g00∇0∂0e

a
σ

+ U i
m.

Ao abrirmos a derivada covariante, é esperado que surjam termos com a conexão

4∇0Σ
i0
m =

{
ηamg

0igρ0 − ηamg
ρig00

+ e ia e
0
m gρ0 − e ia e

µ
m g00

+ e 0
a e

ρ
m g0i + e 0

a e
0
m gρi

− 2e ρa e
0
m g0i − 2e 0

a e
i
m gρ0

+2e ρa e
i
m g00

} (
∂0∂0e

a
ρ + Γσ00∂σe

a
ρ + Γσ0ρ∂0e

a
σ

)
+ U i

m.

No entanto, estes termos não são de segunda ordem, ou seja, podem ser desprezados.

Mantendo nossa análise sobre os termos que acompanham ∂0∂0e
a
ρ, note que, quando

ρ = 0, obtemos

4∇0Σ
i0
m ∼

{
ηamg

0igk0 − ηamg
kig00

+ e.ia.e
0
m gk0 − e.ia.e

k
m g00

+ e.0a.e
k
m g0i + e.0a.e

0
m gki

− 2e ka e
0
m g0i − 2e.0a.e

i
m gk0

+2e ka e
i
m g00

}
∂0∂0e

a
k.
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Fica evidente, pela abordagem do problema de Cauchy, que apenas as quantidades eak
são dinâmicas no Teleparalelismo, enquanto ea0 possui caráter cinemático. Os resultados

obtidos nos informam também, que as equações de campo que determinam a dinâmica da

teoria são apenas

Ei
m = χT i

m.

4.1.2 Frame de Jordan

Tomemos o caso de uma teoria f (T ), cuja integral de ação é dada por

Sg = − 1

2χ

∫
d4xef (T ) . (4.4)

Para realizarmos a análise desta teoria no frame de Jordan, propomos uma integral de

ação S̄g que é equivalente a Sg sob um v́ınculo,

S̄g = − 1

2χ

∫
d4xe [f (ξ) − ϕ (ξ − T )] , (4.5)

introduzido através do multiplicador de Lagrange ϕ. Veja que a minimização de 4.5 em

relação aos campos ϕ e ξ, nos conduz as equações

δϕS̄g = T − ξ = 0,

e

δξS̄g =
∂f

∂ξ
= ϕ.

Assumindo que,
∂2f (ξ)

∂ξ2
̸= 0,

podemos escrever ξ em função de ϕ,

ξ = ξ (ϕ) .

Dessa forma, a partir de 4.5 reescrevemos uma integral de ação efetiva que é equivalente

a 4.4,

Sg(eft) = − 1

2χ

∫
d4xe [f (ξ (ϕ)) − ϕ (ξ (ϕ) − T )] . (4.6)

Definindo

U (ϕ) ≡ ϕξ (ϕ) − f (ξ (ϕ)) , (4.7)
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obtemos a seguinte forma para a integral de ação

Sg(eft) = − 1

2χ

∫
d4xe [ϕT − U (ϕ)] , (4.8)

cuja variação em termos dos campos de tetradas eaµ e ϕ, nos conduz as equações de campo0 = 4
e
∂α
[
4ϕΣ.αψ

g..

]
+ 4ϕΣ.ψµ

a.. T
a..
.gµ − eψg (ϕT − U (ϕ)) ,

0 = T − ∂U
∂ϕ
.

(4.9)

Repare que o que fizemos nada mais é do que uma transformada de Legendre para o

frame geométrico, o que nos conduziu a uma teoria Escalar-Tensorial sem o termo ćınético.

De fato, foram introduzidos novos graus de liberdade a teoria e, consequentemente, temos

equações a mais a serem resolvidas, o que é bastante interessante para encontrar posśıveis

soluções. Em outros casos, seria posśıvel observar uma outra caracteŕıstica importante do

frame de Jordan, que é a redução do grau da Lagrangiana e das equações de campo.

Na referência (SOTIRIOU; FARAONI, 2010), os autores fazem essa mudança de frames

de uma maneira, inicialmente, diferente, mas que no fundo muito se assemelha ao que

já foi discutido acima e que recupera os mesmos resultados apresentados. Como a refe-

rência citada já é bastante conhecida na literatura, por motivo de completeza achamos

interessante apresentar essa outra abordagem através do multiplicador de lagrange para

conhecimento do leitor. No entanto, por conveniência, utilizaremos, nas seções seguintes,

a metodologia utilizada em (SOTIRIOU; FARAONI, 2010). Logo, também, faremos uma

apresentação sucinta dessa abordagem.

Primeiramente, devemos introduzir variáveis auxiliares independentes, sendo elas es-

calares ou vetoriais, que substituirão os objetos contidos na função inicial.

Tomemos novamente o caso de uma teoria f (T ). O primeiro passo é introduzirmos

uma variável escalar ξ para substituir T em f . Em seguida, dada a integral de ação

Sg = − 1

2χ

∫
d4xef (T ) , (4.10)

propomos uma integral de ação S ′
g que é equivalente a Sg sob determinadas condições

S ′
g = − 1

2χ

∫
d4xe

[
f (ξ) − ∂f

∂ξ
(ξ − T )

]
. (4.11)

A minimização de 4.11 com respeito a variável independente ξ, produz a equação

∂f 2 (ξ)

∂ξ2
(ξ − T ) = 0. (4.12)
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Sendo assim, para que S ′
g retorne a Sg, 4.12 deve ter solução única

T − ξ = 0, (4.13)

consequentemente,
∂f 2 (ξ)

∂ξ2
̸= 0. (4.14)

Assumidas estas condições, introduzimos um campo escalar ϕ definido como,

ϕ ≡ ∂f (ξ)

∂ξ
. (4.15)

Então, reescrevemos a integral de ação 4.11 como

S ′ = − 1

2χ

∫
d4xe [ϕT − U (ϕ)] , (4.16)

onde U é um potencial definido como

U (ϕ) ≡ ϕξ (ϕ) − f (ξ (ϕ)) . (4.17)

Minimizando 4.16 com respeito ao campo ϕ e ao campo de tetradas eaν , obtemos as

seguintes equações de campo,0 = 4
e
∂α
[
4ϕΣ.αψ

g..

]
+ 4ϕΣ.ψµ

a.. T
a..
.gµ − eψg (ϕT − U (ϕ)) ,

0 = T − ∂U
∂ϕ
.

(4.18)

O leitor pode ver que ambas as abordagens culminam em um mesmo resultado para a

as equações de campo.

4.1.3 Frame de Einstein

Para a análise de f (T ) no frame de Einstein, devemos primeiramente realizar uma

transformação conforme no campo de tetradas eaν . A transformação conforme se dá pelo

produto entre o parâmetro de transformação conforme ou fator conforme, Ω (x), e o campo

fundamental da teoria,

ẽaµ (x) = Ω (x) eaµ (x) , ẽ µa (x) = Ω−1 (x) e µa (x) . (4.19)
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Uma vez que outros objetos em nossa teoria são dependentes do campo de tetradas, estes

também serão transformados, o que nos leva a,

ẽ = Ω4e,

g̃βγ = Ω2gβγ,

g̃βγ = Ω−2gβγ,

Γ̃ανµ = Γανµ + δαµ∂ν ln Ω,

T̃α
νµ = Tα

νµ + δαµ∂ν ln Ω − δαν ∂µ ln Ω,

T̃µ = Tµ − 3∂µ ln Ω,

T̃ = Ω−2 [T + 4T ν∂ν ln Ω − 6gµν∂ν ln Ω∂µ ln Ω] .

(4.20)

A partir das transformações contidas em 4.20, reescrevemos o escalar de torção como

T = Ω2T̃ − Ω2g̃ρν
(

4T̃ρ + 6∂ρ ln Ω
)
∂ν ln Ω. (4.21)

Substituindo 4.21 em 4.8, obtemos a integral de ação Sg(eft) ,

S̃g =

∫
d4xΩ−2ẽϕ

[
T̃ − g̃ρν

(
4T̃ρ + 6∂ρ ln Ω

)
∂ν ln Ω

]
+

∫
d4xΩ−4ẽ [−U ] . (4.22)

Se escolhermos o fator de transformação conforme como sendo equivalente ao campo

escalar,

Ω2 = ϕ,

então,

S̃g =

∫
d4xẽ

{[
T̃ − g̃ρν

(
4T̃ρ + 3∂ρ lnϕ

) 1

2
∂ν lnϕ

]
− ϕ−2U

}
. (4.23)

Definimos,

Φ ≡
√

3 lnϕ → lnϕ =
Φ√
3
→ ϕ = exp

[
Φ√
3

]
e

Ṽ ≡ exp

[
− 2Φ√

3

]
U = ϕ−2U.

Finalmente, obtemos uma integral de ação representada no frame de Einstein

S̃ ′
g =

∫
d4xẽ

{
T̃ − g̃ρν

[
2√
3
T̃ρ∂νΦ +

1

2
∂ρΦ∂νΦ

]
− Ṽ

}
. (4.24)
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A minimização desta ação em termos de ẽaµ e Φ, produz as equações de campo,

0 = −
[
4
ẽ
∂ν

(
ẽΣ̃ νµ

a

)
+ 4Σ̃ρνωT̃ρνa − T̃

]
+ 2√

3
T̃ µ∂νΦẽ νa + g̃ρµ∂ρΦ∂νΦẽ νa − 1

2
g̃ρν∂ρΦ∂νΦẽ µa

− 2√
3
□Φẽ µa + 2√

3
gµν∇α∇νΦẽ αa − Ṽ ẽ µa − δṼ

δẽaα
,

0 = 2√
3

[
∇ν − T̃ν

]
T̃ ν − T̃ ρ∇ρΦ + □Φ − δṼ

δΦ
.

(4.25)

É interessante observar que a ação obtida na Eq.(4.24) pode ser entendida como uma

teoria TEGR acoplada à um campo escalar através de um acoplamento derivativo e isto

fica evidente, uma vez que a primeira linha da 4.25 é exatamente a equação de campo do

TEGR.

4.2 Teorias teleparalelas de gravidade f (T,B,∇µT,∇µB)

Nesta seção, com o intuito de construir uma teoria mais genérica, estenderemos as

abordagens apresentadas acima para o caso f (T,B,∇µT,∇µB).

4.2.1 Frame geométrico

Começamos com um espaço-tempo de Weitzenböck, que como dito anteriormente é

uma variedade equipada com uma conexão espaço-temporal que apresenta torção, mas não

curvatura. Em cada ponto do espaço-tempo, um espaço tangente é bem definido e tensores

definidos tanto no espaço-tempo quanto no espaço tangente podem ser mapeados um para

o outro por um campo de tetradas não triviais eaµ. Ele é rotulado por ı́ndices latinos

internos/tangentes do começo do alfabeto a, b, c, . . . , g = (0) , (1) , (2) , (3) e ı́ndices gregos

do espaço-tempo µ, ν, ρ, . . . = 0, 1, 2, 3; ı́ndices latinos do meio do alfabeto, i, j, k, . . . =

1, 2, 3, serão usados para rotular coordenadas espaciais do espaço-tempo. Na abordagem

geométrica para as teorias f (T,B,∇µT,∇µB), os campos fundamentais são as tetradas,

que são campos inverśıveis tanto no espaço tangente quanto no espaço-tempo, satisfazendo

as relações de dualidade:

eaµe
ν
a = δνµ, eaµe

µ
b = δab . (4.26)

Eles também estão relacionados ao tensor métrico do espaço tangente (ηab), a métrica

do espaço-tempo (gµν), a conexão de Weitzenböck (Γαµν) e o tensor de torção (Tα
µν).

Como se pode ver, não fazemos menção à conexão de spin em nossa abordagem. A

razão para isso é explicada brevemente aqui. Nos primeiros trabalhos de Utiyama e
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Kibble (UTIYAMA, 1956b; KIBBLE, 1961) sobre gravitação como uma teoria de gauge, a

conexão de spin é o campo de gauge que é introduzido para recuperar a invariância pelas

transformações de Lorentz locais. A teoria teleparalela referida neste trabalho é constrúıda

a partir da perspectiva de uma teoria de gauge associada ao grupo de translação, como

elucidado em (ASSENCIO et al., 2023) e apresentado na seção 3.2. Isso significa que as

transformações de Lorentz são apenas consideradas aqui como uma simetria global. Sob

esse ponto de vista, não temos motivos para introduzir a conexão de spin. Claro, a

teoria teleparalela poderia ser constrúıda a partir de uma perspectiva geométrica e a

transformação de Lorentz local também poderia ser considerada. Nesse caso, a conexão

de spin teria que fazer parte das entidades geométricas que consideramos. No entanto,

este não será o caminho que tomaremos.

Com T , B e suas primeiras derivadas, temos os ingredientes necessários para propor

nossa integral de ação gravitacional como

Sg =

∫
d4xef (T,B,∇µT,∇µB) , (4.27)

que na verdade deveria ser expressa como

Sg =

∫
d4xef

(
T,B,∇µT,∇µB, eaµ

)
. (4.28)

Note que a dependência expĺıcita de f com o campo de tetrada é necessária para se contrair

os ı́ndices dos termos derivativos - isso permite que f seja uma quantidade escalar.

O prinćıpio de mı́nima ação nos leva à seguinte equação de campo:

0 =
4

e
∂σ (FT eΣ

.σα
d.. ) + 4FTΣσραTσρd − eαdf − ∂f

∂edα
+ 2eαd□FB

− 2eβd∇
α∇βFB − 2eβd

(
Tαδλβ + T λα

β

)
∇λFB + FBBeαd , (4.29)

onde FB ≡ ∂f
∂B

− (∇µ − Tµ) ∂f
∂(∇µB)

,

FT ≡ ∂f
∂T

− (∇µ − Tµ) ∂f
∂(∇µT )

.
(4.30)

A ordem superior da derivada do campo de tetradra que podemos esperar dessa equa-

ção é seis. Este será o caso se a dependência de f com a derivada de B for pelo menos

quadrática (por exemplo, f ∼ ∇µB∇µB + . . .) e os termos de derivadas superiores serão

aqueles presentes no quinto e sexto termos da Eq.(4.29). Se, por outro lado, tivermos

uma dependência linear de f com a derivada de B, a ordem da derivada será menor que

seis (por exemplo, f ∼ ∇µB∇µT + . . . leva a equações de campo de quinta ordem nas
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derivadas da tetrada). Determinar a ordem superior da derivada da equação de campo

é crucial para definir adequadamente o problema de Cauchy do sistema. Essa análise

só pode ser realizada para casos particulares. Finalmente, também observamos que se

exigirmos linearidade das equações de campo nos termos de derivadas superiores, então f

tem que ser linear ou no máximo quadrático na derivada de B.

4.2.2 Frame de Jordan

Agora procedemos com a análise das teorias f (T,B,∇µT,∇µB) no frame de Jor-

dan. Introduzimos variáveis escalares e vetoriais auxiliares, ξ, χ, ξµ, χµ, que substituem

T,B,∇µT,∇µB em f e são tratadas como variáveis independentes. Como será verificado

abaixo, a introdução desses campos auxiliares nos permite trabalhar com um conjunto

de equações diferenciais com ordem reduzida de derivada quando comparado ao frame

geométrico.

Propomos uma integral de ação S ′
g que é equivalente a Sg sob certas condições:

S ′
g =

∫
d4xe

[
f (ξ, χ, ξµ, χµ) − ∂f

∂ξ
(ξ − T ) − ∂f

∂χ
(χ−B)

]
+

∫
d4xe

[
− ∂f

∂ξµ
(ξµ −∇µT ) − ∂f

∂χµ
(χµ −∇µB)

]
. (4.31)

A minimização dessa ação com relação às variáveis independentes de ξ, χ, ξµ, χµ leva ao

seguinte conjunto de equações:
∂2f
∂ξ2

∂2f
∂ξ∂χ

∂2f
∂ξ∂ξµ

∂2f
∂ξ∂χµ

∂2f
∂χ∂ξ

∂2f
∂χ2

∂2f
∂χ∂ξµ

∂2f
∂χ∂χµ

∂2f
∂ξν∂ξ

∂2f
∂ξν∂χ

∂2f
∂ξν∂ξµ

∂2f
∂ξν∂χµ

∂2f
∂χν∂ξ

∂2f
∂χν∂χ

∂2f
∂χν∂ξµ

∂2f
∂χν∂χµ




(ξ − T )

(χ−B)

(ξµ −∇µT )

(χµ −∇µB)

 = 0. (4.32)

A ação S ′
g na Eq.(4.31) será equivalente a Sg na Eq.(4.28) desde que o sistema acima

tenha apenas as soluções triviais: 

ξ − T = 0,

χ−B = 0,

ξµ −∇µT = 0,

χµ −∇µB = 0.

(4.33)
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Isso só é posśıvel se

detH ̸= 0, H ≡


∂2f
∂ξ2

∂2f
∂ξ∂χ

∂2f
∂ξ∂ξµ

∂2f
∂ξ∂χµ

∂2f
∂χ∂ξ

∂2f
∂χ2

∂2f
∂χ∂ξµ

∂2f
∂χ∂χµ

∂2f
∂ξν∂ξ

∂2f
∂ξν∂χ

∂2f
∂ξν∂ξµ

∂2f
∂ξν∂χµ

∂2f
∂χν∂ξ

∂2f
∂χν∂χ

∂2f
∂χν∂ξµ

∂2f
∂χν∂χµ

 , (4.34)

ou seja, se a matriz Hessiana H for regular.

No entanto, se detH ̸= 0, as quantidades ∂f
∂ξ

, ∂f
∂χ

, ∂f
∂ξµ

, ∂f
∂χµ

podem ser tratadas como

multiplicadores de Lagrange e, como tal, devem ser tratadas como campos independentes:

ϕT ≡ ∂f
∂ξ
, ϕB ≡ ∂f

∂χ
,

ϕνT ≡ ∂f
∂ξν

, ϕνB ≡ ∂f
∂χν

.
(4.35)

As quantidades ϕT , ϕB, ϕνT , ϕνB e ξ, χ, ξν , χν , devido à Eq.(4.34), estabelecem uma

relação inverśıvel:

ξ = ξ(ϕT , ϕB, ϕ
µ
T , ϕ

µ
B), χ = χ(ϕT , ϕB, ϕ

µ
T , ϕ

µ
B)

ξν = ξν(ϕT , ϕB, ϕ
µ
T , ϕ

µ
B), χν = χν(ϕT , ϕB, ϕ

µ
T , ϕ

µ
B).

(4.36)

É interessante notar que, para teorias onde f(T,B) = f(−T+B), a matriz H Eq.(4.34)

é singular. Este resultado se estende a qualquer teoria onde o argumento é uma combina-

ção linear de T , B, ou seja, f = f(αT +βB). A partir disso, vemos que a estrutura obtida

até agora neste trabalho não é diretamente aplicável às teorias equivalentes de telepara-

lelismo f(R). Para completude, lidaremos com o caso, f = f(αT + βB,∇µ(αT + βB)),

na subseção 4.2.3. Em particular, como será visto lá, se desconsiderarmos a contribuição

das derivadas de T e B, apenas um campo escalar auxiliar deve ser introduzido em vez

de dois campos escalares, como em nosso tratamento geral - para −α = β = 1, ou seja,

para a teoria equivalente de f(R), isso está em conformidade com (SOTIRIOU; FARAONI,

2010). Na verdade, para lidar adequadamente com uma matriz Hessiana singular, um

tratamento diferente é necessário.

A integral de ação pode ser expressa como:

S ′
g =

∫
d4xe

[
ϕTT + ϕBB + ϕµT∇µT + ϕµB∇µB − U

(
ϕT , ϕB, ϕ

µ
T , ϕ

µ
B, e

a
µ

)]
, (4.37)

onde

U
(
ϕT , ϕB, ϕ

µ
T , ϕ

µ
B, e

a
µ

)
≡ ϕT ξ + ϕBχ + ϕµT ξµ + ϕµBχµ − f (ξ, χ, ξµ, χµ) , (4.38)
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onde ξ, χ, ξν , χν são expressos em termos de ϕT , ϕB, ϕ
ν
T , ϕ

ν
B, de acordo com a Eq.(4.36).

Vemos que a ação na Eq.(4.37) não apresenta termos cinéticos expĺıcitos para os campos

escalares ϕT e ϕB. Por outro lado, eles estão acoplados à torção escalar e ao escalar de

superf́ıcie, respectivamente. Os campos vetoriais auxiliares apresentam acoplamentos com

derivadas de T e B na integral de ação. Curiosamente, esses dois termos (com acopla-

mentos derivativos) podem ser integrados por partes, permitindo-nos reduzir a ordem da

derivada do campo de tetrada em relação ao Lagrangeano. Se procedermos desta forma

e negligenciarmos os termos de superf́ıcie, acabamos com

S ′
g =

∫
d4xe [ΦTT + ΦBB − U ] , (4.39)

onde o potencial U é definido como

U ≡ U
(
ΦT ,ΦB, ϕ

µ
T , ϕ

µ
B,∆µϕ

µ
T ,∆µϕ

µ
B, e

a
µ

)
= U

(
ΦT + ∆µϕ

µ
T ,ΦB + ∆µϕ

µ
B, ϕ

µ
T , ϕ

µ
B, e

a
µ

)
, (4.40)

e {
ΦT ≡ ϕT − ∆µϕ

µ
T , ΦB ≡ ϕB − ∆µϕ

µ
B, (4.41)

onde o operador

∆µ ≡ ∇µ − Tµ (4.42)

foi introduzido para compactar a notação.

Os novos campos escalares ΦT e ΦB são combinações lineares de ϕT , ∆µϕ
µ
T e ϕB, ∆µϕ

µ
B,

respectivamente, e agora desempenham o papel dos graus de liberdade escalares auxiliares

do sistema. A ação na Eq.(4.39) se assemelha a uma teoria tipo escalar-tensor sem termos

cinéticos para ΦT e ΦB, que por sua vez aparecem acoplados de forma “não mińıma” a T

e B, nesta ordem. Devemos lembrar que também temos os graus de liberdade vetoriais

que permanecem os mesmos antes da introdução de ΦT e ΦB. Note que, em prinćıpio,

não temos termos cinéticos para os campos vetoriais também. A ausência dos termos

cinéticos padrão para os campos auxiliares pode sugerir que eles não constituem um

conjunto de variáveis dinâmicas. No entanto, devemos ter cuidado e verificar a dinâmica

a partir das equações de campo, já que o acoplamento dos campos auxiliares com as

derivadas da tetrada pode resultar em equações dinâmicas. Da Eq.(4.39), obtemos as

seguintes equações de campo para variações da ação em relação a eaµ,ΦT ,ΦB, ϕ
µ
T , ϕ

µ
B,
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respectivamente:

0 = 4
e
∂σ (ΦT eΣ

.σα
a.. ) + 4ΦTΣσραTσρa − eαa (ΦTT − U)

− 2
[
−□ΦBe

α
a + gρα∇ρ∇βΦBe

β
a

]
− 2

(
Tαδλβ + T λα

β

)
∇λΦBe

β
a + δU

δeaα
,

0 = T − δU
δΦT

,

0 = δU
δϕµT

,

0 = B − δU
δΦB

,

0 = δU
δϕµB

.

(4.43)

Uma análise rápida das equações de campo mostra alguns resultados importantes. A or-

dem mais alta das derivadas de todos os campos é dois. As primeiras e quartas equações

apresentam segundas derivadas de eaµ, enquanto a segunda derivada de ΦB é expĺıcita na

primeira equação. As terceiras e quintas equações podem conter no máximo segundas

derivadas dos campos vetoriais e, possivelmente, a primeira derivada dos campos esca-

lares. Como U não tem dependência das derivadas de ΦT , a segunda equação pode ser

interpretada como um v́ınculo, já que apenas as primeiras derivadas dos campos devem

estar presentes. Neste ponto, parece que as segundas derivadas temporais de ΦB não

estão presentes nas equações de campo, indicando que este é provavelmente um grau de

liberdade não dinâmico. Uma palavra final sobre este assunto só pode ser estabelecida

para casos particulares.

4.2.3 O caso particular f = f (αT + βB,∇µ (αT + βB))

Aqui, apresentamos os resultados para o caso particular em que f é uma função do

tipo:

f (T,B,∇µT,∇µB) = f (αT + βB,∇µ (αT + βB)) .

Em outras palavras, os dois invariantes escalares T e B são combinados linearmente. Este

caso é interessante pois abrange uma classe de teorias que inclui o caso equivalente à

f (R,∇µR) - caso quando α = −β = −1. Primeiramente, verificamos se a abordagem

apresentada ao longo do texto principal é aplicável. Para isso, é suficiente avaliar a matriz
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Hessiana, que para o caso presente, é:

H =


fuu

(
α2 αβ

αβ β2

)
fuuν

(
α2 αβ

αβ β2

)

fuµu

(
α2 αβ

αβ β2

)
fuµuν

(
α2 αβ

αβ β2

)
 ,

onde usamos as definições u ≡ αT + βB, uµ ≡ ∇µ (αT + βB), fu ≡ ∂f
∂u
, fuµ ≡ ∂f

∂uµ
. Esta

matriz é singular, ou seja, detH = 0, portanto, o formalismo, conforme desenvolvido

anteriormente, não pode ser aplicado diretamente. Abaixo, rederivamos os principais

resultados para o caso presente nos frame de Jordan e Einstein.

A análise no frame de Jordan requer a adição de campos auxiliares, mas agora apenas

um campo auxiliar escalar e um campo auxiliar vetorial são necessários, em vez da quan-

tidade dupla requerida no caso geral apresentado no texto principal. A ação gravitacional

equivalente é constrúıda analogamente ao que foi feito anteriormente:

S ′
g =

∫
d4xe

[
f (υ, υµ) − ∂f

∂υ
(υ − u) − ∂f

∂υµ
(υµ − uµ)

]
.

A matriz Hessiana (assumida como regular) e os novos campos auxiliares serão:

H ≡

(
∂2f
∂υ2

∂2f
∂υ∂υµ

∂2f
∂υν∂υ

∂2f
∂υν∂υµ

)
,

ϕu ≡ ∂f
∂υ
,

ϕνu ≡
∂f
∂υν

.

A integral de ação equivalente apresentada acima pode ser expressa como:

S ′
g =

∫
d4xe [Φu (αT + βB) − U ] ,

onde os termos de superf́ıcie foram negligenciados, com

U ≡ ϕuυ + ϕµuυµ − f (υ, υµ) ,

υ = υ (Φu + ∆µϕ
µ
u, ϕ

ν
u) ,

υµ = υµ (Φu + ∆µϕ
µ
u, ϕ

ν
u) ,

Φu ≡ ϕu − ∆µϕ
µ
u.

As equações de campo podem ser derivadas pelo prinćıpio da ação mı́nima, considerando

eaµ, Φu e ϕµu como os campos fundamentais.

A análise no frame de Einstein exige uma transformação conforme do campo de te-

trada. Quando o fator conforme Ω é escolhido como Ω2 = αΦu, a integral de ação (a
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menos termos de superf́ıcie) pode ser expressa como:

S ′
g =

∫
d4xẽ

T̃ − 2

(
1 + β

α

)√
3
(
1 + 3β

α

) T̃ ν∂νϕ̃− 1

2
g̃µν∂νϕ̃∂µϕ̃− Ṽ

 ,

onde 
ϕ̃ ≡

√
3
(
1 + 3β

α

)
ln (Φuα) ,

Ṽ ≡ exp

(
− 2ϕ̃√

3(1+ 3β
α )

)
U.

Como no frame de Jordan, as equações de campo podem ser derivadas a partir do prinćıpio

de mı́nima ação com ẽaµ, ϕ̃ e ϕµu sendo os campos fundamentais da teoria.

Como podemos ver, este caso simplifica significativamente o número de campos auxi-

liares. Para o caso particular em que α = −β = −1, que como mencionado anteriormente

corresponde ao caso f (R,∇µR), vemos que com esta estrutura obtemos consistência com

o que é conhecido do correspondente riemanniano: apenas um campo escalar e um campo

vetorial são necessários.

4.2.4 Frame de Einstein

A transição do frame de Jordan para o frame de Einstein é realizada por meio de uma

transformação conforme do campo de tetrada. Quando essa transformação é realizada,

o Lagrangiano do sistema transformado se apresenta como uma combinação da torção

escalar e de um termo semelhante à matéria para os campos auxiliares. Isso pode ser

interpretado como um Lagrangiano efetivo de uma teoria do tipo TEGR com um Lagran-

giano de matéria efetivo. A transformação conforme da tetrada implica em modificações

na conexão de Weitzenböck, tensor de torção, tensor escalar e assim por diante. Uma lista
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de relações úteis é apresentada

ẽaµ (x) = Ω (x) eaµ (x) ,

ẽµa (x) = Ω−1 (x) eaµ (x) ,

ẽ = Ω4e,

g̃βγ = Ω2gβγ,

g̃βγ = Ω−2gβγ,

Γ̃ανµ = Γανµ + δαµ∂ν ln Ω,

T̃α
νµ = Tα

νµ + δαµ∂ν ln Ω − δαν ∂µ ln Ω,

T̃µ = Tµ − 3∂µ ln Ω,

T̃ = Ω−2 [T + 4T ν∂ν ln Ω − 6gµν∂ν ln Ω∂µ ln Ω] ,

B̃ = Ω−2 [B − 6□ ln Ω + 10T ρ∂ρ ln Ω − 12gρσ∂ρ ln Ω∂σ ln Ω] ,

∇̃T
µϕ

µ = ∇T
µϕ

µ + 4∂µ ln Ωϕµ.

(4.44)

A integral de ação na Eq.(4.39) em termos da tetrada transformada torna-se:

S ′
g =

∫
d4xΩ−2ẽΦT

[
T̃ − 4T̃ ν∂ν ln Ω − 6g̃µν∂ν ln Ω∂µ ln Ω

]
+

∫
d4xΩ−2ẽΦB

[
B̃ + 6□̃ ln Ω − 10T̃ ρ∂ρ ln Ω

]
+

∫
d4xΩ−2ẽΦB [−12g̃ρσ∂ρ ln Ω∂σ ln Ω] +

∫
d4xΩ−4ẽ

(
−Ũ
)
, (4.45)

onde

Ũ = U
(

ΦT , ϕ
µ1
T , ∆̃µ1ϕ

µ1
T ,ΦB, ϕ

µ1
B , ∆̃µ1ϕ

µ1
B

)
− 4ϕµT (∂µ ln Ω) ξ (ϕT , ϕB, ϕ

ν
T , ϕ

ν
B)

− 4ϕµB (∂µ ln Ω)χ (ϕT , ϕB, ϕ
ν
T , ϕ

ν
B) . (4.46)

Agora escolhemos o fator conforme para satisfazer a relação

Ω2 = ΦT .

A primeira linha da ação na Eq. (4.45) é bastante simplificada. Também introduzimos

dois novos campos escalares e um novo potencial que tornam a ação em uma forma mais
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adequada; eles são: 
ϕ̃T ≡

√
3 ln ΦT ,

ϕ̃B ≡ ΦB exp
(
− ϕ̃T√

3

)
= ΦB

ΦT
,

Ṽ ≡ exp
(
−2ϕ̃T√

3

)
Ũ ,

(4.47)

com Ũ = Ũ
(

ΦT

(
ϕ̃T

)
, . . . ,ΦB

(
ϕ̃T , ϕ̃B

)
, . . . ,Ω

(
ϕ̃T

))
.

A integral de ação resultante torna-se:

S ′
g =

∫
d4xẽ

[
T̃ − 1

2
g̃µν∂νϕ̃T∂µϕ̃T − 2√

3
T̃ ν∂νϕ̃T

]
+

∫
d4xẽϕ̃B

[
B̃ − g̃ρσ∂ρϕ̃T∂σϕ̃T

]
+

∫
d4xẽϕ̃B

[
− 5√

3
T̃ ρ∂ρϕ̃T +

√
3□̃ϕ̃T

]
−
∫

d4xẽṼ . (4.48)

Esta ação possui uma estrutura interessante. O primeiro termo é o Lagrangiano gravitaci-

onal padrão do TEGR para a tetrada ẽaµ, enquanto o segundo é um termo cinético padrão

para o campo escalar ϕ̃T . O terceiro termo descreve um acoplamento derivativo entre

ϕ̃T e a torção. No entanto, por uma integração por partes, este termo pode descrever de

forma equivalente um acoplamento entre ϕ̃T e B̃. Este último, por sua vez, também está

acoplado a ϕ̃B, como pode ser visto no primeiro termo da segunda integral. O segundo

termo desta integral apresenta um termo cinético para ϕ̃T acoplado a ϕ̃B - este termo

juntamente com o segundo termo da primeira integral podem ser combinados resultando

em

−

(
1 + 2ϕ̃B

)
2

g̃µν∂νϕ̃T∂µϕ̃T , (4.49)

que se assemelha a um termo cinético de Brans-Dicke para ϕ̃T com ω0 =
(1+2ϕ̃B)

2
. O

primeiro termo na terceira linha descreve um acoplamento derivativo de ϕ̃T com a torção

do vetor e ϕ̃B. O último termo da terceira integral descreve um acoplamento entre ϕ̃B e

□̃ϕ̃T . O termo na última integral descreve o potencial efetivo dos campos auxiliares.

Se definirmos um tensor de energia-momento efetivo T̃ α
a por:

T̃ α
a ≡ −2

[
1√
3

(
1 + ϕ̃B

)
□̃ϕ̃T + □̃ϕ̃B

]
ẽαa − g̃µν

[(
1

2
+ ϕ̃B

)
∂µϕ̃T∂νϕ̃T +

5√
3
∂µϕ̃B∂νϕ̃T

]
ẽαa

+
√

3

[
1

3

(
2 − ϕ̃B

)
g̃αµẽνa − ϕ̃B g̃

αν ẽµa

]
∇̃µ∂νϕ̃T + 2g̃µα∇̃µ∂νϕ̃B ẽ

ν
a

+

(
1

2
+ ϕ̃B

)
(g̃αν ẽµa + g̃αµẽνa) ∂µϕ̃T∂νϕ̃T +

√
3

[
5

3
g̃αν ẽµa − g̃αµẽνa

]
∂µϕ̃B∂νϕ̃T

+
2√
3
∂ρϕ̃T

(
1 + 4ϕ̃B

)
ẽρaT̃

α + 2
(
T̃αδρβ + T̃ ρα

β

)
∂ρϕ̃B ẽ

β
a − Ṽ ẽαa −

δṼ

δẽaα
, (4.50)

as equações de campo para ϕ̃B, ϕ̃T , ϕµB, ϕµT , ẽµa podem ser respectivamente escritas como:
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0 = B̃ +
√

3□̃ϕ̃T − 5√
3
T̃ ρ∂ρϕ̃T − g̃ρσ∂ρϕ̃T∂σϕ̃T − δṼ

δϕ̃B
,

0 =
(

1 + 2ϕ̃B

)
□̃ϕ̃T +

√
3□̃ϕ̃B + 2g̃µν∂µϕ̃B∂νϕ̃T

+
(
2 −

√
3
)
T̃ ν∂νϕ̃B −

(
1 + 2ϕ̃B

)
T̃ ν∂νϕ̃T

+ 1√
3

(
1 +

√
3ϕ̃B

)
B̃ − δṼ

δϕ̃T
,

0 = δṼ
δϕµB

,

0 = δṼ
δϕµT

,

T̃ α
a = 4

ẽ
∂σ

(
ẽΣ̃.σα

a..

)
+ 4Σ̃σραT̃σρa − ẽαa T̃ .

(4.51)

Como acontece no frame de Jordan, a ordem mais alta de derivada dos campos é

dois. Em particular, as segundas derivadas de ϕ̃T são observadas nas primeira, segunda e

quinta equações. O mesmo é verdadeiro para as segundas derivadas da tetrada (lembre-se

de que B̃ engloba as segundas derivadas de ẽaµ). Em relação às segundas derivadas de

ϕ̃B, elas estão presentes na segunda e última equações. Não podemos dizer muito sobre

as derivadas dos campos vetoriais até que um potencial espećıfico seja definido - neste

ponto, tudo o que podemos afirmar é que as derivadas desses campos serão, no máximo,

de segunda ordem. Como esperado para o frame de Einstein, a equação para a tetrada

é uma equação semelhante à TEGR com um tensor de energia-momento efetivo para os

campos auxiliares, como observado na Eq. (4.50).

Antes de analisarmos um exemplo, vamos reconsiderar a ação na Eq.(4.45) e ponderar

a seguinte questão: E se, em vez de escolhermos Ω2 = ΦT , tivéssemos escolhido Ω2 = ΦB?

Nesse caso, a ação se tornaria:

S ′
g =

∫
d4xẽ

ΦT

ΦB

[
T̃ − 2T̃ ν∂ν ln ΦB − 3

2
g̃µν∂ν ln ΦB∂µ ln ΦB

]
+

∫
d4xẽ

[
B̃ + 3□̃ ln ΦB − 3T̃ µ∂µ ln ΦB

]
−
∫

d4xẽ
[
2T̃ µ + 3g̃µν∂ν ln ΦB

]
∂µ ln ΦB −

∫
d4xẽΦ−2

B Ũ . (4.52)

Os três termos da segunda linha podem ser expressos como um termo de superf́ıcie, o

que significa que eles não contribuem para as equações de campo. Podeŕıamos negligenciar

esses termos no Lagrangiano, o que reduziria o número de termos na ação. No entanto,

a ação não pareceria uma combinação do Lagrangiano de gravitação TEGR com outras
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contribuições provenientes dos campos auxiliares. Podeŕıamos então realizar uma nova

transformação conforme:

ēaµ (x) = Θ (x) ẽaµ (x) , (4.53)

com

Θ2 =
ΦT

ΦB

. (4.54)

Com as novas quantidades auxiliares definidas abaixo,
ϕ̄T ≡

√
3 ln ΦT ,

ϕ̄B ≡ ΦB exp
(
− ϕ̄T√

3

)
,

V̄ ≡ exp
[
−2Φ̄T√

3

]
Ũ ,

(4.55)

a integral de ação se tornaria

S ′
g =

∫
d4xē

[
T̄ − 1

2
gµν∂µΦ̄T∂νΦ̄T − 2√

3
T̄ ν∂νΦ̄T

]
+

∫
d4xēϕ̄B

[
B̄ − gµν∂µΦ̄T∂νΦ̄T

]
+

∫
d4xēϕ̄B

[
−5

√
3

3
T̄ ν∂νΦ̄T +

√
3□Φ̄T

]
−
∫

d4xēV̄ +

∫
d4x∂νS

ν
. (4.56)

A menos de termos de superf́ıcie, esta é exatamente a mesma ação obtida na Eq.

(4.48). Isso significa que as equações de campo seriam exatamente as mesmas obtidas

na Eq. (4.51). Embora parecesse promissor realizar duas transformações conformes e

livrar-se dos termos de superf́ıcie entre as duas transformações, o resultado final acabou

sendo o mesmo.

A seguir, aplicamos os resultados obtidos até agora a um caso particular.

4.3 Exemplo

Os resultados que foram obtidos nas seções anteriores são bastante gerais para qualquer

f (T,B,∇µT,∇µB) que apresente uma matriz Hessiana regular. Nesta seção, vamos res-

tringir f a ser uma função anaĺıtica de seus argumentos. Nesse caso, f pode ser expandida

em uma série. Restringimos a análise a termos até contribuições quadráticas dos argu-

mentos, ou seja,

f (T,B,∇µT,∇µB) = f0 + αTT +
βT
2
T 2 +

γT
2
gµν∂µT∂νT + αBB

+
βB
2
B2 +

γB
2
gµν∂µB∂νB + βBTBT + γBTg

µν∂µT∂νB, (4.57)

onde f0, αT , βT , γT , αB, βB, γB, βBT , γBT são constantes.
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Este Lagrangeano será analisado no contexto geométrico, bem como nos frames de

Jordan e Einstein. Começamos com o caso geométrico.

4.3.1 Frame Geométrico

Começamos com o cálculo de FT e FB conforme definido em Eq.(4.30)

FT = αT + βTT + βBTB

− (∇ν − Tν) (γTg
µν∂µT + γBTg

µν∂µB) ,

FB = αB + βBB + βBTT

− (∇ν − Tν) (γBg
µν∂µB + γBTg

µν∂µT ) .

(4.58)

Substituindo esses resultados na Eq.(4.29) e usando a definição do operador ∆ dada em

Eq.(4.42), as equações de Euler-Lagrange são:

(EL)αd ≡ eαd

(
f0 + αTT +

βT
2
T 2 − βB

2
B2

)
− (gανeµd + gαµeνd − eαdg

µν) ×
(γT

2
∂µT∂νT +

γB
2
∂µB∂νB + γBT∂µT∂νB

)
− 4 [αT + βTT + βBTB − ∆µ (γT∂µT + γBT∂µB)] × ΣσραTσρd

− 4

e
∂σ {e [αT + βTT + βBTB − ∆µ (γT∂µT + γBT∂µB)] Σ σα

d }

− 2□ [βBB + βBTT − ∆µ (γB∂µB + γBT∂µT )] eαd

+ B [∆µ (γB∂µB + γBT∂µT )] eαd

+ 2
(
Tαδλβ + T λα

β

)
eβd ×∇λ [αB + βBB + βBTT − ∆µ (γB∂µB + γBT∂µT )]

+ 2gραeβd∇ρ∇β [βBB + βBTT − ∆µ (γB∂µB + γBT∂µT )] = 0. (4.59)

Note que, neste formalismo, não temos restrições sobre os valores dos parâmetros

f0, αT , . . ., como será o caso quando descrevermos este sistema nos frames de Jordan e

Einstein. No entanto, valores diferentes desses parâmetros resultam em dinâmicas dife-

rentes para o sistema. Se definirmos γB ̸= 0, então teremos dois termos apresentando as

derivadas mais altas da tetrada que são ambos proporcionais a esse parâmetro:

(EL)αd ∼ 2γB□∆µ∂µBeαd − 2γBg
ρα∇ρ∇β∆µ (∂µB) eβd . (4.60)

Lembre-se de que o escalar de superf́ıcie é proporcional à segunda derivada da tetrada.

Desta forma, as equações de campo para os diferentes componentes do campo de tetrada

constituem um conjunto de equações de sexta ordem nas derivadas.

Se estamos interessados em analisar os graus de liberdade dinâmicos do sistema, de
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acordo com o problema de Cauchy, devemos observar as derivadas temporais dos campos

de tetradas. Vamos considerar α = 0 na Eq.(4.60) e analisar apenas a contribuição das

derivadas temporais mais altas - temos:

(EL)0d ∼
(
e0dg

00g00 − e0dg
00g00

)
(∂0)

4B ∼ 0,

ou seja, os termos de derivadas temporais mais altas que aparecem não são de sexta ordem.

Isso significa que as quatro equações obtidas para α = 0 não são dinâmicas. Uma análise

similar para α = i = 1, 2, 3 nos leva a:

(EL)id ∼ g00
(
eidg

00 − g0ie0d
)

(∂0)
4B.

Em geral, isso não é nulo. Vamos analisar a estrutura das derivadas temporais no escalar

de superf́ıcie. Verificamos que

B ∼
(
g0je0a − g00eja

)
(∂0)

2 eaj .

Isso significa que as 12 equações de campo obtidas com α ̸= 0 apresentam derivadas

temporais de sexta ordem dos componentes eaj . Em outras palavras, do ponto de vista

do problema de Cauchy, essas 12 equações são dinâmicas e os campos eaj constituem um

conjunto de variáveis dinâmicas. Como não aparecem derivadas temporais de sexta ordem

dos componentes ea0 nas equações, essas quantidades não são graus de liberdade dinâmi-

cos do sistema. As equações obtidas com α = 0 devem ser interpretadas como v́ınculos

lagrangianos. Em prinćıpio, parece que temos 12 graus de liberdade, no entanto, devemos

lembrar que ainda temos alguma liberdade para escolher um sistema de coordenadas. Es-

colhendo quatro coordenadas apropriadamente, podemos ser capazes de suprimir as sextas

derivadas temporais de quatro componentes das variáveis eaj . Procedendo assim, somos

capazes de eliminar quatro graus de liberdade, deixando-nos com 8 variáveis dinâmicas.

Este é o número máximo de graus de liberdade que temos em nosso sistema. Devemos

lembrar que ainda temos a liberdade de realizar uma transformação de Lorentz global, o

que talvez possa reduzir o número de graus de liberdade para quatro. Se isso for posśıvel,

não fica claro a partir da análise realizada aqui. Conclúımos esta seção afirmando que o

número de variáveis dinâmicas do sistema está entre 4 e 8.

4.3.2 Frame de Jordan

A descrição do sistema no frame de Jordan começa com a introdução de campos

escalares e vetoriais auxiliares que substituem a torção escalar, o escalar de superf́ıcie e
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suas derivadas na dependência funcional de f , ou seja,

f (ξ, χ, ξµ, χµ) = f0 + αT ξ +
βT
2
ξ2 +

γT
2
gµνξµξν + αBχ

+
βB
2
χ2 +

γB
2
gµνχµχν + βBTχξ + γBTg

µνξµχν . (4.61)

A matriz Hessiana,

H =


βT 0 βBT 0

0 γTg
µν 0 γBTg

ρν

βBT 0 βB 0

0 γBTg
µσ 0 γBg

ρσ

 , (4.62)

é regular desde que algumas restrições nos parâmetros βT , γT , βB, γB, βBT , γBT sejam apli-

cadas, a saber:

detH ̸= 0 ⇔

βTβB − β2
BT ̸= 0,

γTγB − γ2
BT ̸= 0.

(4.63)

Se as duas condições acima forem satisfeitas, somos capazes de introduzir os campos

escalares e vetoriais ϕT , ϕ
ν
T , ϕB, ϕ

ν
B com relações invert́ıveis com ξ, ξµ, χ, χµ:

ϕT ≡ ∂f
∂ξ

= αT + βT ξ + βBTχ,

ϕνT ≡ ∂f
∂ξν

= γTg
µνξµ + γBTg

µνχµ,

ϕB ≡ ∂f
∂χ

= αB + βBχ + βBT ξ,

ϕνB ≡ ∂f
∂χν

= γBg
µνχµ + γBTg

µνξµ.

⇒



ξ = βB(ϕT−αT )−βBT (ϕB−αB)

βT βB−β2
BT

,

ξµ =
γBϕTµ−γBTϕBµ

γT γB−γ2BT
,

χ = βT (ϕB−αB)−βBT (ϕT−αT )

βT βB−β2
BT

,

χµ =
γTϕBµ−γBTϕTµ

γT γB−γ2BT
.

(4.64)

Com esses objetos, constrúımos os campos escalares auxiliares ΦT e ΦB (Eq.(4.41)) que

serão utilizados durante a análise, enquanto os campos vetoriais auxiliares permanecem

os mesmos, ou seja, ϕBµ e ϕTµ. Com o conjunto de campos auxiliares estabelecido, o

potencial U – conforme dado pela Eq.(4.40) – se torna:

U = −f0 +
1

2

(βBX
2
T + βTX

2
B − 2βBTXBXT )

(βTβB − β2
BT )

+
YTB

(γTγB − γ2
BT )

, (4.65)

onde definimos: 
XT ≡ ΦT + ∆µϕ

µ
T − αT ,

XB ≡ ΦB + ∆µϕ
µ
B − αB,

YTB ≡ 1
2

(γBϕTµϕ
µ
T + γTϕBµϕ

µ
B − 2γBTϕBµϕ

µ
T ) .

(4.66)
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As equações de campo (Eq.(4.43)) então se tornam:

(ELe)
α
a ≡4ΦTΣσραTσρa + 4

1

e
∂σ (ΦT eΣ

.σα
a.. ) − eαaΦTT − eαaf0

− 2
[
−□ΦBe

α
a + gρα∇ρ∇βΦBe

β
a

]
− 2

(
Tαδλβ + T λα

β

)
∇λΦBe

β
a

+
eαa

(βTβB − β2
BT )

{
1

2

(
βBX

2
T + βTX

2
B − 2βBTXBXT

)
+ XB (βBT∆νϕ

ν
T − βT∆νϕ

ν
B) + XT (βBT∆νϕ

ν
B − βB∆νϕ

ν
T )

−ϕνT∂ν [βBXT − βBTXB] − ϕνB∂ν [βTXB − βBTXT ]}

+

(
1
2
γBϕ

ν
Tϕ

µ
T + 1

2
γTϕ

ν
Bϕ

µ
B − γBTϕ

ν
Bϕ

µ
T

)
(γTγB − γ2

BT )

(
ηabe

b
νδ
α
µ + ηbae

b
µδ

α
ν + eαagµν

)
= 0,

(4.67)

(ELΦT
) ≡ T − βBXT − βBTXB

(βTβB − β2
BT )

= 0, (4.68)

(ELϕT )ρ ≡ −∂ρ (βBXT − βBTXB)

(βTβB − β2
BT )

+
(γBϕTρ − γBTϕBρ)

(γTγB − γ2
BT )

= 0, (4.69)

(ELΦB
) ≡ B − βTXB − βBTXT

(βTβB − β2
BT )

= 0, (4.70)

(ELϕB)ρ ≡ −∂ρ (βTXB − βBTXT )

(βTβB − β2
BT )

+
(γTϕBρ − γBTϕTρ)

(γTγB − γ2
BT )

= 0. (4.71)

Este é um conjunto de 26 equações de campo acopladas para as variáveis ΦT , ΦB,

ϕµT , ϕµB, eαa . Uma rápida conferência dessas equações mostra que elas são no máximo

equações diferenciais de segunda ordem para todos os campos. Para comparação com o

frame geométrico, temos mais 10 equações para lidar no frame de Jordan, mas todas as

equações são de segunda ordem nas derivadas dos campos, enquanto no frame geométrico

elas são de sexta ordem.

Para determinar os graus de liberdade dinâmicos do sistema no frame de Jordan,

analisamos o termo de derivada temporal mais alto de cada equação. As Eqs.(4.69) e

(4.71) podem ser usadas para eliminar a contribuição das segundas derivadas dos campos

vetoriais na Eq.(4.67). Nesta equação, também usaremos:

Σ 0α
a ∼ δαj N

ij
ad ∂0e

d
i , (4.72)
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onde

N ij
ad ≡ 1

4

[
ηad
(
g00gαi − g0igj0

)
+
(
gjie0d − g0iejd

)
e0a +

(
g00ejd − gj0e0d

)
eia
]

+
1

2

[
ηabe

b
ν

(
g0igjν − g0νgji

)
e0d + ηabe

b
ν

(
g0νgj0 − g00gjν

)
eid
]
. (4.73)

Quando restringimos a análise à segunda ordem da derivada temporal, as equações de

campo da Eq.(4.67) até a Eq.(4.71) fornecem:

(ELe)
α
a ∼2eαag

00 (∂0)
2 ΦB − 2e0ag

0α (∂0)
2 ΦB + 4ΦT δ

α
j N

ij
ad (∂0)

2 edi , (4.74)

(ELΦT
) ∼ 0, (4.75)

(ELϕT )ρ ∼ −δ0ρ

[
βB∂0∆µϕ

µ
T − βBT∂0∆µϕ

µ
B

(βTβB − β2
BT )

]
, (4.76)

(ELΦB
) ∼ B, (4.77)

(ELϕB)ρ ∼ −δ0ρ

[
βT∂0∆νϕ

ν
B − βBT∂0∆νϕ

ν
T

(βTβB − β2
BT )

]
. (4.78)

Note que os termos ∂0∆νϕ
ν
T e ∂0∆νϕ

ν
B contêm as segundas derivadas temporais dos

componentes nulos dos campos vetoriais e das tetradas quando ρ = 0 nas Eqs.(4.76) e

(4.78):

∂0∆νϕ
ν
T ∼ (∂0)

2 ϕ0
T + ϕ0

T e
ρ
a (∂0)

2 eaρ, (4.79)

(analogamente para ∂0∆νϕ
ν
B). Portanto, temos duas equações apresentando as segundas

derivadas temporais de 18 graus de liberdade, ou seja, ϕ0
T , ϕ0

B e eaρ. Isso significa que essas

equações só podem ser usadas para estabelecer dois v́ınculos entre as segundas derivadas

temporais dos campos mencionados acima. Algo semelhante acontece na Eq.(4.77), que

apresenta a segunda derivada temporal das 12 variáveis eai :

B ∼
(
g0ie0a − g00eia

)
(∂0)

2 eai . (4.80)

Esta equação só pode ser usada para estabelecer um v́ınculo entre as segundas derivadas

temporais de eai .

Em resumo, as 10 equações - Eq.(4.68) até Eq.(4.71) - podem ser interpretadas como

v́ınculos, assim como as 4 equações (ELe) a
0 = 0. Isso totaliza 14 v́ınculos, o que significa

que dos 26 graus de liberdade iniciais, apenas 12 podem ser considerados graus de liberdade

dinâmicos. Alguns dos graus de liberdade não dinâmicos, que são aquelas quantidades
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cujas segundas derivadas temporais não aparecem, podem ser identificados diretamente

das equações de campo - são ΦT , ϕ
i
T , ϕ

i
B. Das 19 variáveis restantes, ΦB, ϕ

0
T , ϕ

0
B, e

ρ
a, 7

ainda serão restringidas pelas equações de campo. Se também lembrarmos que mais 4

graus de liberdade podem ser eliminados por uma escolha conveniente de sistema de

coordenadas, então os graus de liberdade dinâmicos são reduzidos para 8. Com a simetria

global de Lorentz, talvez 4 graus de liberdade adicionais possam ser classificados como não

dinâmicos. Acabamos com um número de variáveis dinâmicas entre 4 e 8, exatamente

como no frame geométrico. Na verdade, este é um resultado esperado, uma vez que

podemos manipular as Eqs.(4.68) até Eq.(4.71) e substitúı-las na Eq.(4.67), recuperando

Eq.(4.59) obtida no frame geométrico.

4.3.3 Frame de Einstein

Agora analisamos nosso exemplo no frame de Einstein com o fator conforme Ω2 = ΦT .

O potencial Ṽ , definido na Eq.(4.47), é dado por

Ṽ = −e
− 2ϕ̃T√

3 f0 +
e
− 3ϕ̃T√

3 g̃µνY
µν
TB

(γTγB − γ2
BT )

+
1

2

e
− 2ϕ̃T√

3

(
βBX̃

2
T + βT X̃

2
B − 2βBT X̃T X̃B

)
(βTβB − β2

BT )
, (4.81)

onde 
X̃T ≡ e

ϕ̃T√
3 + ∆̃µϕ

µ
T − 2√

3
ϕµT∂µϕ̃T − αT ,

X̃B ≡ ϕ̃Be
ϕ̃T√

3 + ∆̃µϕ
µ
B − 2√

3
ϕµB∂µϕ̃T − αB,

Y µν
TB ≡ 1

2
[γBϕ

ν
Tϕ

µ
T − γBT (ϕνBϕ

µ
T + ϕµBϕ

ν
T ) + γTϕ

ν
Bϕ

µ
B] .

(4.82)

A integral de ação é dada por

S ′ =

∫
d4xẽT̃ +

∫
d4xẽ

2√
3
ϕ̃T

(
∇̃ν − T̃ν

) [(
1 +

√
3ϕ̃B

)
T̃ ν
]

+

∫
d4xẽ

2√
3
ϕ̃T

(
∇̃ν − T̃ν

)[3

2
g̃µν∂µϕ̃B

]
+

∫
d4xẽ

[
ϕ̃BB̃ −

(
1

2
+ ϕ̃B

)
g̃µν∂νϕ̃T∂µϕ̃T

]
−
∫

d4xẽṼ . (4.83)

Observe que esta ação possui uma dependência funcional com derivadas de segunda

ordem da tetrada (através de B̃ e ∇̃νT̃
ν) e ϕ̃B. Em prinćıpio, podeŕıamos esperar que as

equações de campo fossem de quarta ordem nas derivadas de ẽαa e ϕ̃B. No entanto, isso

não será o caso devido ao fato de que os termos envolvendo as segundas derivadas são

lineares com estas últimas - o resultado será a presença de derivadas de segunda ordem

de ϕ̃B e ϕ̃T , que estão acopladas a B̃ e ∇̃νT̃
ν . Esta integral de ação leva às seguintes



CAPÍTULO 4. ABORDAGEM ESCALAR-TENSORIAL PARA A GRAVIDADE
TELEPARALELA F (T,B,∇µT,∇µB) 79

equações de campo para variações em relação a ϕ̃B, ϕ̃T , ϕµB, ϕµT , ẽaµ, respectivamente:

(
ELϕ̃B

)
≡B̃ +

√
3□̃ϕ̃T − 5√

3
T̃ ρ∂ρϕ̃T − g̃ρσ∂ρϕ̃T∂σϕ̃T + e

− ϕ̃T√
3

(
βBT X̃T − βT X̃B

)
(βTβB − β2

BT )
= 0,

(4.84)

(
ELϕ̃T

)
≡
(

1 + 2ϕ̃B

)
□̃ϕ̃T +

√
3□̃ϕ̃B +

1√
3

(
1 +

√
3ϕ̃B

)
B̃

+ 2g̃µν∂µϕ̃B∂νϕ̃T +
(

2 −
√

3
)
T̃ ν∂νϕ̃B −

(
1 + 2ϕ̃B

)
T̃ ν∂νϕ̃T

− 1√
3

e
− 2ϕ̃T√

3

(βTβB − β2
BT )

(
βBX̃T W̃T + βT X̃BW̃B − βBT X̃T W̃B − βBT X̃BW̃T

)
− 2√

3

e
− 2ϕ̃T√

3

(βTβB − β2
BT )

[
(βBϕ

ν
T − βBTϕ

ν
B) ∂νX̃T + (βTϕ

ν
B − βBTϕ

ν
T ) ∂νX̃B

]
+

√
3e

− 3ϕ̃T√
3

(γTγB − γ2
BT )

g̃µνY
µν
TB − 2√

3
e
− 2ϕ̃T√

3 f0 = 0, (4.85)

(
ELϕ̃B

)
ν
≡ e

− 2ϕ̃T√
3

(βTβB − β2
BT )

∂ν

(
βBT X̃T − βT X̃B

)
+

e
− 3ϕ̃T√

3

(γTγB − γ2
BT )

g̃µν (γTϕ
µ
B − γBTϕ

µ
T ) = 0,

(4.86)

(
ELϕ̃T

)
ν
≡ e

− 2ϕ̃T√
3

(βTβB − β2
BT )

∂ν

(
βBX̃T − βBT X̃B

)
− e

− 3ϕ̃T√
3

(γTγB − γ2
BT )

g̃µν (γBϕ
µ
T − γBTϕ

µ
B) = 0,

(4.87)

(ELẽ)
α
a =

4

ẽ
∂σ

(
ẽΣ̃ σα

a

)
+ 4Σ̃σραT̃σρa − ẽαa T̃ − κT̃ α

a = 0. (4.88)

Acima, nós usamos as definições:W̃T ≡ ∆̃νϕ
ν
T − 2√

3
ϕνT∂νϕ̃T + αT ,

W̃B ≡ ∆̃νϕ
ν
B − 2√

3
ϕνB∂νϕ̃T + αB,

(4.89)
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e

κT̃ α
a ≡ −2


(

1 + ϕ̃B

)
√

3
□̃ϕ̃T + □̃ϕ̃B

 ẽαa + 2g̃µα∇̃µ∂νϕ̃B ẽ
ν
a

+
√

3

[
1

3

(
2 − ϕ̃B

)
g̃αµẽνa − ϕ̃B g̃

αν ẽµa

]
∇̃µ∂νϕ̃T

− g̃µν
[(

1

2
+ ϕ̃B

)
∂µϕ̃T +

5√
3
∂µϕ̃B

]
∂νϕ̃T ẽ

α
a

+

(
1

2
+ ϕ̃B

)
(g̃αν ẽµa + g̃αµẽνa) ∂µϕ̃T∂νϕ̃T

+
√

3

(
5

3
g̃αν ẽµa − g̃αµẽνa

)
∂µϕ̃B∂νϕ̃T

+
2√
3

(
1 + 4ϕ̃B

)
T̃αẽρa∂ρϕ̃T + 2

(
T̃αδρβ + T̃ ρα

β

)
ẽβa∂ρϕ̃B

+
e
− 2ϕ̃T√

3 (βBϕ
ν
T − βBTϕ

ν
B)

(βTβB − β2
BT )

(
ẽαa∂νX̃T + ẽρaT̃

α
νρX̃T

)
+

e
− 2ϕ̃T√

3 (βTϕ
ν
B − βBTϕ

ν
T )

(βTβB − β2
BT )

(
ẽαa∂νX̃B + ẽρaT̃

α
νρX̃B

)
− e

− 2ϕ̃T√
3

(βTβB − β2
BT )

Q̃TB ẽ
α
a + e

− 2ϕ̃T√
3 f0ẽ

α
a

− e
− 3ϕ̃T√

3

(γTγB − γ2
BT )

(
g̃µνY

µν
TB ẽ

α
a + 2Y αµ

TBηabẽ
b
µ

)
, (4.90)

com

Q̃TB ≡ 1

2

(
βBX̃

2
T + βT X̃

2
B − 2βBT X̃BX̃T

)
−
(
βBX̃T − βBT X̃B

)(
W̃T − αT

)
−
(
−βBT X̃T + βT X̃B

)(
W̃B − αB

)
. (4.91)

Chamamos a atenção para a dependência de T̃ α
a com as segundas derivadas de ϕ̃T e

ϕ̃B (como esperado do acoplamento desses campos com B̃ e ∇̃νT̃
ν) e de ϕµT e ϕµB (devido

aos termos quadráticos X̃2
T , X̃

2
T , 2X̃T X̃B no potencial Ṽ ). Com a interpretação de T̃ α

a

como um tensor de energia-momento efetivo, fica claro que a Eq.(4.88) é uma equação

semelhante à TEGR para ẽαa . É um conjunto de 16 equações de segunda ordem com a

presença de segundas derivadas de ẽαa , ϕ̃T , ϕ̃B, ϕµT e ϕµB. As outras 10 equações (Eq.(4.84)

a Eq.(4.87)) também são equações diferenciais de segunda ordem para esses campos.

Observe que as derivadas de X̃T e X̃B estão presentes em todas as equações, exceto na

Eq.(4.84). No entanto, a partir de manipulações das Eqs.(4.86) e (4.87), podemos isolar
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∂νX̃T e ∂νX̃B em termos de ϕµT , ϕµB, g̃µν e ϕ̃T , o que nos dá:

∂ν

(
X̃T

X̃B

)
=

e
− ϕ̃T√

3

(γTγB − γ2
BT )

g̃µν

(
−βBT βT

−βB βBT

)(
γBT −γT

γB −γBT

)(
ϕµT
ϕµB

)
. (4.92)

Se substituirmos esse resultado nas equações de campo restantes, a análise do número de

graus de liberdade dinâmicos é bastante simplificada. De fato, após realizar essa substi-

tuição, isolamos as segundas derivadas temporais que estão presentes em cada equação;

temos: (
ELϕ̃B

)
∼ B̃ +

√
3g̃00 (∂0)

2 ϕ̃T , (4.93)

(
ELϕ̃T

)
∼
(

1 + 2ϕ̃B

)
g̃00 (∂0)

2 ϕ̃T +
√

3g̃00 (∂0)
2 ϕ̃B +

1√
3

(
1 +

√
3ϕ̃B

)
B̃, (4.94)

(
ELϕ̃B

)
ν
∼ δ0ν

e
− 2ϕ̃T√

3

(
βBT∂0X̃T − βT∂0X̃B

)
(βTβB − β2

BT )
, (4.95)

(
ELϕ̃T

)
ν
∼ δ0ν

e
− 2ϕ̃T√

3

(
βB∂0X̃T − βBT∂0X̃B

)
(βTβB − β2

BT )
, (4.96)

(ELẽ)
α
a ∼ 4δαj Ñ

ij
ad (∂0)

2 ẽdi + 2g̃00

[
(∂0)

2 ϕ̃B +

√
3

3

(
1 + ϕ̃B

)
(∂0)

2 ϕ̃T

]
ẽαa

− 2g̃0αẽ0a

[
(∂0)

2 ϕ̃B +

√
3

3

(
1 − 2ϕ̃B

)
(∂0)

2 ϕ̃T

]
, (4.97)

onde Ñ ij
ad e B̃ são equivalentes às Eqs. (4.73) e (4.80), expressas em termos dos campos

conformes g̃µν , ẽαd .

Quando tomamos ν = 1, 2, 3 nas Eqs.(4.95) e (4.96), não temos segundas derivadas

temporais de nenhum dos campos, o que significa que pelo menos 6 graus de liberdade não

são dinâmicos em nosso sistema. Nas mesmas equações, quando ν = 0, acabamos com

duas equações que envolvem as segundas derivadas temporais de vários campos devido ao

fato de que:

∂0X̃T ∼ (∂0)
2 ϕ0

T + ϕ0
T ẽ

µ
b (∂0)

2 ẽbµ − 2√
3
ϕ0
T (∂0)

2 ϕ̃T ,

∂0X̃B ∼ (∂0)
2 ϕ0

B + ϕ0
B ẽ

µ
b (∂0)

2 ẽbµ − 2√
3
ϕ0
B (∂0)

2 ϕ̃T .
(4.98)

Essas duas equações estabelecem apenas v́ınculos entre as segundas derivadas temporais de

ϕ0
B, ϕ

0
T , ẽ

b
µ, ϕ̃T . Uma situação semelhante é observada nas Eqs.(4.93) e (4.94). A primeira
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estabelece um v́ınculo entre (∂0)
2 ϕ̃T e (∂0)

2 ẽai (lembre-se de que B̃ ∼ (∂0)
2 ẽai ), enquanto

a última estabelece um v́ınculo entre (∂0)
2 ϕ̃B, (∂0)

2 ϕ̃T e (∂0)
2 ẽai . De fato, a Eq.(4.93)

pode ser usada para expressar a segunda derivada temporal de ϕ̃T em termos da segunda

derivada de ẽai . Essa relação, por sua vez, pode ser usada na Eq.(4.94) para que (∂0)
2 ϕ̃B

também possa ser expressa em termos de (∂0)
2 ẽai . Se essas relações forem substitúıdas

na Eq.(4.97), então isso se torna um conjunto de 16 equações que envolvem as segundas

derivadas temporais dos 12 componentes ẽai . Isso significa que 4 dessas equações são na

verdade v́ınculos e não equações dinâmicas.

Para resumir, começamos com 26 equações (Eqs.(4.84) a (4.88)), entre as quais temos

14 v́ınculos – 10 vindos das Eqs.(4.84), (4.85), (4.86), (4.87) e 4 da Eq.(4.88). Isso significa

que apenas 12 equações são dinâmicas, as quais estabelecem um máximo de 12 graus de

liberdade dinâmicos. No entanto, ainda podemos eliminar 4 graus de liberdade fixando

adequadamente um sistema de coordenadas no espaço-tempo. Isso reduz o número má-

ximo de graus de liberdade dinâmicos de 12 para 8. Como mencionado anteriormente,

ainda podemos fixar um sistema de coordenadas no espaço tangente. Novamente, não

está claro na análise do problema de Cauchy se isso pode reduzir o número de variáveis

dinâmicas ou não. No final, o número de graus de liberdade dinâmicos varia entre 4 e 8,

assim como nas abordagens geométrica e de Jordan.

4.4 Considerações Finais

Este trabalho foi dedicado à investigação da gravidade teleparalela de ordem superior

do tipo f
(
T,∇µT,B,∇µB, eaµ

)
e sua posśıvel descrição como uma teoria escalar-multi-

tensorial. Para alcançar esse objetivo, o sistema foi analisado nos frames de Jordan e

Einstein. No primeiro, quatro campos auxiliares - dois escalares e dois campos vetoriais

- foram introduzidos e reduziram a ordem da derivada das equações de campo em com-

paração com a abordagem geométrica padrão. O preço a ser pago foi a inclusão de dez

graus de liberdade extras. No frame de Jordan, a integral de ação é semelhante a uma

teoria escalar-tensorial (semelhante à de Brans-Dicke) sem termo cinético.

A transição para o frame de Einstein foi realizada por uma transformação conforme da

tetrada e a integral de ação usada no frame de Jordan foi obtida em termos das novas va-

riáveis transformadas. Como de costume, o Lagrangiano final foi um Lagrangiano TEGR

combinado com um potencial efetivo, com termos contendo acoplamentos derivativos e

um termo cinético para um dos campos escalares auxiliares, ϕ̃T , que foi convenientemente

redefinido em termos do campo original ΦT . O resultado foi um conjunto de equações

semelhantes ao TEGR com um tensor de energia-momento efetivo para os campos auxi-

liares.



CAPÍTULO 4. ABORDAGEM ESCALAR-TENSORIAL PARA A GRAVIDADE
TELEPARALELA F (T,B,∇µT,∇µB) 83

A estrutura desenvolvida nos frames de Jordan e Einstein foi então aplicada a um

exemplo. Para verificar se a dinâmica nos frames geométrico, de Jordan e de Einstein

poderia ser compat́ıvel, uma análise concisa do problema de Cauchy foi realizada. Todas

as abordagens resultaram no mesmo intervalo posśıvel de graus de liberdade dinâmicos,

ou seja, entre 4 e 8. É importante mencionar que determinar o número de graus de

liberdade dinâmicos não é uma tarefa trivial a ser realizada em teorias teleparalelas. Em

nossa opinião, isso parece estar associado ao papel que a transformação de Lorentz global

desempenha nessas teorias. Este é um problema que merece uma análise própria.

Além disso, o fato de os graus de liberdade permanecerem consistentes em ambos os

frames, até onde o problema de Cauchy nos permite analisar, sugere que o modelo estu-

dado é promissor para aplicações. Isso inclui cosmologia (tanto do universo atual quanto

primordial), fenômenos astrof́ısicos como estrelas, galáxias, buracos negros, ondas gravita-

cionais e lentes gravitacionais. Esses testes poderiam realmente validar experimentalmente

o modelo proposto. Além do contexto experimental, o modelo pode ser submetido a testes

no contexto da gravidade quântica e analisado, por exemplo, do ponto de vista de sua

renormalizabilidade. Essas aplicações representam áreas que planejamos explorar em pes-

quisas futuras, reconhecendo que cada uma delas apresenta desafios únicos. Somente após

investigar tais aplicações poderemos avaliar adequadamente as vantagens e limitações que

tal abordagem teleparalela geral pode oferecer.



5 Conclusão

Neste trabalho, exploramos detalhadamente o estudo das teorias de gravitação dentro

da perspectiva das teorias teleparalelas, com foco particular nas abordagens geométrica

e de gauge. No Caṕıtulo 2, iniciamos com a construção de teorias de gravitação usando

uma abordagem exclusivamente geométrica, formulando a teoria em uma variedade dife-

renciável com métrica e conexão. Observamos as propriedades intŕınsecas como curvatura,

torção e derivada covariante da métrica, e discutimos como a nulidade de uma dessas pro-

priedades leva a diferentes geometrias, as quais podem ser estudadas através de campos

fundamentais, como a tetrada. Destacamos a variedade de Weitzenböck, onde a torção

desempenha um papel central e a curvatura e condição de metricidade são nulas. Demons-

tramos que, mesmo com uma geometria diferente, a teoria na variedade de Weitzenböck

pode ser equivalente à Relatividade Geral.

No Caṕıtulo 3, avançamos para o desenvolvimento de uma teoria de gravitação de

ordem superior como uma teoria de gauge. Apresentamos a teoria geral de gauge de-

senvolvida por Utiyama e sua aplicação ao grupo de Translação, que, apesar de não ser

um grupo semi-simples, pode ser associado a uma teoria de gravitação teleparalela na

perspectiva de uma teoria de gauge. Observamos que, ao contrário do campo de gauge na

teoria de Utiyama, um campo de gauge livre pode admitir um termo massivo. A análise

da lagrangiana do campo de gauge revelou novos invariantes e posśıveis soluções para

as equações de campo, incluindo o potencial gravitacional que combina os potenciais de

Newton e Yukawa. Esses resultados sugerem a posśıvel existência de grávitons com massa

e fornecem uma base para novas investigações sobre soluções adicionais.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, nos dedicamos à investigação da gravidade teleparalela de

ordem superior do tipo f (T,B,∇µT,∇µB) e sua descrição como uma teoria escalar-multi-

tensorial. Mas antes disso, introduzimos ao leitor o problema de Cauchy e como este pode

ser utilizado para análisar a dinâmica de uma teoria de gravitação, para isso utilizamos

como exemplo o TEGR. Em seguida, também com caráter de revisão, apresentamos os

frames de Jordan e de Eisntein através da apliacção em uma teoria f (T ). Finalizada a

revisão, partimos para o caso das teorias f (T,B,∇µT,∇µB), onde analisamos o sistema

nos frames de Jordan e Einstein. No frame de Jordan, a introdução de campos auxiliares

permitiu a redução da ordem das equações de campo, embora com a inclusão de graus
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de liberdade adicionais. A transição para o frame de Einstein foi realizada por uma

transformação conforme da tetrada, resultando em uma Lagrangiana combinada com um

potencial efetivo. A análise do problema de Cauchy confirmou que os graus de liberdade

dinâmicos permanecem consistentes entre os frames, sugerindo que o modelo estudado

tem potencial para aplicações práticas em cosmologia, astrof́ısica e gravidade quântica.

As perspectivas para futuras pesquisas incluem a validação experimental do modelo

proposto e a análise de sua renormalizabilidade perturbativa. Tais investigações permiti-

rão avaliar as vantagens e limitações desta abordagem teleparalela em comparação com

outras teorias de gravitação, aprofundando nossa compreensão da gravidade em contextos

variados.
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CLOWE, D.; BRADAČ, M.; GONZALEZ, A. H.; MARKEVITCH, M.; RANDALL,
S. W.; JONES, C.; ZARITSKY, D. A direct empirical proof of the existence of dark
matter. The Astrophysical Journal, IOP Publishing, v. 648, n. 2, p. L109, 2006.

CUZINATTO, R.; MEDEIROS, L.; POMPEIA, P. Higher-order modified Starobinsky
inflation. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, IOP Publishing, v. 2019,
n. 02, p. 055, 2019.

CUZINATTO, R.; MELO, C. de; MEDEIROS, L.; POMPEIA, P. Gauge formulation for
higher order gravity. The European Physical Journal C, Springer, v. 53, p. 99–108,
2008.

CUZINATTO, R.; MELO, C. de; MEDEIROS, L.; POMPEIA, P. Observational
constraints on a phenomenological f(R,∇R)-model. General Relativity and Gravitation,
Springer, v. 47, n. 3, p. 29, 2015.

CUZINATTO, R.; MELO, C. de; POMPEIA, P. Second order gauge theory. Annals of
Physics, Elsevier, v. 322, n. 5, p. 1211–1232, 2007.
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MORALES, J. O.; SANTILLÁN, O. P. About the Cauchy problem in Stelle’s quadratic
gravity. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2019, n. 03, p. 026, mar
2019.
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Instituto Tecnológico de Aeronáutica – ITA
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