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Ao Laboratório Nacional de Computação Cient́ıfica - LNCC e ao ITA pelos recursos

computacionais.

Finalmente, agradecimento ao apoio financeiro da CAPES.



“Licence my roving hands, and let them go
Before, behind, between, above, below.

O, my America, my Newfoundland,
My kingdom, safest when with one man mann’d,

My mine of precious stones, my empery;
How am I blest in thus discovering thee!

To enter in these bonds, is to be free.
Then, where my hand is set, my soul shall be.

Full nakedness! All joys are due to thee;
As souls unbodied, bodies unclothed must be

To taste whole joys.
...

Like pictures, or like books’ gay coverings made
For laymen, are all women thus array’d.

Themselves are only mystic books, which we
-Whom their imputed grace will dignify-

Must see reveal’d. Then, since that I may know”
— John Donne



Resumo

Nos últimos anos o surgimento de um novo tipo de material, quebrando o tradicio-

nal paradigma de classificação entre isolantes, semicondutores e metais, despertou forte

interesse da comunidade cient́ıfica e industrial. Os chamados isolantes topológicos (IT),

caracterizados pela existência de um estado isolante no volume, ao mesmo tempo em que

possui estados de superf́ıcie condutores se tornaram rapidamente um subcampo impor-

tante na pesquisa da F́ısica da matéria condensada. Desde o surgimento desse termo, em

2005, esse conceito de topologia para classificar materiais facilmente se estendeu a outros

sistemas como os semimetais topológicos, supercondutores topológicos, isolantes topoló-

gicos cristalinos e outras fases topológicas. Ampliando, assim, ainda mais a diversidade

de materiais.

O impacto desse desenvolvimento cient́ıfico levou de forma célere a previsão teórica e

a comprovação experimental de novos materiais, tanto de sistemas bidimensionais, como

tridimensionais. Para esse último subgrupo, logo em 2009, previsões a partir de cálcu-

los de primeiros prinćıpios e técnicas experimentais confirmaram os materiais da famı́lia

(Bi,Sb)2(Se,Te)3 como isolantes topológicos. Para além disso, os resultados apontaram

gaps de energia muito altos para esses sistemas, em torno de 0,3 eV. Projetando, assim,

esses materiais como promissores para aplicações em dispositivos eletrônicos mesmo em

altas temperaturas.

No contexto do estudo teórico desses ITs, o método mais comum para predições de

propriedades eletrônicas está baseado na Teoria do Funcional da Densidade (DFT). En-

tretanto, as predições desse método esbarram em uma problemática que surge das aproxi-

mações feitas dentro de seu formalismo. Previsões incorretas para algumas propriedades

que dependem da acertada descrição dos estados excitados, podem levar a conclusões

completamente erradas sobre a classe topológica desses sistemas, por exemplo.

Nesse contexto, propomos nesse trabalho a aplicação do método DFT-1/2 em IT bem

conhecidos. Buscando obter uma descrição precisa e confiável das propriedades eletrônicas

desses materiais e quando posśıvel estabelecer comparações com resultados experimentais

dispońıveis e resultantes de outras metodologias teóricas. A correção proporcionada pelo

método DFT-1/2 além de proporcionar resultados coerentes com experimentais para mui-
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tos semicondutores, possui o mesmo custo computacional de um cálculo DFT padrão,

tornando realizável o cálculo mesmo para sistemas bastante complexos.

Dessa forma optou-se pela aplicação do método DFT-1/2 em materiais bem conhe-

cidos da famı́lia do seleneto de bismuto e baseados no cobre para verificar a eficiência

dessa correção em IT famosos. A aplicação do método em uma liga baseada em bismuto,

antimônio e selênio também foi realizada para verificar o método de forma mais abran-

gente em um sistema mais complexo. O uso do método DFT-1/2 nos sistemas da famı́lia

(Bi,Sb)2(Se,Te)3 e CuTl(S,Se)2 proporcionou ótimos resultados para o gap de energia,

com valores bem próximos dos resultados experimentais. Assim como a dispersão e for-

mato das bandas na estrutura eletrônica de bandas desses sistemas quando comparados

com cálculos GW e outras aproximações. A correção do DFT-1/2 na liga (Bi1−xSbx)2Se3

também conduziu a resultados excelentes quando comparados com aqueles obtidos expe-

rimentalmente, onde a curva calculada para o gap de energia da liga com o DFT-1/2 está

dentro da faixa experimental.



Abstract

In recent years, the emergence of a new type of material, breaking the traditional clas-

sification paradigm between insulators, semiconductors, and metals, has aroused intense

interest in the scientific community and industry. The so-called topological insulators

(TI), characterized by the existence of an insulating state in bulk, at the same time that

it has conductive surface states, quickly became an important subfield in the research

of condensed matter physics. Since the appearance of this term in 2005, this concept of

topology to classify materials has easily been extended to other systems such as topologi-

cal semimetals, topological superconductors, topological crystalline insulators, and other

topological phases. Thus, further expanding the diversity of materials.

The impact of this scientific development quickly led to theoretical prediction and expe-

rimental proof of new materials, both in two-dimensional and three-dimensional systems.

For this last subgroup, as early as 2009, predictions based on first-principles calculations

and experimental techniques confirmed the materials of the family (Bi,Sb)2(Se,Te)3 as to-

pological insulators. Furthermore, the results pointed to quite high energy gaps for these

systems, around 0.3 eV. Thus, projecting these materials as promising for applications in

electronic devices even at high temperatures.

In the context of theoretical study of these TI, the most common method for elec-

tronic property prediction is based on Density Functional Theory (DFT). However, the

predictions of this method collide with a problem that arises from the approximations

made within its formalism. Incorrect predictions for some properties that depend on the

correct description of excited states can lead to completely wrong conclusions about the

topological class of these systems, for example.

To get around this, efforts to build different methods to increase the precision and

correct results of standard DFT calculations were carried out by different researchers.

Thus, in this work, we propose the application of the DFT-1/2 method in well-known

topological insulators. Seeking, thus, to obtain an accurate and reliable description of the

electronic properties of these materials and, whenever possible, to establish comparisons

with available experimental results and those resulting from other theoretical methodo-

logies. This is because the correction provided by the DFT-1/2 method, in addition to
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providing results consistent with experimental for many semiconductors, has the same

computational cost as a standard DFT calculation. Thus, making the calculation feasible

even for very complex systems.

Thus, it was decided to apply the DFT-1/2 method to well-known materials from the

bismuth selenide family and copper-based materials to verify the efficiency of this correc-

tion in famous TI. The application of the method to an alloy based on bismuth, antimony,

and selenium was also performed to verify the method more comprehensively in a more

complex system. The use of the DFT-1/2 method in the systems of the (Bi,Sb)2(Se,Te)3

and CuTl(S,Se)2 family provided excellent results for the energy gap, with values very

close to the experimental results. As well as the dispersion and shape of the bands in the

electronic band structure of these systems when compared with GW calculations and other

approximations. The DFT-1/2 correction on the (Bi1−xSbx)2Se3 alloy also led to excellent

results when compared with those obtained experimentally, where the curve calculated

for the energy gap of the alloy with DFT-1/2 is within the experimental range.
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função da constante de rede. Śımbolos não preenchidos marcam os

compostos em que a constante de rede foi relatada na literatura, para

os outros compostos suas constantes de rede são obtidas por meio de

minimização da energia total via cálculos de primeiros prinćıpios. Na
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meio elétron é adicionado do FBC, para efetuar correções na afini-
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imagem de VBM) e FBC (chamados de CBM) são indicados pelos
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densidade de estados (DOS). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87



LISTA DE FIGURAS xv

FIGURA 3.9 – Contribuições dos estados na formação da banda de valência e con-

dução no ponto Γ para os cinco sistemas estudados. Usamos estes
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redor do ponto gama) é diferente do resto da banda de valência, o

mesmo vale para o FBC. São esses os pontos que devem ser escolhi-

dos na correção do método DFT-1/2. . . . . . . . . . . . . . . . . . 132



Lista de Tabelas

TABELA 1.1 – Gaps de energia invertidos proporcionados por cálculos DFT-padrão

e GW. Classe topológica prevista como: (IT) Isolante Topológico;

(IC) Isolante Convencional. Os resultados foram obtidos para a

estrutura do estado fundamental. Adaptado: (VIDAL et al., 2011) . . 32
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no cluster podem ser encontrados na Fig. 4.1. . . . . . . . . . . . . 99
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2.1.10 Interação Spin-Órbita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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1 Introdução

1.1 Motivação

Nos últimos anos uma classe de materiais com um novo estado quântico despertou

muito interesse na comunidade cient́ıfica, os chamados Isolantes Topológicos (IT), e seus

materiais relacionados, despontaram como potenciais sistemas para aplicações tecnoló-

gicas. Se no século passado classificamos os estados (ou fases eletrônicas) da matéria

em metais, semicondutores e isolantes (condutores, magnéticos, supercondutores), atu-

almente os IT fornecem um novo paradigma de classificação, pois são caracterizados,

essencialmente, pela existência de bordas helicoidais ou estados de superf́ıcie metálicos ao

mesmo tempo em que são isolantes, dentro do volume (ORTMANN et al., 2015).

Além de serem metálicos na borda, uma região restrita do material, esses estados de

superf́ıcie são robustos e protegidos contra perturbações invariantes de reversão-temporal

fracas, sem fechar o gap de energia em razão de distorções da rede e impurezas não

magnéticas (ZHANG; ZHANG, 2013). Eles são metálicos, portanto, de uma forma muito

particular, a condutividade é quantizada e esses estados são protegidos pela topologia

do material, pelas simetrias e dimensões presentes nesses sistemas. No campo teórico

as propriedades e estados desses materiais podem ser previstos e entendidos a partir da

estrutura da teoria de bandas em sólidos, uma vez que as propriedades de interesse podem

ser visualizadas na estrutura eletrônica desses materiais. Em geral tem-se um gap porque

o material é isolante em bulk, mas dentro do gap os estados de borda se cruzam e têm

elétrons de um spin propagando em uma direção de outro spin contra propagando na

borda (KANE, 2013).

Existem IT em duas ou três dimensões, e ao contrário do que geralmente ocorre com a

maioria dos outros estados da matéria, as propriedades dos IT foram primeiro propostas

teoricamente e só depois observadas experimentalmente, muito embora alguns compos-

tos dessa classe já eram conhecidos ou comuns para a comunidade cient́ıfica e indústria

(ORTMANN et al., 2015).

Desde a descoberta do efeito Hall quântico (ou QHE - do inglês Quantum Hall Effect)

por Klaus Von Klitzing, em 1980 (KLITZING et al., 1980), surgiu uma percepção de que o
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efeito, enquanto fase, era topologicamente distinta das outras fases eletrônicas até então

conhecidas. Pouco tempo depois da descoberta do QHE outros pesquisadores demonstra-

ram que existe uma diferença entre os isolantes Hall quânticos e os isolantes triviais, e

que essa diferença é uma questão de topologia, dando, portanto, os primeiros passos em

direção a uma nova classificação, desta vez baseado na noção de topologia dos materiais

(THOULESS et al., 1982). E como se sabe no QHE a condutividade Hall σ só pode assumir

valores inteiros, portanto quantizados, de e2/h, e foi a descrição usando invariantes topoló-

gicos que conduziram a essa conclusão. Isso porque os pesquisadores Thouless, Kohmoto,

Nightingale e Nijs (TKNN) mostraram que a partir da fórmula de Kubo o mesmo n da

condutividade é um invariante topológico, com n ∈ Z, denominado primeiro número de

Chern (THOULESS et al., 1982), na qual esse número tem sentido f́ısico em termos da fase

de Berry associada às funções de onda de Bloch (QI et al., 2008).

Assim, o material contendo o QHE é considerado o primeiro IT, e o termo topológico

é usada em razão da função de onda, que descreve os estados eletrônicos, gerar um espaço

de Hilbert com topologia não trivial. Em outras palavras, existe uma inversão de bandas

energéticas, caracteŕıstica de sistemas com band gap, onde para a topologia mudar neces-

sariamente o gap deve fechar na interface. Essas propriedades são interessantes pois estes

estados podem ser usados para construir computadores quânticos, os qubits, utilizando

esses estados topológicos pois eles não tem decoerência, não decaem (HEREMANS et al.,

2017).

Anos mais tarde, em 1988, Haldane demonstrou a não necessidade de campo magné-

tico externo para a ocorrência de QHE (HALDANE, 1988). E em complemento a isso, em

2005, logo depois da descoberta do grafeno e do crescente interesse nesse material, surge

o chamado efeito Hall quântico de spin (ou QSHE - do inglês Quantum Spin Hall Effect).

Na publicação original de Kane e Mele (KANE; MELE, 2005a; KANE; MELE, 2005b), no

material grafeno dois canais de carga propagam-se nas bordas com spins opostos. Nova-

mente consequências dessa teoria têm implicações sobre estudo de topologia em materiais

(BERNEVIG; ZHANG, 2006).

A esse ponto podemos colocar os IT bidimensionais (2D) ligados de forma mais direta

com o QHE, isso porque eles podem ser vistos como duas fases QH sobrepostas, nas quais

a interação spin-órbita assume o papel de um campo magnético que atua em direções

opostas para spins opostos (ZHANG; ZHANG, 2013). É por isso também que os IT 2D

também são descritos como uma fase Hall quântica de spin (QSH), já que as fases QSH

existem mesmo na ausência de um campo magnético, em que a simetria de reversão-

temporal (TRS) é preservada, em contraste com a fase QH. Logo tanto o QHE quanto

QSHE são exemplos que podem ser considerados como isolantes topológicos (FU et al.,

2007).

Nesse contexto, Bernevig, Hughes e Zhang, em 2006, publicaram trabalho teórico pre-
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vendo o QSHE em poços quânticos envolvendo os materiais HgTe/CdTe (BERNEVIG et

al., 2006). A predição indica que uma variação na largura do poço, leva ao surgimento

da inversão de bandas a ponto de haver uma transição topológica. Resultados que foram

confirmados em pesquisas posteriores, tanto em cálculos (KÖNIG et al., 2007) como expe-

rimentalmente (KÖNIG et al., 2008). Um dos resultados mais importantes desses trabalhos

está na Fig. 1.1, onde constam os resultados de condutividade revelando quantização da

carga nas bordas do poço até uma largura espećıfica do HgTe, além de ilustrar a transição

de fase ocorrendo em função da largura, ou seja, surgimento de gap negativo, indicando,

portanto, que a estrutura de bandas está invertida.

FIGURA 1.1 – Resultados de estudos teóricos e experimentais a respeito do QSHE no HgTe/CdTe.
Indicando: (a) transição de fase ocorrendo em função de d no HgTe, em que a inversão das bandas reflete
na troca de sinal do band gap (Eg); (b) A resistência em função da tensão de gate, em poços quânticos
de CdTe/HgTe com diferentes larguras d, em que as curvas aparecem para diferentes valores de d, nesse

resultado é posśıvel notar a condutividade quantizada em G = 2e2

h . Fonte: (KÖNIG et al., 2007)

Logo depois desses últimos trabalhos, em 2008, Hsieh, via metodologia experimental,

com a técnica do ARPES (Angle-Resolved Photoemission Spectroscopy), descobre o pri-

meiro IT tridimensional (HSIEH et al., 2008). A rigor a previsão teórica que confirmava

a possibilidade da existência dessa classe de materiais em 3D foi anterior, em 2007, e foi

proposta por diferentes autores (FU et al., 2007; MOORE; BALENTS, 2007). Entretanto, foi

Hsieh que chegou ao resultado da dispersão de bandas do Bi0,9Sb0,1, demonstrando que

esse material possui estados de superf́ıcie com topologia não trivial (HSIEH et al., 2008).

Em 2009 uma famı́lia de IT 3D foi descoberta a partir de previsões teóricas, via

métodos de primeiros prinćıpios (ZHANG et al., 2009), e experimentais (XIA et al., 2009) a

mesma época. Esses sistemas formados por (Bi,Sb)2(Te,Se)3 apresentam band gap razoável

e até considerado grande em relação aos outros IT conhecidos. Nessa famı́lia de materiais

somente o Sb2Se3 na fase estibnita não é um IT (LIU et al., 2011). Esses sistemas tem

gaps relativamente elevados, em torno de 0,30 eV (vale ressaltar que esse valor em muitos

contextos é um gap pequeno, mas relativamente grande no caso dos IT em geral). Depois

de sua descoberta, especialmente após as realizações experimentais, esses materiais foram
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objeto de muito interesse pela comunidade cient́ıfica, uma vez que apresentam grandes

potencialidades para novos dispositivos, e aplicações em temperaturas elevadas.

A natureza exótica do spin e os estados de superf́ıcie protegidos topologicamente são

propriedades interessantes a serem aplicadas diretamente em novos dispositivos eletrôni-

cos. Baseado nisso, aplicações em spintrônica usando elétrons de superf́ıcie, são natu-

ralmente almejadas nessa área com essa famı́lia de materiais. Além disso, a existência

desses estados ajudaria a melhorar o desempenho das aplicações eletrônicas e de energia

já conhecidos, para além das propriedades termoelétricas superiores em relação a outros

materiais, caracteŕıstica já conhecida desses IT da famı́lia (Bi,Sb)2(Te,Se)3 (MISHRA et al.,

1997a; HOR et al., 2009).

De fato as suas interessantes propriedades topológicas é que levaram esses materiais a

um novo conjunto de possibilidades. Exemplo disso são eletrodos transparentes flex́ıveis

constrúıdos com nanofolhas de Bi2Se3 (veja a Fig. 1.2), na qual foram reportadas alta es-

tabilidade térmica e qúımica, além de excelente durabilidade mecânica. Isso naturalmente

pode levar a novos dispositivos optoeletrônicos (PENG et al., 2012), pois esses eletrodos

são desejáveis em sistemas baseados em OLEDs, telas senśıveis ao toque, monitores e até

mesmo células solares.

FIGURA 1.2 – Caracterização de nanofolhas de Bi2Se3 em substrato de mica. Em (a) uma fotografia da
nanofolha de Bi2Se3 de 10 nm de espessura em um substrato transparente; (b) Imagem de microscopia
óptica do modo de transmissão; (c) Imagem proporcionada por microscopia eletrônica de varredura de
uma estrutura de barra individual Bi2Se3 no substrato de mica em contato com eletrodos de cromo/ouro.
Fonte: adaptado de (PENG et al., 2012).

Outro exemplo de aplicação consiste no fato de que nanoestruturas baseadas nesse

tipo de IT, fornecem de maneira especial um material ideal para medição de transporte

térmico, como consta na Fig. 1.3, para o sistema Bi2Te3. Mais recentemente um gerador

termoelétrico flex́ıvel e ultraleve, baseado em Bi2Te3 e Sb2Te3, também foi reportado,

nesse dispositivo os valores de fator de potência com que foi fabricado foram bastante sig-

nificativos para esses dois materiais envolvidos (VIEIRA et al., 2019). Além disso, aplicações

baseadas em Interfacial Phase-Change Memory (iPCM), utilizando o telúrio, germânio e

o Sb2Te3 também foram estudadas (KOWALCZYK et al., 2018).
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FIGURA 1.3 – (a) Micrografias da varredura eletrônica de nanoplacas do Bi2Te3 projetando-se para fora
de um substrato e (b) transferidas para um dispositivo na forma de nanoplaca, nesse caso suspenso para
medição de transporte térmico. Fonte: adaptado de (PETTES et al., 2013).

Em relação a outros materiais, a famı́lia de IT conhecidos vem aumentando nos últimos

anos, sendo que estados de superf́ıcie protegidos topologicamente foram verificadas expe-

rimentalmente em pelo menos 9 materiais. São eles: Bi2Te3, Bi2Se3, TlBiTe2, TlBiSe2,

Bi2Te2Se, Sb2Te2Se, GeBi2Te4, PbBi2Te4 e PbBi4Te7. Além disso, Yang et al. investiga-

ram cerca de 28 compostos, via método teórico, como posśıveis candidatos a IT, discutindo

suas propriedades eletrônicas e estruturais (YANG et al., 2012). Outros autores também

publicaram resultados de cálculos de primeiros prinćıpios para estudar a topologia das

bandas de calcopiritas ternárias com diferentes composições (FENG et al., 2011). Nesse

último trabalho indicaram pelo menos 16 materiais com topologia não trivial, como é

posśıvel ver na Fig. 1.4.

FIGURA 1.4 – Nı́vel das bandas invertidas em energia para vários materiais em função da constante
de rede. Śımbolos não preenchidos marcam os compostos em que a constante de rede foi relatada na
literatura, para os outros compostos suas constantes de rede são obtidas por meio de minimização da
energia total via cálculos de primeiros prinćıpios. Na parte do gráfico em que ∆E < 0, os quadrados
marcam os compostos que são isolantes topológicos, enquanto os diamantes marcam os metais topológicos.
Fonte: (FENG et al., 2011)
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Materiais 2D funcionalizados quimicamente também despertaram muito interesse em

razão de propriedades topológicas. Em especial, os formados por uma rede hexagonal

semelhante ao grafeno, como por exemplo, o siliceno (siĺıcio), germaneno (germânio),

estaneno (estanho) e plumbeno/plumbene (chumbo) têm sido fortemente pesquisados

(MATUSALEM et al., 2019). Na parte teórica alguns desses elementos citados são fortes

candidatos, por exemplo, para visualizar o QSHE, como é o caso do germaneno. Nesse

grupo de materiais para o germaneno (BIANCO et al., 2013), o siliceno (VOGT et al., 2012;

DRUMMOND et al., 2012) e estaneno (TANG et al., 2014b), foi apontado que teriam band

gaps negativos. Muito embora os valores do gap para esses materiais sejam pequenos, indo

de 1,55 meV até 0,1 eV, a funcionalização qúımica pode aumentar a interação spin-órbita

de forma significativa, a ponto de proporcionar gaps não triviais até três vezes maiores

(∼ 0,34 eV para o estaneno iodado) (XU et al., 2013; DENG et al., 2018). Para evidenciar

isso pode-se dar outro exemplo, dessa vez para um germaneno funcionalizado, onde se

destaca o Ge-I (MATUSALEM et al., 2019) com gap razoavelmente alto: 0,3 eV.

Assim, destaca-se que os IT são plataformas promissoras para explorar e estudar não

somente as questões fundamentais da F́ısica, a partir do campo teórico, mas também com

diversas possibilidades de aplicações tecnológicas. Entretanto, na parte teórica, em que se

concentra esse trabalho, os estudos e publicações presentes na literatura, em sua maioria,

são feitos através de simulações computacionais baseadas no formalismo da Teoria do

Funcional da Densidade (DFT). Muito embora essa teoria seja exata na formulação, na

prática, em parte de sua abordagem uma aproximação é necessária, e com isso a descrição

de algumas propriedades, especialmente as que dependem de estados excitados, podem

ser comprometidas.

Dessa forma, nos IT esse problema pode ser ainda mais grave, pois a descrição ou

mesmo a correta classificação topológica dos materiais depende de maneira crucial de

propriedades descritas pela formação das bandas, do invariante topológico e pela precisa

caracterização de band gap invertido. Caracteŕısticas que podem ser previstas de forma

incorreta por um cálculo DFT padrão. A Tabela 1.1 mostra alguns erros cometidos por

esse tipo de cálculo na previsão do valor do band gap, gap invertido (sinal negativo) e

classificação topológica de materiais. Nessa tabela constam 12 sistemas e o DFT-padrão

apresenta divergência em relação ao cálculo GW (o GW é considerado uma das melhor

correções dispońıveis para energia de quasipart́ıcula (FÖRSTER; BRUNEVAL, 2024)) na

maioria dos casos apresentados, em pelo menos uma das propriedades. Levando, portanto,

a previsões erradas para uma variedade de materiais.
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TABELA 1.1 – Gaps de energia invertidos proporcionados por cálculos DFT-padrão e GW. Classe topo-
lógica prevista como: (IT) Isolante Topológico; (IC) Isolante Convencional. Os resultados foram obtidos
para a estrutura do estado fundamental. Adaptado: (VIDAL et al., 2011)

Gap invertido

(eV)

Classificação

Topológica

Material (estrutura) DFT sc-GW DFT sc-GW

InAs (zb) -0.6 0.65 IT IC

HgTe (zb) -1.1 -0.26 IT IT

LuPtSb (β-FTS)a -0.21 1.04 IT IC

YPdBi (β-FTS)a -0.09 0.5 IT IC

LuPtSb (α-FTS) -0.65 0.45 IT IC

LuPdBi (α-FTS) -0.27 0.52 IT IC

YPtSb (α-FTS) -0.5 0.45 IT IC

YPdBi (α-FTS) -0.1 0.45 IT IC

LiAgSeb -0.17 1.3 IT IC

LiAgSea 0.4 1.9 IC IC

NaAgSec -0.23 0.8 IT IC

NaAgSea ∼0.0 0.75 IC IC

aEstrutura do estado fundamental calculada.
bEstrutura do estado excitado com 0,085 eV/átomo maior
cEstrutura do estado excitado com 0,05 eV/átomo maior

Como solução a esse problema diversas metodologias e abordagens foram desenvolvi-

das nos últimos anos para proporcionar resultados mais acurados e coerentes com aqueles

verificados experimentalmente. Entretanto, não necessariamente métodos mais sofistica-

dos e custosos, do ponto de vista computacional, conseguiram levar a resultados precisos e

compat́ıveis com experimentos. Assim, nesse trabalho nosso interesse está voltado para a

aplicação do DFT-1/2 como metodologia eficiente para determinar propriedades eletrôni-

cas dos isolantes topológicos da famı́lia (Bi,Sb)2(Se,Te)3 e CuTl(S,Se)2. Isso na tentativa

de verificar se o DFT-1/2 pode proporcionar resultados confiáveis, isto é, comparáveis a

métodos de acurácia elevada, como a aproximação GW, e até mesmo resultados expe-

rimentais, ao mesmo tempo em que possui custo computacional ao ńıvel de um cálculo

DFT-padrão. Dessa forma, proporcionando cálculos precisos e facilmente tratáveis mesmo

para os sistemas mais complexos.

Na primeira parte do trabalho discutimos e justificamos a aplicação do DFT-1/2 em

materiais isolantes topológicos puros bem conhecidos. Porém, uma das fronteiras a serem

exploradas no universo desses materiais está relacionado às ligas envolvendo as proprieda-

des topológicas. Assim, não faltam exemplos de sistemas topológicos altamente ajustáveis

baseados em ligas binárias (ZHANG et al., 2020), investigações sistemáticas relacionadas

a evolução do band gap da liga em função da concentração (KIM; LIU, 2022), ou ainda
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estudos da transição entre a fase topologicamente trivial e não trivial de distintas ligas

( LUSAKOWSKI et al., 2018), e também a investigação de propriedades topológicas exóticas

em sistemas mais complexos como o Bi2−xSbxTe3−ySey (POST et al., 2015). Mais recente-

mente, também elevou-se muito o interesse em torno de ligas half-Heusler, com possibi-

lidades de explorar compostos topologicamente exóticos uma vez que possuem uma alta

flexibilidade para ajustar o seu ńıvel de hibridização (BARMAN; ALAM, 2018), e também

possuidores de estados de superf́ıcie topologicamente incomuns (LIU et al., 2016). Além

de serem investigados como bons e eficientes candidatos para uma fonte de corrente de

spin em dispositivos de spintrônica (SHIROKURA et al., 2022) e como plataformas para a

realização de efeitos topológicos magnetoelétricos (LIN et al., 2015).

Muito embora se saiba que a engenharia de ligas é uma abordagem bem estabelecida

para melhorar e ajustar propriedades de diversos materiais, isso não é bem verdade para

as ligas topológicas, na qual a sua aplicação ainda é incipiente (KIM; LIU, 2022). Dessa

forma, métodos confiáveis e de baixo custo computacional para fornecer o suporte neces-

sário na investigação dessas distintas propriedades, seja no estudo de transição de fase

topológica, ou na engenharia de gap, bem como no suporte aos estudos experimentais se

fazem necessários. Não somente porque as distintas abordagens para investigar ligas são

mais desafiadoras que cálculos de primeiros prinćıpios mais simples de materiais puros,

mas também porque a inclusão da interação spin-órbita eleva muito os custos computaci-

onais (AGUADO-PUENTE et al., 2020).

Assim, métodos de correção de gap e de energia de quasipart́ıcula, como o GW e de

funcionais h́ıbridos, tornam-se praticamente inviáveis para sistemas como esses. De modo

que a aplicação desses métodos, já altamente custosos em sistemas simples, é pratica-

mente inexistente na maioria dos estudos teóricos dispońıveis de ligas topológicas, vez que

geralmente envolvem a expansão de células unitárias, levando-se em conta supercélulas

geralmente grandes, na ordem de 30, 40 ou mais que 60 átomos. Além disso, para o

sistema Bi1−xSbx, algumas diferenças significativas entre os resultados experimentais via

ARPES (HSIEH et al., 2008), e resultados teóricos também foram observados, seja com

cálculos DFT padrão (ZHANG et al., 2009) ou modelos tight-binding (TEO et al., 2008).

Dessa forma, novamente o DFT-1/2 apresenta-se como uma ótima possibilidade para for-

necer resultados confiáveis e com custo computacional idêntico ao DFT padrão para esse

tipo de material. Permitindo não somente obter curvas corrigidas e realistas para o band

gap, mas ajudar a estudar a transição de fase topológica nessas ligas, bem como ajudar a

prever novas ligas e apontar de forma confiável em que concentrações a ordem topológica

não-trivial deve surgir nesses sistemas.
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1.2 Objetivo

Nesse trabalho nossos objetivos estão centrados em obter descrições precisas e confiá-

veis a respeito da estrutura eletrônica de cinco materiais isolantes topológicos, a partir do

método DFT-1/2. Verificando a consistência dos resultados desse método em compara-

ção a outros funcionais, aplicando essa abordagem ao Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3, CuTlS2 e

CuTlSe2. Além disso, uma revisão desde as primeiras publicações a respeito de resultados

teóricos e experimentais desses materiais.

Para verificar a eficiência do DFT-1/2 de forma mais ampla também aplicamos o mé-

todo na liga topológica (Bi1−xSbx)2Se3, investigando assim suas propriedades eletrônicas,

estruturais, termodinâmicas e topológicas. Além disso, fornecemos comparações entre o

DFT padrão e o DFT-1/2, e também comparamos o band gap desses métodos através de

nossa abordagem estat́ıstica com os dados experimentais dispońıveis.

Neste contexto, busca-se obter a estrutura eletrônica de bandas, invariante topológico

Z2, band gap, natureza do gap (direto/indireto), descrição detalhada do caráter orbital

e atômico das bandas de energia na região de bandas invertidas. Para a determinação

do invariante Z2, quando houver simetria de inversão, usaremos métodos de paridade de

bandas, nos casos contrários investigaremos a evolução dos centros de carga de Wannier.

1.3 Organização do trabalho

O caṕıtulo 2 contém o formalismo teórico que nos permite realizar os cálculos de

primeiros prinćıpios para resolver uma aproximação para a equação de Schrödinger em um

sistema de muitos corpos, além de detalhar como essa tarefa é feita computacionalmente.

E também apresentaremos uma breve revisão das diferentes abordagens e metodologias

para o problema do funcional de correlação e troca.

No caṕıtulo 3 apresentamos nosso resultados para os sistemas Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3,

CuTlS2 e CuTlSe2, tanto para propriedades eletrônicas, como estruturais e topológicas.

No caṕıtulo 4 discutimos os resultados obtidos para a liga topológica (Bi1−xSbx)2Se3 na

fase romboédrica, com uma revisão sobre suas propriedades estruturais e estabilidade de

fase, apresentando as propriedades termodinâmicas, eletrônicas e topológicas. No caṕıtulo

5 são apresentadas as conclusões do trabalho. Os trabalhos futuros, em andamento e

conclusões parciais do trabalho em andamento também são discutidos neste caṕıtulo.

Um apêndice e dois anexos fazem parte do trabalho. O apêndice A apresenta a aplica-

ção detalhada do DFT-1/2 em um sistema fict́ıcio A2B3. No anexo A constam os trabalhos

publicados e no anexo B constam participações em congressos e conferências cient́ıficas.



2 Fundamentação Teórica

Neste caṕıtulo discutiremos os conceitos e abordagens necessárias para estudar a es-

trutura eletrônica de um sistema de muitos corpos por meio de cálculos ab initio com

objetivo de determinar as propriedades f́ısicas e a estrutura eletrônica dos materiais es-

tudados. Apresentaremos a teoria do funcional da densidade como forma de contornar

o problema de muitos corpos que surge ao se calcular estrutura eletrônica dos sólidos.

A seguir apresentaremos fundamentos teóricos dos isolantes topológicos e metodologias

de determinação do invariante topológico Z2. Discutimos uma abordagem para sistemas

centrossimétricos e uma metodologia geral para qualquer tipo de material, baseada nas

funções e nos centros de carga de Wannier (para sistemas 2D e 3D). Finalmente, discuti-

remos aspectos fundamentais do DFT-1/2 e sua aplicação em IT.

2.1 Estrutura eletrônica

2.1.1 Problema de muitos corpos

Estamos interessados em obter uma descrição detalhada da estrutura eletrônica de

sistemas em escala nanométrica, ou seja, formado por um conjunto de átomos e elétrons

interagentes. De maneira que a descrição desses materiais nessa escala exige uma aborda-

gem via Mecânica Quântica. Nesse formalismo, devemos resolver a equação de Schrödinger

independente do tempo (ESIT), considerando todas as part́ıculas, isto é, um sistema de

M núcleos e N elétrons,

ĤΨ(~r, ~R) = EΨ(~r, ~R), (2.1)

em que E é uma autoenergia do sistema, Ψ(~r, ~R) é a função de onda total, dependente das

coordenadas ~r = (~r1, ~r2, ~r3, ..., ~rN) e ~R = (~R1, ~R2, ~R3, ..., ~RM), relativa a todos os elétrons

e todos os núcleos, respectivamente e Ĥ o operador hamiltoniano não relativ́ıstico, que



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 36

tem a forma, em unidades atômicas, dada por:

ĤT = −
∑
I

∇2
I

2MI

−
∑
i

∇2
i +

∑
J 6=I

ZIZJ

| ~RI − ~RJ |
+
∑
j 6=i

1

|~ri − ~rj|
−
∑
I,i

2ZI

| ~RI − ~ri|
, (2.2)

em que os termos referem-se a energia cinética dos núcleos e dos elétrons, energia da re-

pulsão núcleo-núcleo, energia da repulsão elétron-elétron e energia da interação de atração

elétron-núcleo, respectivamente.

Porém, a ESIT tem solução anaĺıtica restrita a alguns sistemas, pois esse problema

rapidamente torna-se impraticável, devido ao acoplamento de coordenadas proporcionado

pela interação coulombiana. A solução exata é inalcançável para sistemas com muitas par-

t́ıculas interagentes, como de fato são os sólidos cristalinos. Para notar isso melhor basta

perceber que a função de onda completa Ψ vai depender das 3N coordenadas relativas aos

N elétrons e mais 3M coordenadas relativas aos M núcleos, onde o hamiltoniano descrito,

da equação de autovalores, considera as interações mútuas das part́ıculas e suas posições

relativas. Além disso, esse problema complexo, com 3(M + N) graus de liberdade, seria

agravado se os graus de liberdade de spin fossem inclúıdos.

Dessa forma é necessária uma primeira aproximação para contornar esse problema.

Surge então a aproximação de Born-Oppenheimer, que considera posśıvel separar o movi-

mento dos elétrons do movimento nuclear, uma vez que o elétron possui massa bem menor

que a do núcleo, dessa maneira eles se ajustariam de maneira imediata a posição nuclear

(BORN; OPPENHEIMER, 1927). Isso na prática permite a simplificação da Eq. 2.2 de modo

a dividir o hamiltoniano total do sistema (ĤT ) e escrever um hamiltoniano eletrônico Ĥe:

Ĥe = −
∑
i

∇2
i

2
+
∑
j 6=i

1

|~ri − ~rj|
+
∑
i

Vext(~ri), (2.3)

estaŕıamos resolvendo, portanto, a ESIT para a parte eletrônica sujeita a um potencial

externo Vext, considerando posições fixas dos núcleos.

Assim, o problema eletrônico é reduzido para o cálculo dos estados estacionários do

elétron se movendo em um potencial gerado por núcleos fixos. Para ficar claro, a última

aproximação considera que a função de onda completa pode ser escrita como,

Ψ(~r, ~R) = ψnuc(~R)ψele(~r, ~R). (2.4)

Tais simplificações ainda não tornam tratável para os sistemas com muitos elétrons,

pois ainda se trata de um problema de muitos corpos, já que ainda temos uma equação

eletrônica de N part́ıculas interagentes com 3N graus de liberdade. São necessárias outras
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aproximações.

2.1.2 Teorema de Bloch

Vamos considerar que um dado sistema cristalino genérico pode ser descrito em uma

rede de Bravais e uma base definida. Tanto a densidade eletrônica como o potencial de

Kohn-Sham mantêm a mesma simetria observada na estrutura cristalina. Entretanto,

quando falamos da função de onda, essa simetria não necessariamente será válida.

Considerando uma part́ıcula sujeita a esse operador hamiltoniano de forma periódica:

Ĥ = −1

2
∇2 + VP (~r), (2.5)

tomando VP (~r) com respeito a condição periódica:

VP (~r) = VP (~r + ~R), (2.6)

para qualquer vetor ~R pertencente a rede de Bravais.

Segundo o Teorema de Bloch (ASHCROFT; MERMIN, 1976), os autoestados do Hamil-

toniano para essa part́ıcula podem ser definidos da seguinte forma,

ψn~k = ei
~k·~run~k(~r). (2.7)

Considerando as condições periódicas de contorno de Born-Von Karman (KITTEL,

1963), a função de onda Ψ pode ser escrita como

Ψ(~r) =
∑
~q

c~qe
i~q·~r. (2.8)

Como o potencial VP (~r) é periódico, ele pode ser expandido em ondas planas com os

vetores de onda ~K, dados pela rede rećıproca, ou seja

VP (~r) =
∑
~K

U ~Ke
i ~K·~r. (2.9)

Dessa forma, podemos transforma a Equação de Schrödinger independente do tempo

(Eq. 2.1) para a seguinte forma:

∑
~q

ei~q·~r

(q2

2
− E

)
c~q +

∑
~K

U ~Kc~q− ~K

 = 0. (2.10)
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Segundo o teorema, segue que as funções de onda Ψ~k(~r) podem ser escritos como uma

combinação linear de ondas planas do tipo

Ψ~k(~r) =
∑
~K

cn,~k+ ~Ke
i(~k+ ~K)·~r, (2.11)

em que n refere-se ao ı́ndice da banda e ~k ao vetor da primeira zona de Brillouin. Fatorando

ei
~k·~r da expressão anterior, teremos:

Ψ~k(~r) = ei
~k·~r
∑
~K

c~k+ ~Ke
i ~K·~r. (2.12)

Finalmente, podemos simplificar a expressão anterior e escrever a solução da Equação

de Schrödinger sujeita a um potencial periódico,

Ψ~k(~r) = ei
~k·~ru~k(~r), (2.13)

em que o termo u~k(~r) =
∑

~K c~k+ ~Ke
i ~K·~r é uma função com a mesma periodicidade que a

rede de Bravais correspondente.

Cada banda em uma zona de Brillouin pode conter 2N estados, devido ao prinćıpio

de exclusão de Pauli e estarmos lidando com elétrons. Essa propriedade é que determina

a forma de ocupação das bandas de energia nos materiais, de modo a definir se o sistema

tem o comportamento de um isolante, condutor ou semicondutor. É com o suporte do

teorema de Bloch que se pode observar a dispersão dessas bandas na primeira zona de

Brillouin, por exemplo, e se construir a estrutura eletrônica de bandas.

FIGURA 2.1 – Estrutura de bandas de um material (a) isolante. Estados ocupados (azul) e desocupados
(laranja) são separados por um gap de energia para qualquer ponto k. (b) Estrutura de bandas de um
material condutor, as bandas ocupadas e desocupadas se tocam, e algumas bandas estão parcialmente
ocupadas. (c) Nos isolantes topológicos também há um gap de energia, entretanto surge uma inversão de
caráter das bandas em alguma região espećıfica para um ponto k da rede.
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2.1.3 Aproximação de Hartree-Fock

Uma das principais abordagens para obtenção de estrutura eletrônica é o método de

Hartree-Fock (HARTREE, 1947). Nesse modelo existe uma função de estado para cada

elétron do sistema, uma combinação destas funções resulta em uma função de onda total

Ψ, aproximada por um determinante de Slater (SLATER, 1929; CONDON, 1930),

Ψ(~r1, ..., ~rN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
φ1(~r1) ... φN(~r1)

... ...

φ1(~rN) ... φN(~rN)

∣∣∣∣∣∣∣ , (2.14)

nessa notação, φi(~rβ), os ı́ndices i representam o estado eletrônico e β as coordenadas de

um elétron. A condição de normalização garante que
∫

Ψ∗Ψ dr3 = 1.

A partir do prinćıpio variacional, com o intuito de minimizar a energia total com

respeito aos orbitais ocupados, pode-se usar o formalismo dos multiplicadores de Lagrange

(ε), obtendo:

δ

δφ∗i

[
〈Ĥ〉 −

∑
j

εj(〈φi|φi〉 − 1)

]
= 0, (2.15)

o que leva às conhecidas equações de Hartree-Fock (HF) (PARR, 1980)

(
−1

2
∇2 + Vext(~r) + VH(~r)

)
φi(~r) + fF,i[φi] = εiφi(~r), (2.16)

em que VH(~r) é o potencial de Hartree,

VH(~r) =

∫
n(~r′)

|~r′ − ~r|
d3r′, (2.17)

e fF,i[φi] é o termo de Fock dado por:

fF,i[φi] = −
N∑
j

∫
φi(r

′)φ∗j(r
′)

|~r − ~r′|
φj(~r)d

3r′. (2.18)

Observamos que o problema anterior de N elétrons foi trocado por N problemas aco-

plados de um corpo. Nessa abordagem é comum definir a contribuição da energia de

correlação como sendo a diferença entre energia exata e a energia de Hartree-Fock (LÖW-

DIN, 1958; ENGEL; DREIZLER, 2010)

Ecor = Eexata − EHF . (2.19)
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Voltando a discutir os termos presentes na Eq. 2.16 ou mesmo no termo de Fock (Eq.

2.18), é notável que necessitaremos de uma metodologia autoconsistente para lidar com

a equação principal. Isso porque fF,i[φi] e VH(~r) dependem de todos os orbitais, então

necessitaremos determinar numericamente o conjunto de equações correspondentes.

2.1.4 Teoria do Funcional da Densidade (DFT)

É fácil ver que a abordagem via método de Hartree-Fock para sistemas complexos,

com muitas part́ıculas, pode gerar um alto custo computacional ou até mesmo se tornar

inviável. Isso porque há uma equação para cada orbital. Nesse contexto surge a teoria do

funcional da densidade, ou density functional theory (DFT). Proposta por Hohenberg e

Kohn (HOHENBERG; KOHN, 1964), a teoria prevê como solução viável mapear o problema

de muitos elétrons em um problema de part́ıcula única, promovendo a densidade eletrônica

n(~r) a uma variável da qual todas as observáveis f́ısicas, incluindo a energia, podem ser

descritos em termos da mesma.

A DFT baseia-se em dois teoremas fundamentais, considerando um sistema de elétrons

interagentes, sujeitos a um potencial externo Vext(~r), tem-se:

Teoremas de Hohenberg-Kohn

1. A densidade do estado fundamental n0(~r) determina unicamente

o potencial externo Vext(~r), a menos de uma constante;

2. O funcional da energia E[n(~r)] é minimizado apenas quando a densidade

n(~r) = n0(~r), fornecendo a energia do estado fundamental exato.

A prova do primeiro teorema é relativamente fácil de se verificar. Tomamos um sistema

com N elétrons em que um potencial externo não é determinado unicamente por n(~r).

Assim, existem dois potenciais, Vext(~r) e V ′ext(~r), que se associam a dois hamiltonianos

diferentes, Ĥ e Ĥ ′, com seus respectivos estados fundamentais, ψ(~r) e ψ′(~r), que geram a

mesma densidade eletrônica n(~r).

Como ψ(~r) e ψ′(~r) são estados fundamentais dos seus respectivos hamiltonianos, Ĥ e

Ĥ ′, e considerando que se trata do caso não degenerado, então é posśıvel escrever:

〈ψ|Ĥ|ψ〉 < 〈ψ′|Ĥ|ψ′〉, (2.20)

〈ψ′|Ĥ ′|ψ′〉 < 〈ψ|Ĥ ′|ψ〉, (2.21)
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e basta subtrair os dois termos para obter:

〈ψ|Ĥ − Ĥ ′|ψ〉 < 〈ψ′|Ĥ − Ĥ ′|ψ′〉, (2.22)

〈ψ|Vext − V ′ext|ψ〉 < 〈ψ′|Vext − V ′ext|ψ′〉. (2.23)

O que é uma forte contradição, pois os dois lados da desigualdade levam ao mesmo

resultado, ou seja:

∫
(Vext − V ′ext)n(~r)d3r <

∫
(Vext − V ′ext)n(~r)d3r, (2.24)

o que é um absurdo. Dessa forma, o primeiro teorema foi provado por reductio ad absur-

dum.

O segundo teorema de Hohenberg-Kohn garante portanto que

E[n] = F [n] +

∫
n(~r)Vext[n](~r)d3r, (2.25)

em que F [n] é dado por:

F [n] = minψ→n〈ψ|T̂ + V̂ee|ψ〉 = 〈ψ[n]|T̂ + V̂ee|ψ[n]〉. (2.26)

Do primeiro teorema podemos calcular a energia total do sistema real para uma den-

sidade eletrônica n(~r):

F [n] = T0[n] + U0[n] + EXC [n], (2.27)

em que EXC [n] é o funcional de correção e troca

EXC [n] = Vee[n]− U0[n] + T [n]− T0[n], (2.28)

começamos a definir cada termo destas expressões, a começar por Vee[n], a energia da

interação entre elétron-elétron num sistema real,

Vee[n] =
1

2

∑
i 6=j

∫
ψ∗[n](~r1, ..., ~rN)ψ[n](~r1, ..., ~rN)

|~ri − ~rj|
d3r1...d

3rj, (2.29)
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U0[n] é o potencial eletrostático clássico de elétrons não-interagentes

U0[n] =
1

2

∫
n(~r)n(~r′)

|~r − ~r′|
d3rd3r′, (2.30)

T [n] é a energia cinética do sistema real interagente

T [n] = −1

2

∫
ψ∗[n](~r1, ..., ~rN)∇2ψ[n](~r1, ..., ~rN)d3r1...d

3rN , (2.31)

e, finalmente, T0[n] é a energia cinética de elétrons não interagentes

T0[n] = −1

2

N∑
i=1

∫
φ∗i (~r)∇2φi(~r)d

3r. (2.32)

Desde que temos esses termos, a solução para um sistema fict́ıcio, isto é, não intera-

gente, pode ser obtida a partir dos orbitais de Kohn-Sham [φi(~r)]. Como o conjunto de

orbitais é ortonormal então temos a densidade eletrônica descrita por:

n(~r) =
N∑
i=1

|φi(~r)|2, (2.33)

em que se deve considerar a condição de normalização dos orbitais∫
|φi(~r)|2d3r = 1. (2.34)

Uma das formas de obter a equação que determina o orbital de Kohn-Sham φi(~r) é usar

o formalismo dos multiplicadores de Lagrange. O ponto de partida para essa abordagem

é incluir as duas últimas considerações das expressões anteriores e resolver

δ

δφ∗i

[
E[n]− εi

(∫
|φi(~r)|2d3r − 1

)]
= 0. (2.35)

Desenvolvendo as últimas expressões e os termos da Eq. 2.35 chegaremos às bem

conhecidas equações de Kohn-Sham:

[
−1

2
∇2 + Vext(~r) + VH(~r) + VXC(~r)

]
φi(~r) = εiφi(~r), (2.36)

VH(~r) é o potencial de Hartree:

VH(~r) =
δU0

δn(~r)
, (2.37)
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em que o potencial de correlação e troca é a derivada funcional definida como

VXC(~r) =
δEXC
δn(~r)

. (2.38)

A partir desse ponto será necessário realizar a primeira aproximação da abordagem

via DFT, pois mesmo que a formulação da Eq. 2.38 para VXC seja exata, não há uma

expressão anaĺıtica exata conhecida para o funcional de correlação e troca EXC . Dessa

forma deve-se empregar alguma aproximação que contorne esse problema. Nos próximos

tópicos iremos tratar das diferentes aproximações para esse funcional.

O esquema geral para resolver computacionalmente o problema da DFT está descrito

na figura 2.2, que é resolvido via método autoconsistente em razão dos orbitais dependerem

do potencial de Kohn-Sham (VKS), assim como VKS depende dos orbitais.

FIGURA 2.2 – Esquema geral do algoritmo usado na solução autoconsistente das equações de Kohn-Sham.

2.1.5 Local Spin Density Approximation (LSDA)

A discussão sobre o potencial de correlação e troca é extensa e levou a formulação

das mais variadas metodologias para lidar com o problema, na tentativa de proporcionar

resultados confiáveis para cálculos ab initio via DFT. Começamos então pela mais simples

abordagem, a aproximação da densidade local, ou Local Density Approximation (LDA).
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Segundo essa aproximação, o funcional local de correlação e troca é definido da seguinda

maneira:

ELDA
xc =

∫
εxc[n(~r)]n(~r)d3r, (2.39)

em que o termo para εxc[n(~r)] pode ser dividido em uma parte relativa a correlação e

outra relativa a troca:

εLDAxc [n(~r)] = εx[n(~r)] + εc[n(~r)], (2.40)

o termo de troca é mais facilmente calculado e tem a seguinte expressão (ENGEL; DREIZ-

LER, 2010),

εLDAx [n(~r)] = −3

4

(
3

π

) 1
3

n
1
3 (~r), (2.41)

enquanto a expressão para a correlação não possui uma forma exata, uma vez que o gás

de elétrons aproximado não inclui os efeitos de correlação. Dessa forma, a quantidade

é aproximada considerando outros resultados (PARR, 1980), pois um cálculo preciso de

εc[n(~r)] é bem mais sofisticado que de εx[n(~r)]. Sendo assim, alguns autores sugeriram, de

forma incipiente, a parametrização imprecisa de Wigner para esse termo (WIGNER, 1934),

εWigner
c (rs) = − 0.44

7.8 + rs
. (2.42)

em que rs é o raio de Wigner-Seitz rs = ( 3
4πn

)1/3. Essas expressões ainda são aproximações,

e como a formulação exata só existe para alguns extremos, então outras técnicas também

tentaram aproximar esse termo, para baixa densidade,

εc(rs) = −0.896

rs
+

1.325

r
3/2
s

− ..., (2.43)

e alta densidade (ENGEL; DREIZLER, 2010),

εc(rs) = 0.0311 ln(rs)− 0.047 + 0.009rs ln(rs)− 0.017rs. (2.44)

Evidentemente, para sistemas com polarização de spin, com forte interação spin-órbita

- como é o caso dos isolantes topológicos – e materiais magnéticos, é preciso ir além dessas

expressões citadas, para proporcionar uma correta descrição de propriedades. Para isso a

Local Spin Density Approximation (LSDA) foi desenvolvida (BARTH; HEDIN, 1972). Nessa
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aproximação o funcional de correlação e troca é definido como:

ELSDA
xc [n↑, n↓] =

∫
n(~r)εhomxc ([n↑], [n↓], ~r)d~r, (2.45)

em que n↑ e n↓ são as densidades de spin up e spin down. O εhomxc é a energia de correlação

e troca por part́ıcula em um gás de elétrons homogêneo spin-polarizado. Evidentemente,

o potencial de correlação e troca é a derivada funcional da expressão da Eq. 2.45, ou seja,

Vxc(~r) = δELSDAxc

δnσ(~r)
.

A densidade n([n↑], [n↓], ~r) pode ser substitúıda por uma matriz de densidade genera-

lizada ρ, escrita como

n(~r)→ ρ(~r) =
n(~r)

2
I +

m(~r)

2
σ, (2.46)

em que I é a matriz unitária 2 × 2, m a densidade de magnetização e σ as matrizes de

Pauli.

As aproximações LDA/LSDA não são utilizadas diretamente em nossos cálculos, mas

servem de base teórica para modelos mais elaborados, e são partes fundamentais das

primeiras discussões do DFT.

2.1.6 Generalized Gradient Approximation (GGA)

Enquanto a LDA considera um gás de elétrons uniforme para avaliar os termos de

correlação e troca, ele é exato para um sistema se o mesmo fosse homogêneo, ou sufici-

entemente preciso se o sistema apresentasse densidade com variações lentas. Porém, indo

aos sistemas reais, n(~r) é uma função com rápida variação e dependente de ~r, variações

estas que são desprezadas na LDA.

Uma forma para corrigir os problemas associados ao ignorar a variação da densidade

eletrônica, é a aproximação via expansão de 2ª ordem do gradiente do funcional de corre-

lação e troca, ou Gradient Expansion Approximation (GEA), expressa por:

EGEA
xc [n] =

∫
e(1)

xc [n(~r)]n(~r)d3r +

∫
e(2)

xc [n(~r)]|∇n(~r)|2d3r. (2.47)

No entanto, não existe garantia de que essa nova aproximação leve a resultados mais

acurados e precisos que a LDA, pois a série truncada deixa de cumprir as condições da

regra da soma, por exemplo, que deveriam ser satisfeitos por um potencial de correlação

e troca considerado exato e são satisfeitos pela LDA (ENGEL; DREIZLER, 2010).

Para contornar esse problema, diferentes pesquisadores buscaram formular aproxima-
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ções de gradiente para o funcional de correlação e troca de maneira mais sofisticada, como

por exemplo ao considerar funcionais semi-locais do tipo

EGGA
xc [n] =

∫
f [n(~r), |∇n(~r)|]d3r. (2.48)

Na qual f é uma função arbitrária escolhida. Entre diversas alternativas de abordagem

GGA propostas por diferentes autores, neste trabalho empregamos a aproximação de

Perdew-Burke-Erzenhof (PBE) (PERDEW et al., 1996a), um dos métodos mais populares

dispońıveis. Portanto, em nossos cálculos a referência no texto a um cálculo“DFT-padrão”

significa que se trata de um cálculo em que esse funcional foi escolhido, ou seja “DFT-

PBE”.

O formalismo do PBE mantém caracteŕısticas acertadas da LSDA, uma vez que a

LDA/LSDA consegue proporcionar bons resultados em algumas propriedades como geo-

metria atômica e propriedades elásticas e até mesmo para a densidade eletrônica (PERDEW

et al., 1996a). Porém o PBE consegue combinar com essa abordagem as caracteŕısticas

mais importantes, em relação a energia, da correção via gradiente. Além disso, a constru-

ção da energia de troca e de correlação obedece a pelo menos sete condições rigorosas, que

incluem: fator de escala, relação exata para escala de spin, recuperar a resposta linear da

LSDA, o limite de Lieb-Oxford e outros (HAMMER et al., 1999). Com essas condições, o

funcional é constrúıdo com um fator de melhoria FXC (PERDEW et al., 1996a),

EPBE
xc [n↑, n↓] =

∫
d3rnεunifX (n)FXC(rs, ζ, s). (2.49)

De modo geral as aproximações para o funcional de correlação e troca abordados até

aqui, em conjunto ao DFT, apresentam resultados razoáveis e até preciso para energia

total, geometria e propriedades elásticas e até mesmo a densidade eletrônica. Sabe-se

que o cancelamento é incompleto e temos erro de auto-interação, e somente um funcional

exato seria capaz de cancelar a energia associada a essa auto-interação. Como esse é um

assunto ainda em aberto e o funcional exato desconhecido, ficamos limitados e obrigados

a escolher uma aproximação que consiga contornar parte dos problemas desses funcionais

já citados, na tentativa de reduzir os erros associados a esse termo de auto-interação.

Uma problemática constante está associada ao erro desses funcionais: o cálculo do gap de

energia e a precisão para descrever as ligações qúımicas. Erros comuns provenientes da

incorreta descrição dos estados excitados. Assim, nesse trabalho vamos citar os funcionais

h́ıbridos, como o HSE06, a aproximação GW e o método DFT-1/2.

Como é bem conhecido o DFT-padrão apresenta bastante sucesso na predição e ex-

plicação de uma ampla gama de propriedades do estado fundamental tanto na F́ısica do

estado sólido quanto na Qúımica molecular (JONES; GUNNARSSON, 1989). Porém, esses
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cálculos ab initio baseados na DFT, a partir das aproximações LDA e GGA, de proprieda-

des que dependem explicitamente dos estados excitados, não compartilham, geralmente,

da mesma precisão e sucesso (MARTIN, 2004). Assim, as propriedades eletrônicas, como

os band gaps, são subestimados de maneira significativa (PELA et al., 2015). Entretanto,

no caso dos isolantes topológicos, como esses materiais possuem bandas invertidas, e por-

tanto um gap negativo, o que ocorre é uma superestimação dessa energia. Para o caso dos

IT podendo ser até mais grave, uma vez que leva a uma previsão errada do formato e loca-

lização das bandas de valência e de condução, o que pode levar a conclusões equivocadas

sobre a classe topológica de materiais (VIDAL et al., 2011).

2.1.7 Funcionais Hı́bridos

Existe uma classe de funcionais formados por uma combinação de outros funcionais,

incluindo os dependentes do orbital (Hartree-Fock) e funcionais da densidade expĺıcitos,

a mistura desses dois tipo forma os chamados funcionais h́ıbridos. São funcionais muito

utilizados, uma vez que chegaram a ser considerados os funcionais mais precisos dispońı-

veis, no que diz respeito ao cálculo de energia dos sistemas, e um dos métodos preferidos

nas pesquisas na área da Qúımica (ENGEL; DREIZLER, 2010).

Primeiramente foi proposto por Beck (BECKE, 1993) que a parte potencial do funcional

LDA ou GGA é mais apropriada com acoplamento total λ = 1, e sugeriu que pode-se

considerar uma dependência linear de λ meio a meio da seguinte forma:

Exc[n] =
1

2
(EHF

x + EDFA
xc ), (2.50)

onde o sobrescrito DFA denomina um funcional LDA ou GGA.

O mesmo autor também apresentou depois formas parametrizadas que possúıam um

funcional que misturava o termo de troca de Hartree-Fock, o funcional de troca B88 e

o termo de correlação de Perdew and Wang (PW91), além da forma B3LYP. Assim, a

definição da energia de correlação e troca é dada por

Exc = ELDA
xc + a0(EHF

x − EDFA
x ) + axE

Becke
x + acEc, (2.51)

com os coeficientes a0, ax e ac ajustados empiricamente a partir dos dados atômicos e

moleculares.

Além dessas metodologias, Perdew, Ernzerhof e Burke (PERDEW et al., 1996b) também

propuseram outra forma para gerar funcionais h́ıbridos, baseados na ideia da variação de

Exc(λ), em que existe uma dependência de uma constante de acoplamento λ, ou seja,
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como uma função de um parâmetro (0 6 λ 6 1 ), na qual se tem o termo:

EPBE
xc = ELDA

xc +
1

4
(EHF

x − EDFA
x ), (2.52)

ou seja, misturando em λ = 1/4 a energia de troca de Hatree-Fock.

Posteriormente, os estudos também se concentraram em encontrar uma proporção

ótima entre as contribuições do funcional de troca do PBE e do método de Hartree-Fock.

Pesquisadores chegaram a conclusão de que uma proporção de 1:3 era ideal (ADAMO;

BARONE, 1999). Essa definição metodológica foi chamada de PBE0, tomando a forma,

EPBE0
xc =

1

4
EHF

x +
3

4
EPBE

x + EPBE
c . (2.53)

A esse ponto fica mais evidente que os funcionais h́ıbridos podem ser constrúıdos e

utilizados de diferentes formas e abordagens. A mudança mais significativa devido ao

uso desses funcionais está no resultado das energias de excitação previstas. Discutiu-se

de forma geral a ideia que baseia a construção desse tipo de funcional. Agora vamos

apresentar de forma breve o tipo de funcional h́ıbrido utilizado nesse trabalho.

A fim de acelerar a convergência desses funcionais descritos, Heyd, Scuseria e Ernzerhof

introduziram o conceito de screened hybrid functionals (HEYD et al., 2003). O ponto de

partida na construção desses funcionais é a decomposição da interação de Coulomb em

uma parte de longo alcance (La) e uma de curto alcance (Ca). A decomposição é baseada

na função de erro,

1

|r|
=

erfc(ω|r|)
|r|︸ ︷︷ ︸

curto alcance

+
erf(ω|r|)
|r|︸ ︷︷ ︸

longo alcance

, (2.54)

em que erf(x) vale,

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

dt e−t
2

, (2.55)

em que ω é um parâmetro emṕırico ajustável e erfc(x) = 1− erf(x). Com a expressão da

Eq. 2.54 o funcional de troca é separado em quatro termos,

EPBE0
x =

1

4

[
EHF,Ca

x + EHF,La
x

]
+

3

4

[
EPBE,Ca

x + EPBE,La
x

]
. (2.56)

Mas problemas cŕıticos e cálculos complicados para determinados termos nessa expres-
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são faz com que se mude a energia de troca PBE0 para o EHSE
x :

EHSE
x =

1

4
EHF,Ca

x +
3

4
EPBE,Ca

x + EPBE,La
x . (2.57)

Em que a componente relativa a correlação do funcional PBE permanece a mesma no

screened hybrid,

EPBE
c = EHSE

c . (2.58)

De maneira geral o funcional local h́ıbrido assume a forma (JARAMILLO et al., 2003):

ELH
x =

∫
d3r
{
f(r)eexato

x (r) + [1− f(r)]eLDA/GGA
x (r)

}
. (2.59)

2.1.8 Aproximação GW

O método GW (HEDIN, 1965; ARYASETIAWAN; GUNNARSSON, 1998a; AULBUR et al.,

2000) é considerado o estado da arte para aproximação da autoenergia a ńıvel de uma

part́ıcula. O sistema para (ou de) o qual o elétron é adicionado (removido) é descrito

como um meio polarizável. A abordagem recebe esse nome em razão da função de Green

de um corpo, G, e a interação de Coulomb dinâmica, W. O método é altamente custoso do

ponto de vista computacional, mas proporciona resultados muito precisos e acurados para

estrutura de bandas de sólidos, band gap e muito usado para descrever nanoestruturas,

clusters e moléculas (REINING, 2018a).

O ponto de partida para o método pode ser tomado pela generalização da aproximação

de Hartree-Fock, mas com inclusão da interação de Coulomb de forma dinâmica. O po-

tencial de troca não-local nessa aproximação é dada por (ARYASETIAWAN; GUNNARSSON,

1998b)

Σx(r, r′) = −
occ∑
kn

ψkn(r)ψ∗kn(r′)v(r − r′), (2.60)

enquanto na teoria da função de Green, o potencial de troca é escrito como

Σx(r, r′, t− t′) = iG(r, r′, t− t′)v(r − r′)δ(t− t′). (2.61)

A Fig. 2.3 é uma representação esquemática do comportamento do elétron conside-

rando a aproximação GW.

Esta aproximação consiste então em substituir a interação de Coulomb simples v, por
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FIGURA 2.3 – Nessa figura esquemática a aproximação GW pode ser compreendida como um método
onde um determinado elétron, que está se propagando em um sistema, é como se fosse um corpo se
deslocando na água. Para lembrar, na aproximação da teoria de Hartree–Fock, é como se a água estivesse
congelada. Porém, no GW, o elétron perturba o sistema, como um barco criando ondas, isso porque ele se
acopla a outras excitações do sistema. Essas “ondas” alteram a propagação do elétron. Fonte: (REINING,
2018a)

uma interação blindada, W (HÜSER et al., 2013):

Σ(1, 2) = iG(1, 2)W (1, 2). (2.62)

A transformada de Fourier da Eq. 2.62 fornece:

Σ(r, r′, ω) =
i

2π

∫
dω′G(r, r′, ω + ω′)W (r, r′, ω′), (2.63)

é essa a expressão que leva ao nome desta aproximação.

Na ausência de interação, quando o estado fundamental Ψ é um determinante de Slater

único, uma equação para G pode ser considerada de forma simples como G0 (REINING,

2018b)

G0(x1, t1, x2, t2) = −i
∑
i

ϕi(x1)ϕ∗i (x2)e−iε
0
i (t1−t2)

[ΘH(t1 − t2)ΘH(ε0
i − µ)−ΘH(t2 − t1)ΘH(µ− ε0

i )],

(2.64)

em que os autovalores de part́ıcula única ε0
i e as autofunções ϕi(x) estão presentes e

ΘH(t) é a função degrau de Heaviside. Há contribuições separadas para estados ocupados

e vazios. Um dos motivos do alto custo computacional é que G depende não só de orbitais

ocupados mas também dos desocupados.

Finalmente, a equação que fornece os autoestados e autoenergias é dada por:

[
Ĥ(r) + VH(r)

]
ψQPi (r)−

∫
Σ(r, r′, εQPi )ψQPi (r′)dr′ = εQPi ψQPi (r). (2.65)

Vale lembrar que essa equação é muitas vezes tratada de forma perturbativa ou auto-
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consistente a partir das soluções DFT. Muito embora seja considera o melhor método para

a correção do gap, a aproximação GW tem custo computacional muito elevado. A Fig.

2.4 deixa isso expĺıcito ao apontar a demanda de recurso de processamento em relação

a um cálculo DFT-PBE, onde a razão entre os custos é da ordem de ∼ 103, e também

ao comparar o erro absoluto da aproximação GW com um método baseado em funcional

h́ıbrido, em pelo menos 70 semicondutores (CROWLEY et al., 2016).

FIGURA 2.4 – Um comparativo entre um método h́ıbrido, com demanda computacional menor, e os
resultados GW para diferentes compostos. O método h́ıbrido da publicação citada, B3PW91, tem desvio
absoluto médio cerca de 1,5 vezes menor do que o do GW. Além de ser 3-4 ordens de magnitude mais
rápido do ponto de vista computacional. Adaptado: (CROWLEY et al., 2016)

Para além disso, alguns autores também reportam os custos de memória da aproxi-

mação GW como sendo centenas de vezes maior que um cálculo DFT, e em tempo de

computação milhares de vezes maior que o DFT, ou 6 vezes maior que um método h́ıbrido

(HSE06) (PELA et al., 2015).

Dessa forma pode-se imaginar diferentes cenários onde sistemas complexos, de muitas

espécies atômicas, ou mesmo no estudo de ligas e sistemas desordenados onde o uso da

aproximação GW pode se tornar irrealizável. Além disso, os cálculos de propriedades

topológicas podem ser bastante custosos, o que leva ao questionamento da possibilidade

de usar métodos como o GW, ou mesmo os funcionais h́ıbridos, no suporte a esse tipo de

previsão.

2.1.9 Método DFT-1/2

A esse ponto estão mais evidentes algumas das qualidades e limitações das diferentes

abordagens para contornar o problema da aproximação utilizada para o funcional de

correlação e troca na DFT. O tópico anterior evidenciou as altas demandas de recursos

computacionais para a realização de um cálculo preciso utilizando-se a aproximação GW

ou HSE06, com razões entre os custos computacionais que podem chegar a ser centenas
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ou milhares de vezes maiores quando comparados com um cálculo DFT simples. Para

materiais candidatos a IT, cálculos adicionais são geralmente realizados para investigações

mais detalhadas sobre a correta classe topológica, o que pode tornar-se um problema para

metodologias tão custosas como essas. Faz-se necessário, portanto, a busca por um método

preciso ao mesmo tempo que possua baixo custo computacional.

O DFT-1/2 desponta como uma solução para essa lacuna e é a escolha central desse

trabalho, para efetuar a tarefa de proporcionar resultados de estrutura eletrônica confiá-

veis. Nesse contexto, optamos por utilizar esse método no estudo de isolantes topológicos,

pois trata-se de uma abordagem com custo computacional na mesma ordem de grandeza

de um cálculo LDA ou GGA, mas com resultados muito acurados e precisos na previsão

de gaps e estrutura eletrônica de bandas de semicondutores. Apresentaremos então em

mais detalhes o método DFT-1/2, uma vez que ele é um dos pontos centrais para esse

trabalho, e sua aplicação nessa classe de materiais em espećıfico.

Do Teorema de Janak a derivada da energia total de um sistema de N elétrons com res-

peito a ocupação é dado pelo autovalor de Kohn-Sham (JANAK, 1978; LEITE; FERREIRA,

1971):

∂E(N)

∂fα
= εα(fα), (2.66)

em que E(N) é a energia total de um sistema de N -elétrons.

Assumindo a linearidade dos autovalores com as ocupações orbitais, que permite cal-

cular a energia de ionização I de um sistema de N -elétrons, escrevemos esse termo como

o autoestado de KS semi-ocupado

I = E(N − 1)− E(N) = −εv(1/2), (2.67)

e, analogamente, a afinidade eletrônica A pode ser escrita como

A = E(N)− E(N + 1) = −εc(1/2), (2.68)

em que εv(1/2) representa o autovalor HOMO com meia-ionização.

Percebe-se que essa é uma ideia boa para o potencial de ionização a ńıvel atômico,

não para os sistemas cristalinos diretamente, que são de fato os sistemas de interesse, pois

como o estudo de semicondutores lida com condições periódicas de contorno, a ideia faz

com que a remoção de meio elétron de uma célula crie um sistema de carga ĺıquida infinita.

Na abordagem do DFT-1/2 a autoenergia Sα é tomada como uma média quântica de um
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potencial de autoenergia VS(~r) na forma:

Sα =

∫
d3rnα(~r)VS(~r), (2.69)

em que nα(~r) é a densidade eletrônica correspondente ao estado α. Com essa informação

pode-se escrever o potencial de autoenergia VS(~r) de forma aproximada,

VS(~r) = −V (−1/2, r) + V (0, r), (2.70)

que é, portanto, uma diferença entre os potenciais de KS para átomos com meia ionização

e de átomos neutros, V (−1/2) e V (0), respectivamente. Assim, nos sólidos a correção de

autoenergia é obtida pela subtração do potencial de autoenergia VS(~r) da parte local do

pseudopotencial atômico, o que torna simples sua implementação em pacotes de simulação

e mantém o custo computacional idêntico ao DFT.

Para evitar efeitos espúrios de longo alcance associados a superposição de potenciais

de correção, dada a natureza da interação de Coulomb, em śıtios atômicos vizinhos é

preciso de uma função de corte que ajuste os potenciais de autoenergia de forma correta.

Eles são ajustados de acordo com:

ṼS = Θ(r)VS(~r), (2.71)

em que a função de corte Θ(r) é dada por:

Θ(r) =

{
A[1− ( r

CUT
)8]3 r 6 CUT,

0 r > CUT.
(2.72)

em que A é uma constante, e pode ser considerada como +1 quando se trata de uma

correção relativa a banda de valência Vs,v (remoção de meio elétron) ou A igual a −1, no

caso da banda de condução Vs,c (adição de meio elétron).

O valor do parâmetro de corte CUT é determinado usando o prinćıpio variacional de

maneira que extremize o band gap para o seu valor máximo, ou seja,

δEQP
g

δṼS(~r)
= 0. (2.73)

Essa é a ideia no tratamento de sistemas de classe topológica trivial. Nos isolantes

topológicos, o que temos é a minimização do valor absoluto do gap, já que temos um band

gap invertido, representado por valores negativos. A figura 2.5 é a forma esquemática de

obtenção do parâmetro CUT.

Na correção de um sistema com topologia trivial é realizada uma primeira correção a
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FIGURA 2.5 – Determinação do CUT via minimização do valor absoluto do gap de energia (nos IT o
gap é assumido como negativo). Uma primeira correção levando em conta uma espécie atômica para o
fundo da banda de condução (FBC), e a correção final levando em conta a outra espécie atômica para o
topo da banda de valência (TBV).

começar pelo caráter orbital e atômico do TBV. Na sequência uma correção considerando

o caráter do FBC. Nesse trabalho, tendo em vista as especificidades dos IT, a primeira

correção é feita considerando a espécie atômica com caráter majoritário na formação do

TBV e as correções seguintes para as outras espécies atômicas, onde o caráter do FBC e

TBV são levados em conta. A ideia da extremização do gap para a escolha do parâmetro

CUT está presente na Fig. 2.5 com os nomes CUT(c) e CUT(v), mas se referem a correções

para as espécies atômicas majoritárias na formação do FBC e TBV, respectivamente.

Nessa metodologia, para descrever a excitação de um elétron da banda de valência

para a banda de condução, se torna equivalente a retirar meio elétron do TBV e adicionar

meio elétron ao FBC. Esse prinćıpio está ilustrado na Fig. 2.6.

Finalmente podemos retornar ao fomalismo de KS, então deve-se resolver a equação

na forma:

[
−1

2
∇2 + VKS(~r) + Ṽs,v(~r) + Ṽs,c(~r)

]
φi(~r) = εiφi(~r), (2.74)

onde Ṽs,v(~r) (Ṽs,c(~r)) é o potencial de autoenergia ajustado da valência (condução).

A Fig. 2.7 deixa evidente o sucesso do DFT-1/2 para o resultado de band gaps de

semicondutores em uma comparação com resultados experimentais e a aproximação LDA.
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FIGURA 2.6 – A ideia da meia ocupação, de forma esquemática, presente no DFT-1/2, considerando
correções de autoenergia nas bandas de valência e de condução. Meio elétron deve ser removido do TBV,
enquanto meio elétron é adicionado do FBC, para efetuar correções na afinidade eletrônica e energia de
ionização, respectivamente. Eg é o gap de energia entre as bandas.

FIGURA 2.7 – Comparação do band gap com resultados experimentais. O quadrado vermelho é o DFT-
1/2. O “x” azul indica o resultado do DFT-padrão. Esses resultados são bons indicadores da eficiência
do método. Fonte: (FERREIRA et al., 2011)

No DFT-1/2 aplicado aos isolantes topológicos devemos avaliar em detalhes o caráter

orbital e atômico na formação das bandas. Dessa forma tem-se a expressão para a correta

ocupação fracionária de meio elétron, proporcional às contribuições

ξxϕ = charxϕ[φj(~k)]× 1/2, (2.75)

em que charxϕ[φj(~k)] é a proporção do orbital atômico ϕ do átomo x no caráter orbital

do autoestado φj em um ponto ~k.

Nesse ponto é fundamental deixar claro que a correção não depende de forma variável

do ponto ~k, mas no caso dos isolantes topológicos desse trabalho o ponto Γ, pois é nessa

região que ocorre a inversão das bandas nesses materiais. Dessa forma pode-se ajustar a

última expressão substituindo o termo charxϕ[φj(~k)] por charxϕ[φj(Γ)].
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Detalhamos no apêndice desse trabalho uma descrição passo a passo para a aplicação

do DFT-1/2 em um isolante topológico do tipo A2B3, mas que é válida para qualquer IT,

com o objetivo de permitir que qualquer leitor consiga reproduzir sua aplicação para um

sistema candidato a IT. Para deixar mais evidente o procedimento adotado, a matriz da

Tabela A.1 é um exemplo hipotético de um sistema A2B3 em que seu caráter atômico e

orbital é avaliado no TBV e FBC no ponto k da zona de Brillouin onde há inversão de ban-

das nesse sistema. Após esses procedimentos recomenda-se o uso do programa Minushalf

(https://pypi.org/project/minushalf/ ) para preparar os arquivos de entrada necessários

para o pacote de simulação. O Minushalf foi desenvolvido pelo Grupo de Materiais Se-

micondutores e Nanotecnologia (GMSN) do ITA com o objetivo de automatizar parte da

aplicação do método DFT-1/2.

Nos sistemas com topologia trivial, o DFT-1/2 leva a um aumento no gap fundamental

do sistema, pois se sabe que o DFT tende a subestimar o valor do gap. Entretanto, nos

isolantes topológicos a correção proporcionada pelo DFT-1/2 leva a uma redução no valor

absoluto do gap, uma vez que se trata de um gap invertido e o DFT padrão, por sua vez,

tende a superestimar esse valor absoluto. Sendo assim o TBV e o FBC se aproximam

na região onde há inversão de caráter das bandas, como é posśıvel ver na ilustração da

Fig. 2.8.

FIGURA 2.8 – Esquemática dos resultados proporcionados pela aproximação do método DFT-1/2 apli-
cado em (a) Isolantes triviais e (b) Isolantes Topológicos. Em (b) a superestimação do gap invertido
é corrigido, as bandas de valência e condução se aproximam e tomam outro formato. A ideia de band
gap negativo é a forma mais comum de denominar o gap invertido que surge da inversão de caráter das
bandas. Por isso, nos IT a correção do gap e determinação do CUT busca minimizar o valor absoluto do
gap.

A Fig. 2.9 resume de forma esquemática o fluxo de trabalho adotado para a aplicação
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do DFT-1/2 nos isolantes topológicos desse trabalho.

FIGURA 2.9 – Resumo do procedimento adotado na aplicação da aproximação DFT-1/2 para a correção
de gap de energia e dispersão de bandas para os IT desse trabalho.

2.1.10 Interação Spin-Órbita

No contexto de estrutura eletrônica, a interação spin-órbita (SO), ou o chamado aco-

plamento spin-órbita (ASO), é que conduz o caráter relativ́ıstico do sistema. De modo que

para investigar determinadas quantidades ou mesmo propriedades, como as magnéticas e

a topologia dos materiais, é necessário incluir o termo de ASO no hamiltoniano.

Além disso, é bem conhecido que os isolantes topológicos possuem forte interação spin-

órbita, sendo esta uma das responsáveis pela inversão das bandas e por dividir as bandas

p (d) em p3/2 (d5/2) e p1/2 (d3/2) em sólidos cristalinos dessa classe de materiais (YANG et

al., 2012). É preciso, portanto, incluir em todos os nossos cálculos e abordagens o ASO.

Para obter o cálculo incluindo essa interação é precisar optar por um tratamento total-

mente relativ́ıstico, que pode ser obtido resolvendo a Equação de Dirac, ou considerando

o ASO como um termo de perturbação a ser inclúıdo no hamiltoniano do sistema, para

essa última abordagem citada, de modo geral, teremos (ZHANG; ZHANG, 2013):

ĤASO = − ~
4m2

0c
2
σ · p× (∇V0), (2.76)

em que m0 é a massa do elétron livre e c a velocidade da luz. Esse termo então seria

inclúıdo ao hamiltoniano original Ĥ = ĤASO + ĤKS. Por construção, o termo é propor-

cional também ao número atômico Z, e acaba sendo ainda mais relevante para átomos

pesados. Como exemplo de um sistema com um único átomo, o potencial V0 é esferica-
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mente simétrico, o que simplificaraia ĤASO,

ĤASO = ξL · σ, (2.77)

em que ξ é a força da interação do ASO. Entretanto, nos sólidos, V0 é um potencial

periódico, que pode possuir uma forma muito complexa.

De maneira mais espećıfica, no código que usamos nesse trabalho o termo adicional ao

hamiltoniano acopla o operador de spin de Pauli ~σ com o operador de momento angular ~L,

ou seja, do termo anterior teremos ĤASO ∝ ~L ·~σ, em que ~L = ~r×~p. Como trata-se de uma

correção relativ́ıstica, o ASO atua de forma predominante na vizinhança mais próxima

dos núcleos, no código utilizado, então, calcula-se os elementos da matriz de ĤASO apenas

para as contribuições unicêntricas de todos os elétrons, isto é:

Eij
ASO = δRiRjδlilj

∑
nk

wkfnk
∑
αβ

〈ψ̃αnk|p̃i〉〈φi|H
αβ
ASO|φj〉〈p̃j|ψ̃

β
nk〉, (2.78)

em que φi(r) = Ri(|r − Ri|)Ylimi(r − Ri) é a função de onda de um átomo centrado em

Ri, ψ̃
α
nk é o componente de spinor α do pseudo-orbital com ı́ndice de banda n e vetor de

Bloch k. Os termos wk e fnk são os pesos do pontos-k e a ocupação, respectivamente.

Em todos os cálculos DFT desse trabalho essa interação é tratada de maneira per-

turbativa de acordo com as duas últimas expressões citadas. Para exemplificar melhor o

efeito da forte interação spin-órbita presente nos materiais IT desse trabalho, na ilustração

da Fig. 2.10 ao considerar o ASO nos cálculos, o gap de energia entre as bandas aumenta,

surge a inversão de caráter e um novo formato do TBV e FBC.

FIGURA 2.10 – Uma ilustração da inversão de caráter das bandas ocorrendo próximo a um ponto k da
estrutura de bandas de um sistema candidato a isolante topológico após a inclusão da interação spin-órbita
nos cálculos.
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2.2 Modelo Termodinâmico de ligas

Embora a teoria do funcional da densidade apresente sucesso para uma variedade de

propriedades e materiais, lidar com sistemas não periódicos, como ligas aleatórias, pode ser

uma tarefa complicada para métodos de primeiros prinćıpios baseados nessa abordagem,

e pacotes como o VASP, que faz uso de condições periódicas de contorno. Para superar

isso é preciso utilizar metodologias capazes de contornar esse tipo de limitação intŕınseca

dos modelos que utilizam condições periódicas de contorno, permitindo assim a correta

descrição de ligas.

2.2.1 Generalized Quasichemical Approximation - GQCA

Nesse trabalho utilizamos o formalismo da Generalized Quasichemical Approximation

(GQCA). Trata-se de uma metodologia que permite realizar um tratamento estat́ıstico de

resultados obtidos a partir da DFT, a fim de investigar sistemas sem simetria de trans-

lação, como ligas. A liga pode ser descrita a partir de um arranjo de clusters individuais

energeticamente independentes. Com a GQCA é posśıvel determinar propriedades ter-

modinâmicas, decomposição de fase, e propriedades eletrônicas para qualquer composição

qúımica da liga.

Para introduzir o modelo, podemos começar considerando a energia livre de Gibbs

para um dado sistema, na qual H é a entalpia, T é a temperatura e S a entropia,

G = H − TS, (2.79)

e adicionando o termo completo da entalpia, com a energia interna E, o volume V e P a

pressão do sistema:

G = E + PV − TS. (2.80)

Assim, ao considerar o caso dos materiais sólidos submetidos a uma pressão de 1 atm,

teremos a expressão simplificada, já que desprezamos o termo PV , de tal forma que

trabalharemos com a energia livre de Helmholtz F

F = E − TS ≈ G. (2.81)

Podemos definir a energia livre da mistura ∆F para a concentração do composto B,
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através da expressão

∆F (x, T ) = F (x, T )− (1− x)FA(T )− xFB(T ), (2.82)

em que F (x, T ) é a energia livre de Helmholtz da liga, e FA(T ) e FB(T ) a energia livre

dos compostos A e B. O termo ∆F pode ser dividido em duas contribuições, em função

da energia de mistura ∆E e entropia da mistura ∆S, logo obtemos

∆F = ∆E − T∆S. (2.83)

Existem diversos modelos para descrever os termos ∆E e também ∆S (GUILHON et

al., 2017). No GQCA utilizamos o conceito de expansão de super célula. Nele adota-

se um modelo na qual levamos em conta células maiores que o convencional, também

chamadas de super células ou clusters, nos cálculos DFT. De forma simplificada, elas

consistem em um empilhamento de células primitivas. Assim, supondo que uma super

célula seja definida como contendo n-células primitivas, então supercélulas mistas podem

ter células primitivas nA de A e células nB= n−nA de B, tendo assim um correspondente

x = (nB/n). Dessa forma, quanto maior o n, mais precisa é a amostragem das composições

0 ≤ x ≤ 1, e também mais interações e desordem de mistura são levadas em consideração.

Obviamente, quanto maior o n, mais se eleva o custo computacional associado.

Nessa lógica, haverá 2n configurações posśıveis de supercélulas no sistema A1−xBx.

Como existem simetrias, esse número se reduz, e também o número de cálculos neces-

sários, já que na verdade muitas dessas células geradas representam, de fato, a mesma

configuração, já que estão relacionadas pelas operações de simetria do cristal (translação,

rotação e reflexão, por exemplo). Assim, utilizando o grupo espacial do cristal e suas

operações de simetria desse determinado cristal, o conjunto de supercélulas pode então

ser dividido em subconjuntos de super células degeneradas. Todas as células que perten-

cem ao mesmo grupo possuem exatamente as mesmas propriedades, e apenas uma célula

representativa deve ser calculada para caracterizar as demais. Resumindo, reduzimos a

lista de configurações posśıveis de 2n para j clusters não-equivalentes, contabilizando a

degenerescência gj. Explorando essas condições e tomando M como o número total de

clusters na liga e Mj o número do cluster j, teremos para a energia interna da mistura

∆E =
J∑
j=1

MjEj −M(xEA + (1− x)EB), (2.84)

em que EA e EB são as energias dos clusters ocupados unicamente por átomos da espécie

A e B respectivamente. A concentração x é relativa aos átomos do tipo A na liga.

É necessário incluir uma correção para a estimativa da entropia de mistura, é preciso
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dar atenção a informação dada pelo número Mj de clusters j encontrados para a liga.

Assim, considerando o número de configurações posśıveis da liga, calculada sobre uma

distribuição aleatória de átomos, multiplicada por um termo que considere a probabilidade

de alcançar uma determinada distribuição de cluster Mj. Essa expressão precisa ser

normalizada pela probabilidade a priori de encontrar o cluster j, se a liga for perfeitamente

aleatória.

Φ =
N !

NA!NB!

M !∏
jMj!

∏
j

(xoj)
Mj . (2.85)

Fazendo uso da aproximação de Stirling (ln(N !) ≈ N ·ln(N)−N), é posśıvel reescrever

a entropia de mistura com a probabilidade de ocorrência, xj =
Mj

M
do cluster j na liga:

∆S = −Nk(xln(x) + yln(y))−Mk
∑
j

xjln

(
xj
xoj

)
, (2.86)

com y = 1− x e a constante de Boltzmann k.

Assim, basta substituir essa expressão em ∆F = ∆E − T∆S e se tem um termo para

a energia livre da mistura em função da probabilidade de ocorrência xj

∆F =
J∑
j=1

MjEj −M(xEA + (1− x)EB) +NkT (xln(x) + yln(y)) +MkT
∑
j

xjln

(
xj
xoj

)
.

(2.87)

As probabilidades xj são determinadas a partir da minimização de ∆F , levando em

conta duas restrições. A primeira está associada à normalização de probabilidade total

N∑
j=1

xj(x, T ) = 1, (2.88)

e a segunda à concentração média do elemento B na liga, ou seja, a composição média da

liga

N∑
j=1

njxj(x, T ) = nx. (2.89)

É posśıvel resolver esse problema de minimização fazendo uso dos multiplicadores de
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Lagrange. Nesse formalismo tem-se um conjunto de equações K dadas por:

∂

∂xj

(
∆F

M
− λ1

[
J∑
j=1

xj − 1

]
− λ2

[
J∑
j=1

njxj − nx

])
= 0,∀j ∈ {1, 2, 3, ..., K} , (2.90)

em que λ1 e λ2 são os multiplicadores de Lagrange associados com as duas condições

citadas acima, respectivamente. Ao desenvolver esse conjunto de equações pode-se obter

as probabilidades xj

xj =
xojexp[(λ2nj −∆εj)/kT ]∑J
j=1 x

o
jexp[(λ2nj −∆εj)/kT ]

, (2.91)

em que ∆εj é a energia de excesso, e é calculada para avaliar a estabilidade relativa da

liga para cada formação de um dado cluster j, assim temos

∆εj = εj −
nj
n
εB −

(
1− nj

n

)
εA, (2.92)

em que n é igual ao número total de átomos da liga binária A(1−x)Bx em cada cluster, e

εA e εB são as energias totais dos clusters das configurações finais A e B (sistemas puros)

da liga.

Finalmente, para determinar a probabilidade de um cluster individual xj(x, T ) perten-

cer à uma classe j, em que j = 1, 2, ..., J , para uma composição média da liga x em uma

temperatura T pode-se definir λ = xeλ2/kT/(1− x), de maneira que é posśıvel reescrever

a expressão anterior de xj como:

xj(x, T ) =
gjλ

njexp(−β∆εj)∑J
j=1 gjλ

njexp(−β∆εj)
, (2.93)

em que β = 1/kT , e o fator λ é definido pela restrição da composição média (Eq. 2.89 e

Eq. 2.90).

É posśıvel estimar certas propriedades da liga PGQCA(x, T ) através de uma média dos

valores dessa propriedade Pj ponderadas pela probabilidade de ocorrência xj(x, T ):

PGQCA(x, T ) =
J∑
j=1

xj(x, T )Pj, (2.94)

em que Pj é uma propriedade arbitrária de cada classe de cluster j, proveniente de um

resultado de uma metodologia ab initio escolhida.

Os efeitos da flutuação da composição podem ser estimados considerando os desvios
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quadráticos médios em torno do valor médio para uma determinada propriedade P

∆PGQCA(x, T ) =

√√√√[ J∑
j=1

xj(x, T )P 2
j

]
−

[
J∑
j=1

xj(x, T )Pj

]2

. (2.95)

2.3 Propriedades Topológicas

2.3.1 O Invariante Topológico Z2

Para os sistemas chamados de centro-simétricos, Fu e Kane apresentaram metodologia

para abordar o cálculo de invariantes topológicos de forma eficiente (FU; KANE, 2006; FU;

KANE, 2007). Ao considerar que esses sistemas são isolantes topológicos do tipo Z2, e

portanto podem ser definidos por um invariante denominado Z2, então podemos utilizar

o esquema proposto por Fu, Kane e Mele (FU et al., 2007) para tratar de forma espećıfica

os sistemas 3D, para os quais temos de determinar o invariante ν0.

Entretanto, antes de discutir o cálculo deste invariante topológico, é preciso introduzir

aspectos mais gerais a respeito desse tipo de sistema. Tais como pontos especiais na zona

de Brillouin, definidos como pontos TRIM (time reversal invariant momentum), operador

paridade e a simetria de reversão temporal.

2.3.1.1 Simetria de Reversão Temporal

Define-se o operador de reversão temporal Θt, que atua sobre operadores relacionados

ao movimento, de modo a garantir que:

Θt|α〉 = | − α〉, (2.96)

sem alterar os outros operadores. Ele é um operador antiunitário, i.e., Θ2
t = −Î, que tem

a forma (VANDERBILT, 2018):

Θt = e−i
πSy
~ K = e−i

πσy
2 K = −iσyK, (2.97)

em que K é o operador que retorna complexo conjugado e Sy o operador momento angular

de spin na direção ŷ. Com condição Θ2
t = −Î para spin semi-inteiro, como é o caso dos

elétrons. Com essas definições, podemos demonstrar o teorema de Kramers.

Considerando que o hamiltioniano H comuta com Θt, é fácil ver que

HΘt|n〉 = ΘtH|n〉 = ΘtEn|n〉 = EnΘt|n〉, (2.98)
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e verificando se existe equivalência entre o autoestado Θt|n〉 e estado |n〉 ou se são estados

degenerados, pode-se supor, por absurdo, que a diferença entre eles é caracterizada no

máximo por uma diferença de fases, ou seja:

Θt|n〉 = eiδ|n〉, (2.99)

Então basta aplicar novamente o operador e as propriedades já definidas anteriormente

e teremos:

Θt(Θt|n〉) = Θte
iδ|n〉 = e−iδ(Θt|n〉) = eiδe−iδ|n〉 = +1|n〉, (2.100)

mas isso entra em desacordo com a definição Θ2
t = −Î. Logo os estados |n〉 e Θt|n〉

não correspondem ao mesmo estado f́ısico. Assim chegamos à conclusão do Teorema de

Kramers, que diz que “Todo sistema invariante por reversão temporal para o qual vale

Θ2
t |ψ〉 = |ψ〉 só pode apresentar ńıveis de energia degenerados”. Em sistemas comuns essa

degenerescência acontece com spin↑ e spin↓.

Assim, sabe-se também que para sistemas periódicos a equação de autovalores pode

ser escrita como:

H|ψn~k〉 = En~k|ψn~k〉, (2.101)

que obedece o teorema de Bloch, como já descrito pela Eq. 2.7, na forma: |ψn~k〉 =

ei
~k·~r|un~k〉, em que |un~k〉 são autoestados da Hamiltoniana de Bloch, que por sua vez vale:

H(~k) = e−i
~k·~rHe+i~k·~r, (2.102)

2.3.1.2 Pontos TRIM

Nesse contexto, para os sistemas que sejam invariantes a estrutura de bandas do sis-

tema sofrerá algumas consequências. Por exemplo, os estados localizados em -k e +k ,

possuem a mesma energia. Assim, os sistemas com simetria de reversão tem bandas que

ocorrem aos pares, e portanto são chamados de pares de Kramers. Nesse ponto é que sur-

gem os pontos denominados de TRIM, ou Momentos Invariantes por Reversão Temporal.

Esses pontos k especiais, internos na zona de Brillouin, devem satisfazer −k = k + ~K

para um vetor da rede rećıproca ~K
′

(tal que: |ψn~k+~K〉 = |ψn~k〉). Sendo que são 8 pontos

para sistemas em 3D e 4 pontos em 2D. E como já discutido, desde que [H,Θt] = 0, vale
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a relação para esses pontos:

H(−k)) = Θt(H(k))Θ−1
t , (2.103)

com esses pontos definidos por:

k = Γi=(n1,n2,n3) =
1

2
(n1b1 + n2b2 + n3b3), (2.104)

em que b i são os vetores primitivos da rede rećıproca. Como exemplo pode-se citar os

pontos TRIM de uma rede rećıproca quadrada simples de comprimento π, como consta

na Fig. 2.11.

FIGURA 2.11 – Pontos invariantes por reversão temporal Γi de uma rede 2D quadrada.

2.3.1.3 Invariante Topológico Z2

Assim, considerando o conjunto dessas informações, Fu e Kane apresentaram o método

para determinar o invariante topológico. As quantidades fundamentais para o método são

as matrizes de overlap dos estados Bloch com reversão temporal

wmn(k) = 〈um,−k|Θt|un,k〉, (2.105)

em que já sabemos que vale a relação Θ2
t = −I e desde que 〈Θta|Θtb〉 = 〈b|a〉 , então a

matriz wmn(k) é antisimétrica para k = Γi.

Dessa forma o invariante topológico Z2 pode ser calculado por

(−1)ν0 =
4∏
i=1

δi, (2.106)

em que δi vale

δi =

√
det[w(Γi)]

Pf[w(Γi)]
, (2.107)

em que Pf[w(Γi)] é o Pfaffiano da matriz w. O Pfaffiano é um operador matemático que
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está associado com o determinante de uma matriz anti-simétrica. Para uma dada matriz

A, o Pfaffiano está relacionado com o determinante na forma: Pf2[A] = det[A].

E como estamos interessados em sistemas 3D, teremos então para 8 pontos TRIM:

(−1)ν0 =
8∏
i=1

δi, (2.108)

que é posśıvel simplificar para

(−1)νk =
∏

nk=1;nj 6=k=0,1

δi=(n1n2n3). (2.109)

Os autores demonstraram (FU; KANE, 2006) que essa última expressão na verdade é

bastante simplificada para os sistemas com simetria de inversão espacial, de modo que

teremos δi = ±1. Isso leva à expressão simplificada:

δi =
N∏
m=1

ξ2m(Γi), (2.110)

na qual o ξ2m é definido como:

ξ2m(Γi) = 〈Ψ2m,Γi|P |Ψ2m,Γi〉 . (2.111)

A expressão da Eq. 2.111 é o autovalor do operador paridade P na 2m-ésima banda

ocupada nos pontos TRIM Γi. A quantidade ξ2m(Γi) é igual a 1 ou −1, correspondendo

à paridade par ou ı́mpar das funções de Bloch, respectivamente. O que significa que,

para sistemas com simetria de inversão, o invariante topológico Z2 pode ser definido a

partir do conhecimento da paridade de cada par de Kramer degenerado das bandas de

energia ocupada nos 4 (ou 8 para os nossos casos de interesse) pontos TRIM e de paridade

invariante na zona de Brillouin.

Um material com ν0 = 0 é classificado como topologicamente trivial, enquanto ν0 = 1

indica a previsão de um isolante topológico.

2.3.2 Evolução dos Centros de Carga de Wannier (WCC)

A formulação para o invariante Z2 discutida na seção anterior é apenas uma entre

as variadas abordagens existentes. A depender do material de interesse, suas simetrias e

propriedades, formalismos distintos podem ser exigidos. Já descrevemos as publicações e

parte fundamental do formalismo de Kane, Mele, e Fu. Entretanto, existem, pelo menos,

outros seis trabalhos dedicados a discutir o invariante Z2 (FUKUI; HATSUGAI, 2007; MO-
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ORE; BALENTS, 2007; FUKUI et al., 2008; QI et al., 2008; ROY, 2009; WANG et al., 2010).

Procedimentos diferentes, via métodos teóricos, também podem ser utilizados para clas-

sificar ou não os materiais candidatos a IT. Pode-se incluir o cálculo de superf́ıcie/borda

para determinar seus estados (AVILA et al., 2013), observar a inversão de bandas a partir de

cálculo altamente precisos (FENG et al., 2012), método do Pffafiano ou mesmo o argumento

de continuidade adiabática (LI; SUN, 2020). Evidentemente cada metodologia terá suas

vantagens, mas também podem enfrentar alguma limitação do material, ou limitações de

recursos computacionais.

Nesse trabalho pelo menos dois materiais 3D não são centrossimétricos, inviabilizando

a utilização do método de Kane, Mele e Fu. Isso porque o cálculo via autovalores do

operador paridade não funcionaria para sistema sem simetria de inversão espacial. Além

disso, a simples visualização do fenômeno de inversão de bandas ao incluir o termo re-

lativ́ıstico de spin órbita e correção da energia de quasipart́ıcula pode não ser suficiente

para caracterizá-los como IT, pois alguns materiais podem sofrer forte hibridização, o que

dificultaria encontrar tal inversão em sua estrutura de bandas. Assim, exigem que outra

abordagem seja aplicada para determinar se são ou não isolantes topológicos.

Portanto, o segundo método escolhido para essa tarefa foi descrito primeiramente a

mesma época, em 2011, em trabalhos diferentes por Soluyanov e Vanderbilt (SOLUYANOV;

VANDERBILT, 2011) e Yu et al (YU et al., 2011).

Com a finalidade de descrever o invariante Z2 de um sistema com simetria de rever-

são temporal, o termo polarização de reversão temporal foi descrita como (SOLUYANOV;

VANDERBILT, 2011)

PΘ = P I
ρ − P II

ρ , (2.112)

com rótulos I e II atribúıdos a cada banda. Considerando S = I, II, é posśıvel escrever

a “polarização parcial” (FU; KANE, 2006)

P S
ρ =

1

2π

∮
AS(k) dk, (2.113)

em que A é a conexão de Berry. O invariante pode ser definido como

Z2 = PΘ(t = T/2)− PΘ(t = 0), (2.114)

sendo t um tempo adiabático. É posśıvel reescrever essa Eq. 2.114 nos termos dos Centros

de Carga de Wannier (WCC, do inglês, Wannier charge centers). Usando a definição das
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funções de Wannier (FW) na célula unitária R, tem-se

|Rn〉 =
1

2π

∫ π

−π
dk e−ik(R−x)|unk〉. (2.115)

O WCC x̄n é escrito como o valor médio x̄n = 〈0n|X̂|0n〉 do operador posição X̂ no

estado |0n〉 correspondente a uma das FW na célula unitária com R = 0. Ou seja, teremos

x̄n =
i

2π

∫ π

−π
dk 〈unk|∂k|unk〉. (2.116)

Considerando que
∑

α x̄
S
α = (1/2π)

∮
BZ

ASdΩ para S = I, II, como α se refere aos

estados ocupados e A a conexão de Berry, a Eq. 2.114 se torna

Z2 =
∑
α

[
x̄Iα(T/2)− x̄IIα (T/2)

]
−
∑
α

[
x̄Iα(0)− x̄IIα (0)

]
. (2.117)

Uma vez que o calibre é considerado suave, a evolução dos centros de carga também

deverá ser suave. Dessa forma a Eq. 2.117 representa o invariante topológico Z2 desejado.

Entretanto, os autores deixam evidente que essa expressão só é válida para essa finalidade

proposta seguindo duas condições: (i) se o calibre escolhido for cont́ınuo no meio-ciclo

e (ii) não existir quebra da simetria de reversão temporal (SOLUYANOV; VANDERBILT,

2011).

O calibre que possui essas propriedades (i e ii) é o 1D maximally localized Wannier

functions (MLWF) (YU et al., 2011). E em 1D esses MLWF, constrúıdos com os critérios

certos, são autoestados do operador posição X̂ no subespaço da banda. Assim, a Eq.

2.114, e a Eq. 2.117 especialmente, implicam que rastrear de forma cont́ınua a evolução

dos pares do WCC de t = 0 a T/2, nos levará a uma forma de determinar o invariante Z2

para os sistemas.
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FIGURA 2.12 – Gráficos esquemáticos das curvas dos WCC em diferentes casos. Em (a) o caso trivial,
o WCC não enrola o cilindro; (b) o WCC enrola o cilindro uma vez; (c) o WCC enrola o cilindro duas
vezes, e o ponto de cruzamento marcado pela letra P não é protegido pela simetria de reversão temporal,
sendo eliminado, geralmente; (d) o WCC enrola o cilindro três vezes, um resultado topológico igual ao
do caso (b). Fonte: (YU et al., 2011)

No procedimento, o que precisamos resolver são os autovalores do operador X̂,

X̂ =
∑
iα

Ri|αi〉〈αi| = i
∂

∂kx
. (2.118)

Assim, poderemos determinar o invariante topológico acompanhando a evolução dos

centros de carga das funções de Wannier, considerando ky representando o tempo t fixo

em um subespaço que foi gerado pelas bandas ocupadas. Nesse subespaço, teremos o

operador de projeção

P̂ky =
∑

n ∈ occ,kx

|Ψn,~k〉〈Ψn,~k|, (2.119)

onde o subscrito occ é o subespaço dos estados ocupados. Portanto, devemos determinar
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o autovalor do operador posição projetado na forma (YU et al., 2011)

X̂p(ky) = P̂kyX̂P̂ky

=
∑

nm ∈ occ

∑
kx,k′x,iα

e−iδkx·
~Ri |Ψnkx,ky〉〈Ψnkx,ky |

× |αi〉〈αi|Ψmk′x,ky〉〈Ψmk′x,ky |,

=
∑

nm ∈ occ

∑
kx,k′x,i

1

Ncell

e−i(kx+δkx−k′x)·~Ri |Ψnkx,ky〉〈Ψmk′x,ky |

× [
∑
α

g∗nα(kx)gmα(k′x)],

=
∑
kx,k′x

δ(kx + δkx − k′x)
∑

nm ∈ occ

|Ψnkx,ky〉〈Ψmk′x,ky |

× [
∑
α

g∗nα(kx)gmα(k′x)].

(2.120)

Ou o formato matricial, de maneira mais organizada, seria equivalente a

X̂p(ky) =



0 F0,1 0 0 ... 0

0 0 F1,2 0 ... 0

0 0 0 F2,3 ... 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 FNx−2,Nx−1

FNx−1,0 0 0 0 ... 0


, (2.121)

onde Fi,i′ vale

F nm
i,i+1(ky) =

∑
α

g∗nα(kx,i, ky)gmα(kx,i+1, ky). (2.122)

Dessa maneira, o Z2 está relacionado com o número de enrolamento dos pares dos

centros de carga de Wannier nos diagramas da Fig. 2.12. Nessa figura, em ky = 0, os

valores da matriz aparecem em pares degenerados devido à simetria de reversão temporal,

o que resulta nesses pares de WCC situados em ky = 0, como nos gráficos da Fig. 2.12.

Quando ky se afasta da origem, esses pares se dividem e recombinam em ky = π (eles têm

de ser degenerados novamente). Então, de forma mais espećıfica, o invariante topológico

Z2 será determinado pela soma dos números de enrolamentos de todos os pares. Se for

ı́mpar, o número Z2 será ı́mpar.

Muito embora a abordagem siga uma caminho bastante diferente, ela possui uma

natural concordância com as conclusões de Fu e Kane (FU; KANE, 2007) e a proposta para

o invariante Z2 de Kane e Mele (KANE; MELE, 2005b). Assim, se constitui uma ferramenta
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essencial no estudo da natureza topológica de qualquer material.

As publicações originais apresentam resultados inclusive para os sistemas estudados

nesse trabalho. Assim, a figura abaixo fornece alguns exemplos de resultados feitos a

partir da metodologia descrita, para três sistemas e como interpretá-los para sistemas

com diferentes classificações topolológicas.

FIGURA 2.13 – Dois resultados das evoluções dos WCC para materiais 3D: (a) Sb2Se3 (ABDALLA, 2015);
e 2D: (b) GeI. Em (a) a linha de referência nunca cruza as linhas de evolução dos centros Wannier,
logo o Sb2Se3 é um isolante trivial. No resultado de (b) ao traçar uma linha de referência teremos um
cruzamento ı́mpar de curvas e temos um IT.

Pelo resultado dessa figura, o sistema é claramente um isolante topológico, uma vez

que cada linha horizontal posśıvel sempre cruz um número ı́mpar de curvas no gráfico.

2.3.3 Nı́vel de inversão de bandas

Inspirados em outros trabalhos e publicações, que avaliaram o efeito da interação spin-

órbita na inversão das bandas (LIU; VANDERBILT, 2014; CHEGE et al., 2020a), e também

de um grau de inversão calculado a partir dos coeficientes das autofunções (YAZYEV et al.,

2012), optou-se nesse trabalho pela avaliação de todos esses sistemas do ńıvel de inversão

de bandas, ou seja, calcular para o último estado ocupado, as porcentagens dos estados p

ou s de uma espécie atômica na formação das bandas, com contribuição para caracterizar

a inversão das bandas,

ηinv(i) = N · (ξinv[Kp(i)]/ξM)2, (2.123)

em que N é um fator de normalização, ξM indica a máxima porcentagem da espécia

atômica majoritária na formação orbital do topo da banda de valência e ξinv[Kp(i)] é a

porcentagem do caráter orbital da outra espécie atômica presente na mesma banda, em
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cada ponto-k, que realmente caracteriza a inversão das bandas em um ponto. Assim, essa

equação irá proporcionar um gráfico que passa pelo mesmo caminho de pontos k que cons-

tam na estrutura de bandas. Esse resultado é bastante importante porque poderá mostrar

se a inversão das bandas, caracteŕıstica comumente observada em isolantes topológicos,

é mantida ou se sofre muitas alterações nos diferents métodos abordados. Abaixo consta

um exemplo de outros autores para esse tipo de resultado.

FIGURA 2.14 – Estrutura de bandas do Bi2Te3 calculada com diferentes métodos: LDA e GW com
interação spin-órbita em ambos. Abaixo o grau de inversão das bandas calculado ao longo do mesmo
caminho de pontos k. Fonte: (YAZYEV et al., 2012)

2.4 Detalhes computacionais

2.4.1 Pacote de simulação VASP

Nesse trabalho utilizamos o pacote de simulação Vienna Ab initio Simulation Package

(VASP) para nossos cálculos ab initio baseados na DFT, onde o esquema das equações

de Kohn-Sham estão implementadas (KRESSE; FURTHMÜLLER, 1996). O código computa

soluções aproximadas para a equação do tipo Schrödinger de muitos corpos. Nesse pro-

grama os diferentes funcionais mais simples, como LDA e PBE, mas também o funcionais

criados para contornar o problema da imprecisão no tratamento dos estados excitados

estão implementados, tanto os h́ıbridos, como o HSE06, mas também GW e o DFT-1/2.

De forma geral, o VASP funciona de modo a expandir as funções de onda orbitais em

ondas planas, tomando como regra condições periódicas de contorno, considerando uma

célula periódica formada por uma base atômica. Para resolver as equações de Kohn-Sham

a abordagem presente no formalismo PAW (KRESSE; JOUBERT, 1999) é empregada. Esse

formalismo é utilizado para reduzir o número de ondas planas necessárias para se obter

uma boa acurácia.

Em nosso estudo o parâmetro de corte de energia na expansão das ondas planas foi

de Ecut = 400 eV para todos os sistemas. Para os cálculos autoconsistentes dos sistemas
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da famı́lia (Bi,Sb)2(Se,Te)3 uma malha 8× 8× 8 de pontos-k, centrada em Γ, na zona de

Brillouin foi utilizada. Já para os sistemas CuTl(S,Se)2 uma malha de pontos 6× 6× 6.

Como critério de convergência para cálculos autoconsistentes, sem relaxação de coorde-

nadas atômicas, utilizou-se a energia de 1, 0×10−6 eV. Essas condições escolhidas para os

cálculos foram utilizando tanto para o DFT-padrão, como para o DFT-1/2. Atualmente

uma implementação mais completa do DFT-1/2 no VASP foi desenvolvida pelo Grupo

de Materiais Semicondutores e Nanotecnologia (GMSN) do ITA, uma interface de linha

de comando (CLI) denominada minushalf, com o objetivo de automatizar a aplicação

do método. Com o aux́ılio desse programa os arquivos de entrada podem ser melhores

ajustados para a correção do potencial de cada espécie atômica no sistema, facilitando

visualização do caráter orbital e atômico dos sistemas, além de auxiliar no processo de

maximização do gap.

2.4.2 Determinação do caráter orbital e invariantes topológicos

Para facilitar o entendimento dos sistemas, especialmente o mais complicado deles:

CuTlX2, foram desenvolvidos scripts que tornassem mais automáticas as avaliações do

caráter orbital desses materiais. O primeiro deles, c-orbital.py, permite saber, para qual-

quer ponto-k e para qualquer banda do sistema, porcentagens de contribução dos orbitais

s, p e d para cada espécie atômica na formação da banda, a partir de dados escolhidos

pelo usuário. Para isso basta que o script seja executado na mesma pasta que contem

os arquivos de sáıda do VASP para aquele material. Tal informação é fundamental na

compreensão da qúımica do sistema na região de inversão de bandas (VBM e CBM), mas

mais do que isso, já que essa descrição é crucial para a correta aplicação do DFT-1/2 e

efetiva correção dos potenciais atômicos. Evidentemente esse script espera arquivos de

sáıda provenientes de um cálculo com spin polarização e acoplamento spin-órbita inclusos.

A seguir, na Fig. 2.15, temos um exemplo de input no terminal para o script desen-

volvido e a respectiva sáıda, a entrada do usuário tem a forma: python c-orbital.py

-k 40 -b 52. A primeira instrução para -k define que ponto deve ser lido, e o parâmetro

-b relativo à banda.

O segundo script, d-invers.py, tem como objetivo avaliar o que foi chamado de ńıvel de

inversão de bandas no tópico anterior. Novamente o programa utiliza apenas os arquivos

de sáıda do VASP a partir dos cálculos DFT padrão e DFT-1/2. Para isso ele faz a

leitura das porcentagens do caráter orbital da última banda ocupada ao longo de todos os

pontos-k da simulação. Identificando assim a espécie atômica majoritária naquela banda

e o átomo e seu orbital que caracterizam a inversão. Ao final o programa pode fornecer

diferentes gráficos, a depender da escolha do usuário.

Assim, uma simples entrada na execução do programa determina o gráfico da curva
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FIGURA 2.15 – Sáıda no terminal do programa c-orbital.py a partir de escolhas fornecidas pelo usuário.
Informações sobre caráter orbital e atômico do CuTlS2 no ponto-k 40, na banda 52.

da inversão, ou gráficos para mais átomos presentes no sistema. O script é funcional

não somente para os sistemas binários, como os da famı́lia (Bi,Sb)2(Se,Te)3, mas também

para outros materiais, como o CuTl(S,Se)2, que foram abordados nesse trabalho. Uma

das formas pode ser dada por: python d-invers.py -o 0, para a inversão somente do

TBV:

Uma segunda forma admite avaliar outro átomo do sistema juntamente com a espécie

invertida: python d-invers.py -o 1.

O objetivo principal desse programa é verificar se uma caracteŕıstica fundamental na

descrição dos isolantes topológicos é perdida na aplicação do DFT-1/2, a inversão de

bandas em torno de um ponto. De forma secundária também ajuda a demonstrar o

efeito da forte interação spin-órbita na formação das bandas. De maneira mais formal, o

programa aplica a Eq. 2.123, considerando os resultados obtidos dos cálculos DFT.

Sobre o cálculo de invariante topológico utilizamos programas auxiliares para tratar os

arquivos de sáıda do VASP. O primeiro deles é o WaveTrans, desenvolvido por Feenstra

e Widom, o código lê e converte um arquivo binário produzido pelo VASP (WAVECAR),

para obter os coeficientes de onda plana. De modo que a partir desses coeficientes uma

função de onda do espaço real pode ser constrúıda, com metodologia descrita por Feenstra

et al. (FEENSTRA et al., 2013).

Com esses coeficientes de onda plana obtidos e a informação do número de bandas

ocupadas pode-se calcular a paridade dos autovalores da função de onda nos pontos TRIM.

Para essa tarefa o programa parity, desenvolvido por Matthes et al. (MATTHES et al., 2016),

foi utilizado para obter o invariante topológico Z2.

Na metodologia via WCC o cálculo da conexão de Berry não-Abeliana é feita pelo

programa berry de acordo com Yu et al. (YU et al., 2011; ZHANG et al., 2013). O código
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necessita como informação de entrada os elementos da matriz de overlap da parte periódica

das funções de Bloch 〈un(k)|um(k + dk)〉, além do número de bandas ocupadas.



3 Resultados (Bi,Sb)2(Se,Te)3, CuTlS2 e

CuTlSe2

3.1 Introdução

Desde a primeira publicação em 2009, a respeito de propriedades eletrônicas e topoló-

gicas do Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Se3 e Sb2Te3 em bulk, ainda com cálculos DFT-padrão (PBE)

(ZHANG et al., 2009) e antes disso com o estudo de ligas BixSb1−x com estados de superf́ıcie

complexos (HSIEH et al., 2008), esses materiais despertaram muita atenção da comunidade

cient́ıfica. Mesmo alguns anos antes, a descrição de propriedades termoelétricas e de es-

trutura eletrônica de bandas para, pelo menos, dois desses sistemas foram feitas (MISHRA

et al., 1997b; LARSON, 2006), de modo que os resultados das pesquisas já indicavam esses

materiais como promissores para aplicações tecnológicas. Assim, esses materiais formam

um conjunto de isolantes topológicos 3D populares e bem conhecidos de bastante interesse

tecnológico.

Nesse primeiro trabalho os autores já identificavam gap de energia não-trivial para o

Bi2Se3, com valores relativamente altos para esse tipo de sistema, em torno de 0,3 eV.

Além de calcular para os sistemas a paridade das bandas ocupadas, e determinar, por

exemplo esse material como IT devido à inversão entre dois orbitais pz com paridade

oposta no ponto Γ (ZHANG et al., 2009).

Posteriormente, estudo experimental para o Bi2Te3, baseado no angle-resolved photo-

emission spectroscopy (ARPES), coloca esse material como muito promissor a aplicações

em spintrônica mesmo em alta temperatura, além de o classificarem como um candidato

ideal ao material isolante topológica 3D do tipo mais simples (CHEN et al., 2009). Os

autores registraram um gap de 0,165 eV nessa pesquisa (veja Fig. 3.1).

Pouco tempo depois os primeiros trabalhos teóricos empregando correções de auto-

energia para contabilizar efeitos de quasipart́ıcula são publicados, mais especificamente

o uso da aproximação GW para o Bi2Te3 (KIOUPAKIS et al., 2010). Já evidenciando a

necessidade de método de primeiros prinćıpios altamente preciso em conjunto a inclusão

do acoplamento spin-órbita nos cálculos. O band gap na abordagem LDA foi indireto e
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FIGURA 3.1 – Assinatura ARPES da dispersão das banda ao longo das direções K-Γ-K (no topo) e Γ
(inferior). Das escalas de energia da estrutura de bandas destaca-se: E2: gap de energia (0,165 eV).
Fonte: (CHEN et al., 2009).

de 0,087 eV, enquanto o resultado GW muda drasticamente o cenário, apontando para

existência de um gap direto de 0,165 eV e indireto de 0,166 eV. O que estaria de acordo

com experimentos indicando gap direto de 0,22 eV (THOMAS et al., 1992) e também gap

indireto entre 0,15 e 0,16 eV (AUSTIN, 1958; THOMAS et al., 1992).

Nesse contexto, outros trabalhos utilizando abordagens GW, em diferentes formalismos

foram publicados para os materiais Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3. Aguilera et al. apresentaram

resultados de cálculos GW. Nele destacaram que em todos os casos as massas efetivas da

última banda ocupada e da primeira banda desocupada são significativamente afetadas

pela correção de quasipart́ıcula (AGUILERA et al., 2013a). O resultado da estrutura de

bandas demonstra uma variação evidente no formato das bandas, especialmente para a

última banda ocupada e para o fundo da banda de condução. O formato “em M” da

banda de valência se torna flat no caso do Bi2Te3 e até mesmo desaparece para o Bi2Se3

e Sb2Te3.

Muito embora esses autores não tenham discutido resultados a respeito de band gaps,

é de se supor pelas estruturas de bandas, que para o Bi2Se3 o gap é de aproximadamente

0,2 eV, para o Bi2Te3 de aproximadamente 0,4 eV (indireto) e para o Sb2Te3 o gap é

direto de aproximadamente 0,17 eV, a partir do cálculo GW completo.

O mesmo grupo de pesquisa, em outra publicação, também investigou em mais detalhes

o Bi2Se3 e Bi2Te3 a partir de cálculos GW com duas diferentes abordagens para levar em

conta a interação spin-órbita (AGUILERA et al., 2013b). Não só evidenciaram o papel da

forte interação spin-órbita nesses sistemas, mas demonstraram a metodologia que levou a

resultados mais acurados.

Novamente é percept́ıvel a variação no formato das bandas entre abordagem LDA/GW,
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mas desta vez a forma com que a interação spin-órbita é considera nos cálculos muda

drasticamente o topo da banda de valência e fundo da banda de condução no ponto Γ. O

gap torna-se direto no caso do Bi2Se3 com abordagens GSOCW (0,17 eV) e GSOCW SOC

(0,20 eV), e chega a ir a praticamente zero na abordagem GW + SOC, com um formato

peculiar em “X”. Nesse material a abordagem GSOCW SOC é que leva a um band gap com

melhor concordância com os experimentos. Para o Bi2Te3 essa metodologia leva a gap

de natureza indireta, que estaria em concordância com os experimentos, porém com valor

maior de gap (0,19 eV), o que coloca em dúvida a posição correta do TBV e FBC nesse

estudo teórico (AGUILERA et al., 2013b).

Ainda sobre abordagens GW, Yazyev et al. pesquisaram os efeitos de quasipart́ıcula

nos estados de superf́ıcie e em bulk do Bi2Se3 e Bi2Te3 (YAZYEV et al., 2012). Conclúıram

que as correções de autoenergia, aplicados nos sistemas, com (e sem) a interação spin-

órbita, produzem muitas mudanças no gap e na posição do TBV e FBC, como é posśıvel

ver na Fig. 3.2. Os gaps diretos em Γ reportados, a partir da aproximação GW sem

spin-órbita, foram de 0,212 eV para o Bi2Se3 e de 0,277 eV para o Bi2Te3, enquanto que o

gap fundamental com spin-órbita pouco muda quando comparado com o resultado LDA

(0,29 eV - indireto) para o Bi2Se3, indo a um gap direto de 0,30 eV com o GW. O que

é um resultado muito inesperado, apontando para uma surpreendente acurácia do LDA

para o band gap mı́nimo do sistema. Para o Bi2Te3, entretanto, a mudança é bem maior,

os resultados indicaram gaps indiretos de 0,09 eV para o LDA, e de 0,17 eV para o GW.

Efeitos da interação de van der Waals (vdW) nas propriedades eletrônicas e de trans-

porte no Bi2Te3 também foram estudadas (CHENG et al., 2014). Os autores sugerem que

as interações de vdW não podem ser ignoradas no estudo das propriedades f́ısicas desse

material e de sistemas semelhantes, não só para predições acuradas dos parâmetros de

estrutura cristalina, mas também eletrônicas. Existem mudanças cŕıticas nas bandas de

valência e de condução a partir de diferentes métodos, DFT-padrão (PBE), PBE+vdW e

PBE+vdW+GW. Muito embora a inclusão da interação de van der Waals já proporcione

resultados melhores que o DFT-padrão, é o GW que conduz a resultados de gap próximo

dos experimentais, e o formato quase flat da banda de valência próxima ao ponto Γ. As

predições a partir do funcional que inclui interações de vdW levam a um band gap maior,

de 0,134 eV, próximo ao experimental, onde as bandas próximas ao ponto Γ se distanciam,

quando comparadas com as provenientes de um cálculo PBE. O gap reportado a partir

da abordagem GW é de 0,157 eV, indireto.

Em 2018 Acosta et al. apresentaram resultados a partir de um modelo tight-binding

para descrever materiais isolantes topológicos romboédricos, permitindo descrever a estru-

tura de bandas desses materiais, além de outras propriedades (ACOSTA et al., 2018). Nesse

trabalho o Bi2Se3 possui o TBV entre os pontos Z → F e o formato “em M”, no que foi

chamado de TVB’ - próximo ao ponto Γ. Nessa banda e nesse ponto o caráter orbital pz é
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FIGURA 3.2 – Correções de autoenergia de quasipart́ıcula em função das energias LDA para (a) Bi2Se3
e (b) Bi2Te3 em bulk, calculados sem levar em conta interações spin-órbita. As localizaçõs do TBV
(chamadas na imagem de VBM) e FBC (chamados de CBM) são indicados pelos ćırculos sólidos e abertos,
respectivamente. As linhas correspondem aos “operadores scissors”. (c), (d) São os mesmos gráficos,
mas os termos da matriz relativa a interação spin-órbita são levados em consideração. São notáveis
as mudanças nas correções GW calculadas para os estados que correspondem ao TBV e FBC. Fonte:
(YAZYEV et al., 2012).

dominante e caracteriza a inversão das bandas. Nesse modelo há, portanto, divergências

com resultados GW e experimentos ópticos, de transporte e de fotoemissão de outros

autores (natureza do gap e localização do TBV) (NECHAEV et al., 2015; BAHRAMY et al.,

2012; ORLITA et al., 2015; DUBROKA et al., 2017; MIYATA et al., 2017).

Sobre o Sb2Te3, de maneira mais espećıfica, outra publicação investigou de forma

teórica, com cálculos GW, e experimental (medições EELS) propriedades como o band gap

e a dispersão das bandas (NECHAEV et al., 2015). Descobriram que independentemente

dos parâmetros da estrutura cristalina usados ou da referência da estrutura de bandas de

um cálculo DFT-padrão (LDA ou GGA), a correção proporcionada pela abordagem GW

aumenta o gap fundamental (pode chegar em até 0,2 eV), deslocando o TBV para o ponto

Γ, em boa concordância com os experimentos.

Aguilera et al. posteriormente publicaram novas conclusões para os isolantes topoló-

gicos da famı́lia Bi2Se3, desta vez incluindo o sistema Bi2Te2Se (AGUILERA et al., 2019).

Nesse artigo novamente as diferenças entre cálculos DFT-padrão e GW são apresentados,

mas também experimentais. As bandas de valência são parabólicas nos casos Bi2Se3 e

Sb2Te3, ambos com gap direto e TBV no ponto Γ, e tem forma “em M” (ou “camelback”)

para o Bi2Te3. Aqui novamente, aponta-se outra contradição em relação a trabalhos

anteriores.
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Outros autores também investigaram a origem da inversão de bandas no Bi2Se3. De-

monstraram que o acoplamento spin-órbita, muito embora tenha papel cŕıtico na abertura

do gap, não é o único, ou o maior responsável para a inversão das bandas nesse material,

mas sim os termos relativ́ısticos escalares e as distorções na rede (CHEGE et al., 2020a).

Os autores chegaram a um resultado de 0,28 eV para o band gap.

Assim, fica claro que mesmo com diferentes abordagens teóricas, mesmo as mais cus-

tosas computacionalmente e precisas, como o caso do GW, algumas questões ainda ficam

abertas sobre esse tipo de abordagem teórica. Como a natureza do gap (direto/indireto),

valor do gap invertido, localização real do TBV e FBC, como considerar o acoplamento

spin-órbita de maneira a produzir resultados confiáveis, e até mesmo qual metodologia

leva a descrição mais correta da região de bandas invertidas (AGUILERA et al., 2013b).

Fizemos essa revisão com o intuito de deixar o leitor atualizado sobre os últimos

resultados e os desafios na descrição de propriedades envolvendo esses materiais e as reais

dificuldades na descrição de propriedades eletrônicas e topológicas desses famosos IT.

3.2 Propriedades Estruturais

Os sistemas Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3 compartilham a mesma estrutura cristalina rom-

boédrica, do grupo D5
3d(R3̄m), possuindo 5 átomos na célula unitária. Como exemplo,

esses sistemas comumente são demonstrados em cinco camadas com um arranjo do tipo

Se1-Bi1-Se2-Bi1’-Se1’. É a natureza da configuração desses sistemas, com a existência de

simetria de inversão que permite empregar o método do cálculo do invariante topológico

Z2, descrito no caṕıtulo anterior, para esses sistemas, através da determinação da paridade

das bandas.

A otimização da estrutura cristalina foi realizada considerando os cálculos DFT-

padrão. Para ser coerente em comparações com outros cálculos teóricos, principalmente

aqueles baseados no GW, na otimização das estruturas partimos das constantes de rede de

outras publicações (AGUILERA et al., 2013a), que por sua vez, consideram os parâmetros de

rede experimentais fundamentalmente (AGUILERA et al., 2013b), e em que as interações de

van der Waals (vdW) são explicitamente inclúıdas nos cálculos (CAO et al., 2018). Assim,

os parâmetros de rede foram obtidos a partir da minimização da energia total e todas

as coordenadas atômicas na supercélula foram relaxadas até que as forças de Hellman-

Feynman se tornem menores que 0,001 eV Å−1. A tabela 3.1 resume os parâmetros de

rede obtidos para os materiais da famı́lia do seleneto de bismuto e utilizados em todos os

cálculos. É posśıvel notar que o DFT-padrão consegue alcançar ótimos resultados quando

comparado com as constantes de rede a e c experimentais, obtendo praticamente o mesmo

resultado para o caso do Bi2Se3 e Sb2Te3.
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TABELA 3.1 – Parâmetros de rede e volume em comparação entre aqueles obtidos pelo DFT-PBE e
valores experimentais para o Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3.

Sistema
a (Å) c (Å) Volume (Å3)

Experimental DFT Experimental DFT Experimental DFT

Bi2Se3 4,138/4,143[1] 4,143 28,64[1] 28,636 141,56[1] 141,88

Bi2Te3 4,383/4,386[1] 4,449 30,497[1] 31,150 169,11[1] 178,03

Sb2Te3 4,25[2]/4,264[3] 4,264 30,4[2−3] 30,458 158,51[2] 158,86

Referências: [1](NAKAJIMA, 1963), [2](ZEMANN, 1965), [3](ANDERSON; KRAUSE, 1974)

A Fig. 3.3 contém uma célula unitária do sistema Bi2Te3, mas que é equivalente para

os sistemas Bi2Se3, e Sb2Te3, assim como o destaque para os pontos de alta simetria na

zona de Brillouin. Para os outros dois sistemas, CuTlS2 e CuTlSe2 tem-se a Fig. 3.4, que

também é equivalente, na geometria, para ambos.

FIGURA 3.3 – Estrutura cristalina utilizada para o Bi2Te3 com (a) vista superior da célula unitária e
(b) vista lateral da estrutura romboédrica, e em (c) as correspondentes zonas de Brillouin em bulk (parte
inferior) e em 2D (parte superior) e seus respectivos pontos de alta simetria.

Detalhes sobre outros parâmetros de rede e dados cristalográficos, como coordenadas

atômicas dos átomos estão disponibilizados na Tabela 3.2 para todos os compostos da

famı́lia do Bi2Se3.



CAPÍTULO 3. RESULTADOS (BI,SB)2(SE,TE)3, CUTLS2 E CUTLSE2 82

FIGURA 3.4 – Estrutura cristalina utilizada para o CuTlS2 e CuTlSe2.
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TABELA 3.2 – Vetores de rede e coordenadas atômicas dos três compostos.

Bi2Se3

Vetores

de rede

a1 2.071500 1.195981 9.545333

a2 -2.071500 1.195981 9.545333

a3 0.000000 -2.391962 9.545333

Posições

atômicas

Bi 0.4008 0.4008 0.4008

Bi 0.5992 0.5992 0.5992

Se 0.0000 0.0000 0.0000

Se 0.2117 0.2117 0.2117

Se 0.7883 0.7883 0.7883

Bi2Te3

Vetores

de rede

a1 10.696681 0.000000 0.000000

a2 9.771256 4.352189 0.000000

a3 9.771256 2.077706 3.824224

Posições

atômicas

Bi 0.6007 0.6007 0.6007

Bi 0.3993 0.3993 0.3993

Te 0.7882 0.7882 0.7882

Te 0.0000 0.0000 0.0000

Te 0.2118 0.2118 0.2118

Sb2Te3

Vetores

de rede

a1 2.132001 1.230911 10.152667

a2 -2.132001 1.230911 10.152667

a3 0.000000 -2.461822 10.152667

Posições

atômicas

Sb 0.3988 0.3988 0.3988

Sb 0.6012 0.6012 0.6012

Te 0.7872 0.7872 0.7872

Te 0.2128 0.2128 0.2128

Te 0.0000 0.0000 0.0000

3.3 Propriedades Eletrônicas

O primeiro ponto a ser descrito é a importância de inclusão da interação spin-órbita

em nossos cálculos. Não só a respeito da abertura do gap, mas como um dos elementos

responsáveis pelo surgimento da inversão das bandas nos isolantes topológicos, como é

apontado por diversos trabalhos. Para deixar isso claro a Fig. 3.5 compara nossos resul-

tados, a partir de um cálculo DFT-GGA, incluindo (ou não) o acoplamento spin-órbita
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(ASO) para o Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3 e CuTlSe2.

FIGURA 3.5 – A importância da inclusão da interação spin-órbita no resultado de estrutura eletrônica
de bandas do Bi2Se3, Sb2Te3, Bi2Te3 e CuTlSe2 um resultado que é equivalente para materiais da mesma
famı́lia. A linha vermelha inclui o acoplamento spin-órbita (ASO) e a linha preta sem acoplamento SO.
E = 0 é igual a EF .

As diferenças são bastante pronunciadas em todas as bandas ocupadas, mas também

nas bandas desocupadas que aparecem nesses limites de energia para esses sistemas. Além

disso, é notável um gap direto em Γ, com bandas em formato parabólico, quando a

interação SO está fora dos cálculos para o Bi2Se3. Ao incluir essa interação, a dispersão

muda ao ponto que o TBV toma um formato “em M” e se aproxima do ńıvel de Fermi,

para o FBC a diferença é menor, apresentando concavidade menos acentuada. Para o

Bi2Te3 as mudanças no formato são bem semelhantes, mas com mudanças maiores na

região Γ ← Z → F e o formato M mais evidente no ponto Γ. Já para o Sb2Te3 a

diferença é ainda mais substancial e cŕıtica pois sem o ASO o gap é praticamente nulo (∼
0,01 eV), e somente incluindo a interação tem-se a abertura do gap e o formato flat no

TBV. O CuTlSe2 não sofre alterações significativas de modo geral, apenas um aumento

no gap invertido no ponto Γ. Assim, classificamos como fundamental levar em conta, em

todos nossos cálculos, o acoplamento SO, exceto o processo de relaxação e otimização de

estruturas.

Para resumir as mudanças na natureza e valor do gap fundamental a Tabela 3.3 contém

os band gaps desses sistemas na abordagem DFT-PBE com e sem interação spin-órbita.
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Para compatibilizar a comparação com o resultado de outros autores também indicamos

essas diferenças somente levando em conta os pontos de alta simetria F ← Γ→ L da zona

de Brillouin, isso porque muitos trabalhos investigam somente o band gap e as correções

da energia de quasipart́ıcula levando em conta essa região.

TABELA 3.3 – Resultados do gap fundamental para os 5 sistemas estudados em comparação com a
inclusão ou não do acoplamento spin-órbita (ASO), a partir de um cálculo DFT-padrão (PBE). Gaps
diretos e indiretos apresentam subscrito d e i, respectivamente. Resultados para o caminho F ← Γ→ L
já incluem ASO, nessa região para o Bi2Se3 é que se identifica o gap mı́nimo com ASO. Para os sistemas
CuTlX2: não se aplica (N/A) para a última coluna, pois calculamos em K ← Γ→M .

Material Eg (eV)

Sem ASO Com ASO F ← Γ→ L

Bi2Se3 0,215d 0,257i -

Bi2Te3 0,334d 0,137i 0,356i

Sb2Te3 0,015d 0,122i 0,297d

CuTlS2 0,856d 0,858d N/A

CuTlSe2 1,044d 1,095d N/A

Após uma visão geral sobre gaps e dispersão de bandas com a interação SO, o próximo

passo na análise desses sistemas é uma discussão qualitativa sobre o caráter orbital e

atômico das bandas de valência e condução para esses sistemas. É dessa forma que será

posśıvel observar o fenômeno da inversão das bandas nesses materiais, tão caracteŕıstico

para os isolantes topológicos. Os próximos resultados da estrutura eletrônica de bandas

são constrúıdos dando destaques a contribuição dos estados s, p e d na formação das

bandas, proporcionados ainda por cálculos DFT-padrão.

A estrutura eletrônica de bandas do Bi2Se3, a partir do cálculo PBE com intera-

ção SO (Fig. 3.6), leva a um gap indireto de 0,257 eV, com TBV localizado no ponto

(0.026, 0.026, 0.000) e FBC no ponto Γ, no TBV o formato “em M” é caracteŕıstico e está

de acordo com os trabalhos citados na tópico anterior.

Para o Bi2Te3 o DFT-padrão leva a um gap indireto na região próxima ao ponto Γ

de 0,356 eV, entretanto esse não é o gap mı́nimo para o sistema. Como é posśıvel ver na

Fig. 3.7 o FBC está localizado entre os pontos Γ→ Z (0.256, 0.256, 0.256), e o TBV está

entre os pontos Z → F (0.500, 0.500, 0.385), o que leva, portanto, a um gap fundamental

indireto de 0,137 eV.

No sistema Sb2Te3 os resultados PBE apontaram para um gap direto no ponto Γ de

0,297 eV, e a BV e BC no formato plano nessa região. O gap mı́nimo desse material,

entretanto, é indireto de 0,122 eV, com FBC no ponto (0.179, 0.179, 0.179) entre Γ→ Z e

TBV no ponto (0.500, 0.500, 0.372) entre Z → F , de forma semelhante ao sistema Bi2Te3.

Para efetivamente fazer a correção do gap e estrutura de bandas dos nossos sistemas

com o método DFT-1/2, é preciso avaliar os resultados a respeito do caráter orbital e
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FIGURA 3.6 – Resultado da estrutura de bandas do Bi2Se3 bulk, a partir de cálculos DFT-PBE, incluindo
acoplamento spin-órbita. A figura dá destaque a inversão do caráter orbital das bandas próximo aos
pontos F-Γ-L.

FIGURA 3.7 – Resultado da estrutura de bandas para o Bi2Te3 bulk, a partir de cálculos DFT-PBE,
incluindo acoplamento spin-órbita e sua respectiva densidade de estados (DOS).

atômico na formação das bandas de forma mais quantitativa. No nosso caso, dada a

natureza desses sistemas, essa análise é feita na última banda ocupada, e na primeira

desocupada, no ponto Γ. A Fig. 3.9 organiza em porcentagens as contribuições dos

estados s, p e d e por átomo, para cada sistema, na formação das bandas na região

escolhida.
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FIGURA 3.8 – Resultado da estrutura de bandas para o Sb2Te3 bulk, a partir de cálculos DFT-PBE,
incluindo acoplamento spin-órbita e sua respectiva densidade de estados (DOS).

FIGURA 3.9 – Contribuições dos estados na formação da banda de valência e condução no ponto Γ para
os cinco sistemas estudados. Usamos estes parâmetros para a ocupação fracionária.

Esses resultados já deixam evidenciados as caracteŕısticas da inversão de bandas desses

sistemas. Para o Bi2Se3, a inversão ocorre essencialmente em razão do caráter orbital p-Se

e p-Bi, no Bi2Te3 de forma semelhante estados p-Te e p-Bi. No Sb2Te3 sendo p-Te e p-Sb,

nos três sistemas o estado d tem contribuições pouco relavantes, chegando a ser menor
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que 4%. Nos sistemas CuTlS2 e CuTlSe2 a análise é um pouco mais complexa e a inversão

é caracterizada essencialmente pela inversão dos estados s e d, como ficará mais evidente

nos resultado de estrutura de bandas.

O procedimento padrão no DFT-1/2 exige a determinação do parâmetro CUT via

maximização do gap fundamental em semicondutores. Entretanto, como estamos tra-

tando de isolantes topológicos, de gap não trivial e bandas invertidas, o processo é o de

minimização do valor absoluto do gap, uma vez que gap com caráter orbital invertido

são representados por valores negativos. A Fig. 3.10 contém alguns resultados para a

determinação do parâmetro CUT via método variacional.

FIGURA 3.10 – Gráficos da variação do gap em função do parâmetro CUT escolhido para o (a) Bi2Se3,
(b) Bi2Te3, (c) CuTlS2 e (d) CuTlSe2 para a correção do potencial de uma espécie atômica do sistema.

Observe que todas as correções são feitas com amplitude igual a −1, como se fizéssemos

a correção da condução em um isolante trivial. Dessa forma, obtemos a Tabela 3.4 de

parâmetros CUT para cada espécie atômica nos diferentes sistemas.
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TABELA 3.4 – Parâmetro CUT do DFT-1/2 para a valência (v), para os cinco materiais. Utilizamos a
amplitude da correção considerando A= −1, pois estamos fazendo a correção de materiais que possuem
inversão de caráter das bandas. Fazemos a correção da valência como se fosse a condução, e a condução
como se fosse realizada para a valência. Por isso utilizamos a amplitude “invertida” (A = −1).

Material CUT (v) d

Bi2Se3

Bi 3.00 3.38

Se 1.25 3.53

Bi2Te3

Bi 4.00 3.92

Te 1.75 3.50

Sb2Te3

Sb 2.25 3.15

Te 1.75 3.45

CuTlS2

Cu 0.00 3.15

Tl 3.00 3.45

S 1.75 3.02

CuTlSe2

Cu 0.00 3.15

Tl 3.00 3.32

Se 1.50 3.40

Na Fig. 3.11 é posśıvel ver em mais detalhes e de forma mais ampla as mudanças

gerais na estrutura de bandas dos materiais entre o cálculo DFT-padrão e o DFT-1/2, no

caminho Γ− Z − F − Γ− L em uma faixa de energia maior. Como exemplo destacamos

o Bi2Se3 e Sb2Te3. É notável que as maiores mudanças ocorrem na banda de valência e

condução, mas a transformação é realmente significativa no formato das bandas na região

de inversão (ao redor ou próximo ao ponto Γ) e seu ńıvel de energia.

FIGURA 3.11 – Resultados das estruturas de bandas do Bi2Te3 e Sb2Te3, em comparação a abordagem
DFT-PBE (linha tracejada preta) e DFT-1/2 (linha roxa) para dois dos sistemas estudados.

Para confirmar a natureza do gap fundamental (direta/indireta) na região de inversão

de caráter e o formato final das bandas após a correção do DFT-1/2, tomamos o caminho

F −Γ−L para os três sistemas da famı́lia Bi2Se3, e K−Γ−M para CuTlS2 e CuTlSe2, e
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plotamos as bandas projetadas. Os resultados constam na Fig. 3.12. Assim, confirmamos

o gap direto, com formato de bandas parabólicas para o Bi2Se3 e Sb2Te3, indireto (por

uma pequena margem) para o Bi2Te3 com um formato em M para o TBV. CuTlS2 e

CuTlSe2 não passam por transformações significativas.

FIGURA 3.12 – Resultados de estrutura de bandas projetadas nos orbitais, as cores são proporcionais
aos estados s e p, para todos os sistemas estudados.

A respeito dos band gaps fundamentais resolvemos realizar uma ampla comparação

com trabalhos teóricos baseados em aproximações GW e HSE06 e também com diferentes

resultados experimentais. Os resultados estão resumidos na Tabela 3.5 e indicam que a

correção do DFT-1/2 segue o mesmo sentido das outras metodologias, apontando para

uma redução no valor absoluto do gap. Comparando com gaps experimentais observa-

mos que as diferenças são pequenas, em torno de no máximo 0,1 eV, e ainda menor se

considerarmos o caso do Sb2Te3, com 0,07 eV de diferença. Para os sistemas CuTlX2, a

comparação foi apenas com resultados teóricos e também apontou para diferenças peque-

nas para o CuTlSe2.
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TABELA 3.5 – Gaps de energia a partir de cálculos PBE, DFT-1/2, GW e HSE06 do Bi2Se3, Bi2Te3,
Sb2Te3, CuTlS2 e CuTlSe2 em comparação com os valores experimentais e outras metodologias (em
eV). Todos os cálculos incluem o ASO. As linhas referentes ao GW incluem os diferentes esquemas de
aplicação, e.g., G0W0, GSOCWSOC , GSOCW e GW+SOC.

Bi2Se3 Bi2Te3 Sb2Te3 CuTlS2 CuTlSe2

PBE 0.26 0.36 0.30 0.86 1.09

DFT-1/2 0.10 0.27 0.10 0.74 0.98

GW

0.19a 0.30e 0.17e 0.165b 0.17i 0.20h

0.21f 0.34a 0.156c 0.157d 0.185 ∼ 0.228j 0.41k 0.85k

0.20l 0.221j 0.19l

HSE06 0.165m 0.202m 0.157m 0.06∗ 0.4k

Experimental 0.20∼0.33 0.13∼0.17 0.15∼0.21

a(NECHAEV et al., 2013), b(KIOUPAKIS et al., 2010), c(NECHAEV; CHULKOV, 2013),

d(CHENG et al., 2014), e(YAZYEV et al., 2012), f (AGUILERA et al., 2019),

h(NECHAEV et al., 2015), i(AGUILERA et al., 2013a), j(LAWAL et al., 2017),

k(VIDAL et al., 2011), l(AGUILERA et al., 2013b), m(PARK; RYU, 2016).

∗Não foi constatado um gap invertido (negativo), ou seja, uma previsão errada da classe

topológica (Ref.k).

3.4 Propriedades Topológicas

A inversão de caráter das bandas é um bom indicador de caráter topológico para os

sistemas, e seria uma forma definitiva de determinar se um material é ou não um IT se os

cálculos fossem exatos. Entretanto, já discutimos que aproximações para EXC sempre são

feitas. Assim, mais estudos relacionados a propriedades topológicas são necessários para

chegarmos a resultados conclusivos. Nessa seção investigamos em detalhes as propriedades

topológicas dos materiais.

Os resultados para o ńıvel de inversão de bandas calculados para os principais sistemas

constam na Fig. 3.13. O resultado para o Bi2Te3 pode sugerir um posśıvel erro entre

os pontos F e Γ no gráfico para o DFT-1/2, entretanto a curva que se diferencia neste

intervalo é explicada pelo cruzamento das bandas nesse caminho. Isso pode ser confirmado

ao olhar-se em detalhes a estrutura de bandas no último ńıvel ocupado neste mesmo

intervalo.
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FIGURA 3.13 – O grau de inversão das bandas: um comparativo entre os cálculos DFT-padrão (linha
tracejada azul) e os resultados provenientes do DFT-1/2 (linha amarela), ambos levam em conta o aco-
plamento spin-órbita (SOC), para os sistemas Bi2Se3, Bi2Te3 e Sb2Te3. Os gráficos são resultantes da
Eq. 2.123.

As tabelas abaixo contem os resultados do invariante Z2 a partir de diferentes funci-

onais de correlação e troca. Para esse cálculo foram utilizados os quatro pontos TRIM

inequivalentes para esses sistemas: Γ(0,0,0), L(π,0,0), F(π,π,0) e Z(π,π,π), em coordena-

das K reduzidas.
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TABELA 3.6 – Invariante Z2 para alguns sistemas estudados, resultados a partir de um cálculo com
correção do DFT-1/2.

Bi2Te3

Z2

Γ + - + - + + - + - - + - - + (-)

L + - + - + - - + + - + - - - (+)

F - + + - + - + - - + - + - - (+)

Z + - + - + - + - - - - + - + (+)

Bi2Se3

Z2

Γ + - + - + - + + - - + - - + (-)

L + + - - + - - + - + + - - - (+)

F - + + - + - + - - + - + - - (+)

Z + - + - + - - + - - - - + + (+)

Sb2Te3

Z2

Γ + - + - + + - + - - + - - + (-)

L + + - - + - - + + - + - - - (+)

F - + + - + - + - - + - + - - (+)

Z + - + - + - - + - - + - - + (+)

Para comparar novamente os resultados do DFT-1/2 optamos por realizar cálculos

relativos ao invariante Z2 a partir de diferentes métodos, como o HSE, que consta na

Tabela 3.7. E também da mesma forma fez-se este cálculo a partir de resultados DFT

padrão (PBE), com o objetivo de atestar posśıveis diferenças no cálculo de invariantes, a

Tabela 3.8 contêm esses resultados de invariante para os três principais sistemas.
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TABELA 3.7 – Resultados do invariante Z2 para alguns sistemas estudados, obtidos a partir de um
cálculo com funcional h́ıbrido HSE06.

Bi2Se3

Z2

Γ + - + - + - + + - + - - - + (-)
L + - + - + - - + + - + - - - (+)
F - + + - + - + - - + - + - - (+)
Z + - + - + - - + - - + - - + (+)

Bi2Te3

Z2

Γ + - + - + - + + - + - - - + (-)
L + - + - + - - + + - + - - - (+)
F - + + - + - + - - + - + - - (+)
Z + - + - + - + - - - - + - + (+)

Sb2Te3

Z2

Γ + - + - + - + + - - + - - + (-)
L + - + - + - - + + - + - - - (+)
F - + + - + - + - - + - + - - (+)
Z + - + - + - - + - - + - - + (+)

TABELA 3.8 – Resultados do invariante Z2 para alguns sistemas estudados, obtidos a partir de um
cálculo DFT-padrão.

Bi2Se3

Z2

Γ + - + - + - + + - + - - - + (-)

L + - + - + - - + + - + - - - (+)

F - + + - + - + - - + - + - - (+)

Z + - + - + - - + - - + - - + (+)

Bi2Te3

Z2

Γ + - + - + - + + - + - - - + (-)

L + - + - + - - + + - + - - - (+)

F - + + - + - + - - + - + - - (+)

Z + - + - + - + - - - - + - + (+)

Sb2Te3

Z2

Γ + - + - + + - + - - + - - + (-)

L + - + - + - - + + - + - - - (+)

F - + + - + - + - - + - + - - (+)

Z + - + - + - - + - - + - - + (+)
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Com esses resultados fica claro que todos esses três métodos confirmam esses três

materiais como isolantes topológicos, com Z2 = 1 no ponto Γ. Ratificam, portanto, o que

as indicações que as estruturas de bandas com caráter orbital e atômico nos fornecem são

coerentes com a classe topológica.

Como já discutido, a determinação do invariante topológico no formalismo dos centros

de carga de Wannier (WCC) é uma metodologia eficiente para qualquer sistema, podendo

ser, ou não, centrossimétricos. Assim, decidimos aplicar para o CuTlS2 e CuTlSe2 esta

abordagem tanto para cálculos provenientes do DFT padrão, e também para cálculos

baseados no DFT-1/2.

O invariante topológico do sistema é definido pelo número de cruzamentos a partir

de uma linha de referência horizontal arbitrária conectando dois pontos TRIM com as

curvas de evolução de fase dos centros de carga de Wannier (WCC). Um número ı́mpar

de cruzamentos implica em um invariante topológico Z2 = 1. Os resultados do DFT-

PBE e do DFT-1/2 estão resumidos na Fig. 3.14. É posśıvel observar que tanto para o

CuTlS2 quanto para o CuTlSe2, considerando uma linha arbitrária de referência na região

inferior dos gráficos, um número ı́mpar de cruzamentos (apenas um cruzamento), ou seja,

invariante Z2 = 1. Assim, confirmando-os como isolantes topológicos. Os resultados são

muito semelhantes com os fornecidos pelo cálculo DFT padrão.

FIGURA 3.14 – WCC calculado para os sistemas CuTlS2 e CuTlSe2, em comparação os cálculos realizados
via DFT-PBE e DFT-1/2. Como a linha de referência que corta as curvas dos gráficos entre os WCC é
ı́mpar, trata-se de um isolante topológico.
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Com os resultados finais do invariante topológico Z2 para o DFT-1/2 nesses materi-

ais, e também os resultados da literatura demonstrando que correção do gap é bastante

importante para uma correta descrição dos ITs, conseguimos demonstrar que a aplicação

do DFT-1/2 a esses sistemas é bastante satisfatória. Os resultados com essa metodologia

são muito próximos do GW ou de funcionais h́ıbridos para os 5 materiais considerados

neste caṕıtulo. Não somente obtemos as mesmas tendências e assinaturas no formato

das bandas de valência e condução, mas o valores para o gap também estão dentro da

faixa experimental. Assim, o resultado é extremamente satisfatório e abre um caminho

para a simulação de materiais mais sofisticados com uma metodologia de baixo custo

computacional.



4 Resultados da liga (Bi1−xSbx)2Se3

4.1 Introdução

Um dos grandes desafios para as aplicações de isolantes topológicos em maiores tem-

peraturas é a necessidade de maiores band gaps (ZHANG et al., 2011). Assim, mapear

novos candidatos a IT tem sido uma atividade para a pesquisa teórica e experimental.

Neste contexto, ligas que podem apresentar transição de fase topológica (BARMAN; ALAM,

2018), bem como maximização de propriedades eletrônicas e maior flexibilidade na escolha

de materiais (TAGHIZADE et al., 2014; NOURBAKHSH, 2013), têm recebido muita atenção

nos últimos anos.

Desde a descoberta dos IT 3D, como as tetradimitas da famı́lia do telureto de bismuto

(Bi2Te3) com band gap experimental relativamente alto, na ordem de 0,3 eV, o interesse

por estes materiais sofreu um aumento significativo (HEREMANS et al., 2017). Assim,

outros compostos envolvendo estes elementos ou combinações deles em sistemas ternários,

quaternários e ligas têm sido objeto de diferentes pesquisas (REN et al., 2010; NIU et al.,

2012; PAN et al., 2014; TANG et al., 2014a).

Os primeiros estudos experimentais e teóricos sobre as propriedades topológicas das

ligas já apontavam para materiais como o Bi1−xSbx e os elevavam à categoria de candida-

tos à realização de “materiais isolantes topológicos” (HSIEH et al., 2008). Os dois primeiros

cálculos teóricos envolvendo (BixSb1−x)2Se3 tiveram como objetivo fundamental o estudo

da transição de fase topológica neste material (LIU; VANDERBILT, 2013; ABDALLA et al.,

2015). Ambos os autores relatam que há uma transição de fase, saindo de uma ordem tri-

vial para topológica em x ≈ 0, 4, com o gap fechando nesta concentração (ABDALLA et al.,

2015). Embora a transição de fase faça sentido se considerarmos o composto Sb2Se3 como

um isolante convencional (IC), resultados mais recentes sugerem o contrário (ARAMBERRI;

NOZ, 2017; CAO et al., 2018).

Por muito tempo, vários autores classificaram o Sb2Se3 puro como um IC (VADAPOO et

al., 2011), destacando a possibilidade de transições de fase topológicas devido à pressão (LI

et al., 2014) e deformação (LIU et al., 2011). Mesmo em revisões recentes, Sb2Se3 continuou

a receber a classificação de isolante convencional, em contraste com outras tetradimites
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semelhantes. Porém, devemos ressaltar que todos esses estudos consideraram sua fase

cristalográfica mais estável, a chamada estrutura “estibinita”(HEREMANS et al., 2017).

Recentemente, entretanto, foi demonstrado que o sistema Sb2Se3 é um IT forte quando

consideramos a estrutura cristalina romboédrica e parâmetros de rede corretos (CAO et al.,

2018). É óbvio que, em certo sentido, parâmetros estruturais imprecisos são equivalen-

tes à aplicação de uma deformação e, portanto, podem levar a julgamentos diferentes e

incorretos da classe topológica do material sob abordagens teóricas. O que vai além até

mesmo das incorrentas classificações de ordem topológica provenientes de erros intŕınsecos

da DFT (VIDAL et al., 2011) já discutidos no texto.

Isto evidentemente não significa que haja um erro em trabalhos anteriores que con-

sideraram o Sb2Se3 como um IC, mas apenas previsões para uma fase cristalina distinta

deste material. Como agora, o Sb2Se3 é amplamente considerando um IT na fase crista-

lina romboédrica, podemos construir a liga (BixSb1−x)2Se3 usando como base a estrutura

da famı́lia do seleneto de bismuto (Bi2Se3). Desta forma, a estrutura e o arranjo atômico

permanecem os mesmos em toda a faixa da composição.

Nesse caṕıtulo apresentamos resultados detalhados das propriedades estruturais, es-

trutura eletrônica e ordem topológica da liga (BixSb1−x)2Se3, em estrutura romboédrica, a

partir de uma abordagem estat́ıstica com resultados do formalismo da teoria do funcional

da densidade (DFT), incluindo correções de quasipart́ıculas aproximadas. Apresentamos

também resultados para o invariante topológico Z2 para a liga.

4.2 Expansão da liga (BixSb1−x)2Se3 em clusters

Os clusters que representam (BixSb1−x)2Se3 são definidos a partir da expansão em

supercélulas de 2 × 2 × 1 da célula unitária do seleneto de bismuto, conforme mostrado

na Fig. 4.1 e seus rótulos apropriados. Um total de 34 diferentes configurações posśıveis

para os clusters são levadas em consideração e estão listadas na tabela 4.1. Essas classes

de cluster e sua degenerescência gj são suficientes para abranger todas as combinações

posśıveis para as posições dos átomos Bi e Sb na supercélula.
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FIGURA 4.1 – Ilustração de um sistema periódico 3D para uma configuração atômica espećıfica, classe j =
11. Nesta supercélula, os śıtios atômicos são representados pelos rótulos 1,2,3,...,8. Consequentemente,
adotamos “BBBSBSSS”para descrever esta configuração, considerando B para representar átomos de Bi
e S para representar átomos de Sb.

Como cada configuração de cluster j pode ser considerada individualmente como um

sistema infinito e periódico, suas propriedades f́ısicas podem ser calculadas via DFT in-

dividualmente. Na tabela 4.1 resumimos informações básicas dos clusters individuais

considerados na liga.

TABELA 4.1 – As 34 classes diferentes de clusters da supercélulas de vinte átomos para estudo da liga
3D. Tabela constrúıda com base na coluna “Átomos de Sb”. Os rótulos para os locais ocupados pelos
átomos de Sb no cluster podem ser encontrados na Fig. 4.1.

j nj g j Átomos de Sb j nj g j Átomos de Sb

1 0 1 - 18 4 4 8,7,4,3

2 1 8 8 19 4 8 8,6,4,3

3 2 8 8,7 20 4 16 8,5,4,3

4 2 4 8,5 21 5 16 8,7,6,4,3

5 3 8 8,7,6 22 4 4 8,6,3,1

6 4 2 8,7,6,5 23 5 16 8,6,5,4,3

7 2 4 8,4 24 6 8 8,7,6,5,4,3

8 2 8 8,3 25 4 2 8,5,4,1

9 3 16 8,7,4 26 5 8 8,7,5,4,1

10 3 8 8,5,3 27 4 2 8,5,3,2

11 4 8 8,7,6,4 28 5 8 8,7,5,3,2

12 2 4 8,1 29 6 4 8,7,6,5,3,2

13 3 8 8,5,4 30 6 4 8,7,6,4,3,2

14 3 16 8,6,3 31 6 8 8,7,5,4,3,2

15 4 16 8,7,5,4 32 6 4 8,6,5,4,3,1

16 4 8 8,6,5,3 33 7 8 8,7,6,5,4,3,2

17 5 8 8,7,6,5,4 34 8 1 8,7,6,5,4,3,2,1
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4.3 Propriedades Estruturais

Para todas as configurações de cluster, consideramos a estrutura cristalina da famı́lia

Bi2Se3, ou seja, compostos binários de tetradimitas, por exemplo, Bi2Te3 e Sb2Te3. Que

possui uma célula primitiva romboédrica, com célula unitária hexagonal, pertencente ao

grupo espacial D5
3d(R3̄m) (ZHANG et al., 2009). Este sistema é organizado em camadas

qúıntuplas (CQ), com dois śıtios Se inequivalentes, na forma Se1-Bi-Se2-Bi-Se1.

É preciso cautela ao analisar a śıntese do sistema (Bi1−xSbx)2Se3, especialmente em

concentrações com predomı́nio do Sb. Isso porque não parece ser trivial a śıntese da fase

romboédrica do Sb2Se3 (AGUILERA et al., 2019), o que parece tornar as ligas com altas

concentrações de Sb, e portanto mais próximas do limite Sb2Se3, algo mais complexo que o

natural (SATAKE et al., 2018). Apesar deste problema, uma investigação teórica detalhada

através de cálculos DFT e dinâmica molecular do Sb2Se3 em estrutura romboédrica con-

firma que ele é energeticamente e cineticamente estável em temperaturas finitas (CAO et

al., 2018). Recentemente, um trabalho experimental teve sucesso no crescimento de Sb2Se3

romboédrico para um filme ultrafino. Embora não tenham identificado assinaturas da to-

pologia não trivial de Sb2Se3, os autores destacaram que a principal possibilidade de fazer

Sb2Se3 um isolante topológico é escolher um substrato apropriado, capaz de superar o

“problema da fase ortorrômbica” (MATETSKIY et al., 2020).

Antes desses trabalhos também foram preparados filmes finos de (Bi1−xSbx)2Se3 mos-

trando a coexistência da fase romboédrica e ortorrômbica na liga em concentrações espe-

ćıficas, nas quais a fase romboédrica predomina de forma estável até x = 0,5 (LIU et al.,

2017). Por outro lado, outros trabalhos demonstraram o crescimento bem-sucedido da

epitaxia por feixe molecular (MBE) de filmes finos romboédricos de (Bi1−xSbx)2Se 3 com

altas concentrações de Sb (com valores altos para x, indo até x = 0,8) (SATAKE et al.,

2018). Do ponto de vista experimental, a śıntese de uma fase romboédrica (Bi1−xSbx)2Se3

em toda a gama de composições pode ser induzida pela escolha do substrato apropriado,

strain ou técnicas experimentais apropriadas (MATETSKIY et al., 2020). No entanto, este

problema ainda é uma questão em aberto.

Gostaŕıamos também de enfatizar que a metodologia adotada neste trabalho, o GQCA,

requer o mesmo arranjo atômico para todas as configurações de cluster. Portanto, uma

comparação entre romboédrico e ortorrômbico/estibnita (ou coexistência dessas fases)

exige outra abordagem termodinâmica e vai além deste trabalho. No entanto, os resul-

tados experimentais indicaram que esta śıntese poderia ser, em prinćıpio, alcançada nas

condições adequadas e nas apresentadas. Assim, o formalismo apresentado é válido para

qualquer liga de (Bi1−xSbx)2Se3 em sua fase romboédrica.

Para o Bi2Se3 puro (j = 1), identificamos a = 4.143 Å e c = 28.636 Å, valores iguais

ou muito próximos dos experimentais (NAKAJIMA, 1963; WYCKOFF, 1964), e resultados
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teóricos (LIU et al., 2013; FÖRSTER et al., 2015). Para o outro composto puro, Sb2Se3

(j = 34), os parâmetros de rede também são razoáveis, obtemos a = 3.936 Å e c = 27.204

Å, uma diferença inferior a 2% quando comparado com outro resultado teórico (LIU et al.,

2011). Os parâmetros de rede a e c estão amplamente de acordo com outras referências e

resultados experimentais. O parâmetro de rede para os outros 32 arranjos atômicos com

composições intermediárias fica entre os valores calculados para os componentes finais.

As constantes de rede destas e de outras configurações estão listadas na Tabela 4.2.

TABELA 4.2 – Parâmetros de rede de equiĺıbrio a e c para as configurações dos 34 clusters individuais
que representam a liga.

j a (Å) c (Å) j a (Å) c (Å)

1 4.143 28.636 18 3.975 27.880

2 4.117 28.445 19 4.040 27.879

3 4.069 28.262 20 4.007 27.901

4 4.091 28.278 21 3.979 27.698

5 4.065 28.081 22 4.039 27.920

6 4.039 27.920 23 4.016 27.720

7 4.091 28.250 24 3.949 27.538

8 4.103 28.263 25 4.039 27.920

9 4.037 28.065 26 4.048 27.741

10 4.040 28.099 27 4.039 27.920

11 4.040 27.882 28 3.977 27.741

12 4.091 28.278 29 3.988 27.562

13 4.076 27.919 30 3.999 27.369

14 4.069 28.080 31 3.947 27.541

15 4.005 27.902 32 3.988 27.562

16 4.045 27.920 33 3.962 27.359

17 4.014 27.720 34 3.936 27.204

A medida que a presença de átomos de Sb aumenta na classe de clusters individuais,

observa-se uma redução nas constantes de rede dessa configuração. No entanto, os parâ-

metros a e c da célula hexagonal continuam a apresentar boa concordância com outros

resultados teóricos ao comparar configurações com presença intermediária ou predomi-

nante de Sb no cluster com resultados de outros trabalhos sobre o Sb2Se3 puro (ZHANG et

al., 2009; LIU et al., 2011; CAO et al., 2018). Esses trabalhos citados mostram que depen-

dendo do funcional XC escolhido e se as interações de van der Waals (vdW) estão inclúıdas

ou não, os parâmetros da rede podem variar amplamente, para a em Sb2Se3 variando de

3,99 (LIU et al., 2011) a 4,10 Å (CAO et al., 2018), e c = 27, 56 (LIU et al., 2011) a 30, 56 Å

(CAO et al., 2018) (veja no eixo da direita da Fig. 4.2), tornando-se assim semelhantes aos

do Bi2Se3.
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Para um resultado detalhado das propriedades estruturais de todas as configurações,

a Fig. 4.2 descreve todos os parâmetros individuais de cada classe de cluster calculada e

suas linhas de tendência, em comparação com resultados de outros trabalhos e resultados

experimentais.
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FIGURA 4.2 – Parâmetros de rede a e c da liga (BixSb1−x)2Se3 em função da concentração de Sb na
liga, comparações com dados experimentais. Os śımbolos individuais (ćırculo e diamante) representam
dados de clusters individuais em sua composição.

4.4 Propriedades Termodinâmicas

As configurações atômicas de cluster espećıfico mais favoráveis são determinadas pela

termodinâmica da liga no GQCA. Assim, o gráfico da energia de excesso (∆εj) das 34

classes de cluster em função da concentração de Sb é representado na figura 4.3. As ener-

gias de excesso mostram que todas as configurações que representam misturas possuem

energias negativas e devem, portanto, ser estáveis contra a separação de fases em com-

postos puros. Como pode ser visto na figura 4.3, existem duas classes de configurações

(j = 18 e j = 27) com valores mais negativos com composição igual a 50%. A mais

negativa, j = 27, apresenta uma configuração muito simétrica, onde os elementos Bi e Sb

estão empilhados em grupos de 3 átomos (ver Fig. 4.4) e nas camadas qúıntuplas estes

elementos aparecem alternadamente na camada que só tem elementos do grupo 15 da

tabela periódica (famı́lia V A).

Não identificamos classes de configurações para a liga que sejam energeticamente des-

favoráveis, e nossos resultados indicam fácil miscibilidade, uma vez que as energias de
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excessos calculadas são negativas para toda a faixa de composição.
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FIGURA 4.3 – A estabilidade termodinâmica do sistema pode ser avaliado através da energia de excesso
da liga (∆εj), para cada configuração (Bi8−njSbnj)Se.

FIGURA 4.4 – Estruturas cristalinas otimizadas de clusters especiais na liga em diferentes visões da
célula primitiva. Em (a) a classe j = 27 é considerada a mais estável termodinamicamente de acordo
com os resultados GQCA. Em (b) a classe j = 32 é aquela que maximiza o band gap invertido do método
DFT-1/2. Destacamos a formação das camadas qúıntuplas (CQ) e suas distâncias intercamadas d.

4.5 Propriedades Eletrônicas

No caso das propriedades eletrônicas da liga, os resultados do DFT padrão indicam

que a maioria (mais de 95%) das configurações de cluster possuem um gap indireto, no

qual a banda de valência desses sistemas assume um “formato em M ” no centro da zona

de Brillouin. Observamos que o band gap médio dessas configurações é de 0, 33 eV.

Porém, como enfatizamos que a correção de gap é essencial para estes sistemas, quando
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aplicamos o DFT-1/2 obtivemos diversas alterações na determinação da natureza do gap

(indireta/direta), no formato das bandas de valência e de condução, e também o band

gap.

Ao avaliar a estrutura de bandas eletrônicas da DFT padrão observamos que as bandas

projetadas nos átomos para todos os sistemas mostram que os estados do Se sempre for-

mam as últimas bandas ocupadas. Os estados p-Se dominam a banda de valência (exceto

nas regiões de inversão) e as demais bandas ocupadas (em mais de 75% do caráter orbital

calculado dos estados cristalinos), em qualquer composição da liga. O método DFT-1/2

considera a composição orbital do máximo da banda de valência (VBM) e do mı́nimo da

banda de condução (CBM) para definir o grau de correção de cada orbital. Entretanto,

para sistemas IT esta região possui um caráter orbital invertido. Nesta região, os estados

p-Bi dominam com mais de 60% quando trata-se de uma composição majoritária de Bi no

cluster, enquanto que em composições onde predomina o Sb, a presença de p-Sb é também

observado com contribuição de 50% a 60% na formação de bandas. Como esperado, em

composições intermediárias de Bi e Sb, as contribuições são divididas pelos orbitais p dos

três elementos, além de s-Se.

Na tabela 4.3 listamos os parâmetros do DFT-1/2 (CUT) obtidos de todas as classes de

cluster calculadas. Detalhamos que para todas as configurações foi adotada a transferibili-

dade deste parâmetro para as espécies atômicas, ou seja, nas configurações intermediárias

(j = 2 a j = 33) tomamos sempre CUTs fixos. Além disso, as poucas diferenças no caráter

orbital das bandas dessas configurações permitiram-nos construir potenciais de correção

únicos para todos os clusters.

TABELA 4.3 – Parâmetro CUT do DFT-1/2 calculado nesse trabalho considerando uma correção com-
pleta para o ńıvel de valência e condução associado ao gap invertido dos isoladores topológicos. Além
dos sistemas puros Bi2Se3 e Sb2Se3, as classes intermediárias j = 2 a j = 33 estão listadas e incluem
o parâmetro CUT para as três espécies atômicas. A distância dos primeiros vizinhos da mesma espécie
atômica também é listada (d)

Sistema Configuração j CUT d(Å)

Bi2Se3 1
Bi 3,00 4,14

Se 1,25 3,48

(BixSb1−x)2Se3 2 a 33

Bi 3,00 -

Sb 4,00 -

Se 1,25 -

Sb2Se3 34
Sb 4,00 3,93

Se 1,25 3,18

As estruturas de bandas calculadas via DFT-1/2 apresentaram diversas diferenças em

comparação com a DFT padrão. Além da mudança no valor do band gap, foi observada

uma mudança na natureza do gap, com transições de gap indireto para direto em 35% das

classes de configuração. A transição direta para indireta também ocorre, mas somente em
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uma única classe (j = 12). Em todas as configurações houve redução do gap fundamental

com a inclusão da correção de quasipart́ıcula, como esperado, já que para isoladores

topológicos o caráter das bandas é invertido. Além disso, próximo ao ponto Γ, a região

onde ocorre a inversão da banda, o formato do mı́nimo da banda de condução (CBM) e do

máximo da banda de valência (VBM) sofre alterações mais significativas, em comparação

com outras regiões da zona de Brillouin.

Na Figura 4.5 mostramos quatro configurações de cluster e suas respectivas bandas

eletrônicas, destacando a comparação entre os resultados de DFT-1/2 e DFT. É notável

como o “formato em M ” do VBM é varrido e a banda assume um formato parabólico,

mesmo com um gap indireto como no caso da classe j = 2, conforme representado em

Fig. 4.5 (a).

FIGURA 4.5 – Estrutura de banda eletrônica com SOC, uma comparação entre DFT (linha pontilhada
preta) e DFT-1/2 (linha azul sólida), para diferentes classes de clusters, em (a) classe j = 2, (b) j = 22,
(c) j = 30 e (d) j = 32.
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Este comportamento também acontece em todas as outras 30 configurações, na qual

se observa uma redução média de 0, 07 eV no gap fundamental e mudanças significativas

no formato das bandas ao redor do ponto Γ.

Também analisamos as bandas projetadas nos orbitais para as 34 configurações dife-

rentes. Destacamos na Fig. 4.6 duas configurações, j = 25 e j = 34 com claras mudanças

no formato e caráter do VBM e do CBM. Nos resultados da DFT já é posśıvel notar a

inversão do caráter das bandas em torno do ponto Γ, com o orbital p-Se dando lugar ao

orbital p-Sb. Porém, esta propriedade intŕınseca dos IT torna-se ainda mais pronunciada

após a correção fornecida pelo DFT-1/2. Enquanto na configuração de classe j = 34 a

inversão na banda de condução ocorre em um ńıvel com mais energia que o CBM (ainda

no ponto Γ), no DFT-1/2 a inversão é mais clara e presente no CBM em torno de Γ.

Para a classe j = 25, a inversão também fica mais evidente a partir de um compor-

tamento mais simples das bandas em pontos-k ao redor do VBM e CBM, onde há um

desprendimento da banda ocupada inferior ao VBM e também de bandas desocupadas

mais energéticas.

Podemos ver, comparando as Figs. 4.6 (a, c, e) com Figs. 4.6 (b, d, f) o descolamento

das bandas que formam tanto o VBM quanto o CBM, após a inclusão da correção do

DFT-1/2. Na Figura 4.6 (c) tanto o VBM quanto o CBM são formados pelo cruzamento

de duas bandas, mas tornam-se uma banda única após a inclusão da correção DFT-1/2,

como podemos ver na Fig. 4.6 (e). Isso acontece devido ao caráter invertido das bandas

em torno de Γ. Enquanto as partes das bandas do tipo p-Se descem na escala de energia, as

do tipo p-Sb são empurradas na direção oposta. Este comportamento é uma caracteŕıstica

intŕınseca do método DFT-1/2 que foi concebido para reduzir a energia de autointeração

que consequentemente puxa para baixo na escala de energia os estados pertencentes ao

VBM e empurra para cima os estados pertencentes ao CBM.

Um dos resultados desejáveis para isolantes topológicos 3D é que eles tenham grandes

band gaps. Para permitir aplicações tecnológicas em temperaturas mais altas. A figura 4.7

representa a curva desta propriedade fornecida pelo GQCA. Comparamos os resultados

do gap da DFT e aqueles fornecidos pela correção DFT-1/2. As curvas são descritas em

função da concentração de antimônio à temperatura ambiente (300 K).

A figura 4.7 ilustra a média estat́ıstica, obtida através do GQCA, do gap de energia

fundamental, Eg, e sua raiz do quadrado médio do desvio (RQMD), ∆Eg, calculados

via DFT e DFT-1/2, comparado com dados experimentais para a liga (Bi1−xSbx)2Se3.

As linhas representam os resultados teóricos e a área sombreada em vermelho claro e

azul claro indicam os RQMD dos cálculos DFT-1/2 e DFT respectivamente. É posśıvel

notar pela Fig. 4.7 as concentrações de Sb para as quais os band gaps são máximos,

enquanto o DFT prevê um gap máximo em torno de 57% de Sb, a correção DFT-1/2
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FIGURA 4.6 – Estrutura eletrônica de bandas com projeções orbitais, uma comparação entre DFT e
DFT-1/2. As cores são proporcionais aos estados p do Sb (magenta) e Se (ciano). Para o sistema j = 18:
(a) DFT GGA e (b) DFT-1/2, o sistema j = 25: (c) DFT GGA e (d) DFT-1/2 e para o sistema j = 34
(equivalente ao Sb2Se3 puro) os quadros (e) e (f).

define um gap máximo para uma concentração de 70% de Sb na liga. Também verificamos

esse comportamento em uma ampla faixa de temperaturas mais elevadas. Porém, como

existe um comportamento aleatório da liga, não há diferenças significativas considerando
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FIGURA 4.7 – Comparação entre os gaps de energia da liga nas duas abordagens, o DFT padrão (linha
tracejada azul) e DFT-1/2 (linha sólida vermelha) e respectivos desvios quadráticos médios do GQCA
(regiões sombreadas) à temperatura ambiente. Os pontos máximos são de 57% na concentração de
antimônio para o DFT padrão e 70% no DFT-1/2. Os śımbolos em outras cores e marcadores representam
dados experimentais dispońıveis para x = 0,0, 0,25, 0,32, 0,45 e 0,70 [a] (SATAKE et al., 2018), [b] (LIU et

al., 2017), [c] (MARTINEZ et al., 2017), [d] (CHEN et al., 2010), [e] (NECHAEV et al., 2013), [f] (BLACK et al.,
1957), [g] (GREANYA et al., 2002), [h] (GREENAWAY; HARBEKE, 1965), [i] (HYDE et al., 1974).

temperaturas superiores a 100 K, de acordo com nosso modelo.

Observa-se uma boa correspondência dos resultados do DFT-1/2 com dados experi-

mentais para concentrações intermediárias de Sb, indicando uma melhoria em relação aos

resultados do DFT padrão. Resultados dos espectros ARPES do sistema (Bi1−xSbx)2Se3

com x = 0,25, 0,45, e 0,70 mostram band gaps de 0,24 eV, 0,24 eV e 0,22 eV respectiva-

mente (considerando a incerteza experimental as barras de erro são de 0,1 eV) (SATAKE

et al., 2018). Enquanto isso, nossos resultados DFT-1/2 com GQCA em temperatura am-

biente mostram valores de 0,24 eV, 0,26 eV e 0,28 eV para as respectivas concentrações.

Outros resultados do ARPES indicam gaps entre 0,265 eV e 0,262 eV para x = 0,25 e

x = 0,32 respectivamente (LIU et al., 2017).

Embora a tendência de dois resultados experimentais (veja a Fig. 4.7, śımbolos verdes

e pretos) indicarem uma redução do gap de energia com o aumento da concentração de Sb

(exceto para x = 0,5 na Ref. (LIU et al., 2017)), é importante notar que esses resultados

não incluem Sb2Se3 puro, pois a fase romboédrica não é preservada em concentrações com

x superior a 70% nesses experimentos. Além disso, tratam-se de experimentos com filmes
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finos onde outros efeitos f́ısicos podem alterar os seus resultados. No entanto, conside-

rando que as incertezas nas medições experimentais da assinatura ARPES podem ser da

ordem de até 0,1 eV (ver Ref. (SATAKE et al., 2018; NECHAEV et al., 2013; MARTINEZ et al.,

2017)), um valor relativamente alto para IT, uma vez que seus gaps são geralmente baixos,

e que os desvios nos cálculos ab initio também estão nesta mesma ordem de grandeza,

é razoável considerar que os resultados da correção DFT-1/2 estão em boa concordância

com os dados experimentais dispońıveis. Para confirmar tal afirmação, basta olhar para

o eixo de energia no lado esquerdo da Fig. 4.7, onde os pontos experimentais de dife-

rentes artigos e métodos para o composto puro Bi2Se3 variam amplamente entre 0,17 eV

e 0,38 eV. Esta análise demonstra que, apesar das grandes incertezas nas medições ex-

perimentais, os resultados da correção DFT-1/2 estão satisfatoriamente de acordo com

os dados experimentais dispońıveis, com todos os valores calculados dentro da faixa ex-

perimental. Portanto, é razoável considerar que as ligas com composições intermediárias

também possuem valores precisos de band gap quando se leva em conta o DFT-1/2.

Destacamos as duas classes de configurações especiais, j = 27 e j = 32, para as quais

o gap é máximo de acordo com a DFT-1/2, na Fig. 4.4, onde duas visualizações da célula

primitiva dessas configurações são apresentadas.

Além disso, um registro detalhado de todos os gaps fundamentais calculadas para

todas as 34 configurações de cluster do DFT-1/2 e DFT padrão é apresentado na tabela

4.5. Além disso, a tabela também contém as energias de excesso calculadas através da

Eq. 2.92.

TABELA 4.4 – Parâmetro bowing b de acordo com a expressão Eg(x) = E1
gx + E0

g(1 − x) − bx(1 − x),
e os gap de energia máximo Eg entre as configurações de cluster para as duas abordagens utilizadas no
trabalho.

(BixSb1−x)2Se3

DFT GGA DFT-1/2

Parâmetro bowing b -0.17 eV -0.23 eV

Gap máximo Eg 0.383 eV 0.313 eV

Para investigar a importância de cálculos completamente relativ́ısticos para a liga,

comparamos os resultados calculados para todos os clusters individuais sem considerar o

acoplamento spin-órbita (ASO) e, em seguida, a curva de gap para a liga à temperatura

ambiente e temperaturas mais altas. A figura 4.8 mostra a importância do ASO para o

sistema. Além de uma redução drástica do gap de energia do sistema, a curva de gap

do DFT GGA sem ASO apresenta um comportamento inverso em relação às outras duas

curvas. É claro que quando o ASO é desligado, há fortes mudanças nos valores do band

gap. Para algumas concentrações, como 25% Sb na liga, o gap é próximo de 0 eV e,

adicionalmente, o band gap torna-se direto para todas as classes de clusters. Além disso,

é notável que há um comportamento oposto (praticamente invertido) na curva de gap sem
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ASO tanto na comparação da DFT-1/2 quanto da DFT padrão, ambas com ASO. Algo que

já era esperado, uma vez que a forte interação spin-órbita para elementos mais pesados,

e em particular para estes materiais espećıficos (LIU; VANDERBILT, 2014; CHEGE et al.,

2020b), desempenha um papel fundamental na determinação de propriedades eletrônicas.
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FIGURA 4.8 – Curvas de band gap em T = 300 K da abordagem GQCA para a liga (BixSb1−x)2Se3.
Uma comparação entre DFT, DFT-1/2 e DFT sem o termo de acoplamento spin-órbita (ASO).

TABELA 4.5 – Gap de energia a partir do DFT padrão (EGGA
gj ), DFT-1/2 (E

DFT−1/2
gj ) (em eV), energia

de excesso ∆εj (eV), e degenerescência (gj) das configurações dos clusters da liga (BixSb1−x)2Se3

(BixSb1−x)2Se3

Classe j ∆εj gj EGGA
g,j E

DFT−1/2
g,j Classe j ∆εj gj EGGA

g,j E
DFT−1/2
g,j

1 0.0 1 0.2873 0.1758 18 -0.1525 4 0.3210 0.2690

2 -0.0584 8 0.2975 0.2138 19 -0.1374 8 0.3319 0.2880

3 -0.0887 8 0.3045 0.2305 20 -0.1416 16 0.3448 0.2849

4 -0.0920 4 0.3220 0.2251 21 -0.1349 16 0.3341 0.2830

5 -0.1010 8 0.3219 0.2394 22 -0.1222 4 0.3605 0.2523

6 -0.0956 2 0.3230 0.2450 23 -0.1189 16 0.3399 0.2957

7 -0.1111 4 0.3094 0.2372 24 -0.0962 8 0.3228 0.2805

8 -0.1112 8 0.3144 0.2512 25 -0.1330 2 0.3830 0.2486

9 -0.1353 16 0.3139 0.2553 26 -0.1253 8 0.3866 0.2526

10 -0.1381 8 0.3313 0.2569 27 -0.1571 2 0.3449 0.2740

11 -0.1396 8 0.3222 0.2583 28 -0.1371 8 0.3422 0.2883

12 -0.0971 4 0.2628 0.1439 29 -0.1008 4 0.3358 0.2843

13 -0.1322 8 0.3410 0.2880 30 -0.1136 4 0.3206 0.2998

14 -0.1210 16 0.3399 0.2861 31 -0.1068 8 0.3364 0.2979

15 -0.1264 16 0.3438 0.2811 32 -0.0923 4 0.3816 0.2868

16 -0.1251 8 0.3405 0.2845 33 -0.0594 8 0.3135 0.2781

17 -0.1116 8 0.3342 0.2756 34 0.0 1 0.2966 0.2567
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4.6 Propriedades Topológicas

Determinar invariantes topológicos pode ser computacionalmente caro, dependendo da

complexidade do material e da abordagem escolhida. Além disso, a inclusão obrigatória do

ASO, o número de configurações de cluster da liga (34) e a quebra de simetria de inversão

espacial que ocorre naturalmente em certos clusters individuais dificultam a determinação

do invariante topológico Z2.

Determinamos o invariante Z2 através da metodologia das funções de Wannier (WF),

em que a evolução dos centros de carga da WF através de uma direção na zona de

Brillouin é levada em consideração na determinação do invariante topológico (YU et al.,

2011). As funções WF são primeiro constrúıdas a partir da função de onda DFT de forma

a representar corretamente o hamiltoniano do sistema.

Nesse trabalho, constrúımos funções de Wannier para obter resultados do invariante

topológico Z2 de forma confiável. A figura 4.9 mostra uma comparação entre os resultados

da estrutura de bandas dos cálculos DFT padrão e WFs para seis classes distintas, j = 5,

j = 10, j = 15, j = 20, j = 25 e j = 30, na qual uma boa concordância é observada,

confirmando que a representação do sistema no espaço das WF é satisfatório.

Nesta metodologia, a determinação do caráter trivial ou topológico do material é feita

traçando-se uma linha de referência arbitrária paralela ao eixo horizontal e observando se

o número de cruzamentos desta linha nos centros dos WFs é ı́mpar ou par. Um número

ı́mpar de cruzamentos caracteriza os materiais isolantes topológicos. Desta forma, as

classes j = 3, 6, 11 e 22 possuem uma ordem topológica não trivial, pois possuem um

único cruzamento no plano kz = 0 e um cruzamento igual a zero no plano kz = 1.

Destacamos quatro classes na figura, porém o resultado desse invariante topológico é o

mesmo para todas as outras classes diferentes. Os resultados indicados pela dispersão do

WCC são os mesmos, o que mostra a robustez da ordem topológica desta liga em qualquer

concentração considerada, e nos diferentes arranjos atômicos dos clusters individuais.

Assim como fizemos no caṕıtulo anterior, para avaliar melhor as diferenças entre os

resultados do DFT e a correção do DFT-1/2 em relação ao caráter orbital na banda de

valência, calculamos o ńıvel de inversão de banda para as 34 configurações de cluster.

Na Fig. 4.11 alguns resultados deste grau de inversão são mostrados para cinco classes

espećıficas (j = 5, 13, 22, 25 e 26). Para a maioria das classes, os resultados são bastante

semelhantes aos mostrados para as classes j = 5 e j = 22, onde há um pico e um

estreitamento do ńıvel de inversão em torno do ponto Γ quando o DFT-1/2 é aplicado.

Um resultado que é semelhante para ambas as metodologias na maioria das vezes. Para as

classes j = 13, j = 25 e j = 26 os cálculos da DFT resultam em dois picos formando uma

espécie de “formato em M ” em torno de Γ. Porém, após a inclusão da correção DFT-1/2,

apenas um pico aparece. Essa mudança ocorre devido ao diferente grau de contribuição de
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(a) Classe j = 5
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(b) Classe j = 10
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(c) Classe j = 15
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(d) Classe j = 20
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(e) Classe j = 25


 Γ �

�	

��

��

��

��

��

�

�

��
���

F�
��
�
�

�
����
 �
�

(f) Classe j = 30

FIGURA 4.9 – Comparação entre estruturas de bandas de cálculos DFT (linha sólida azul) e funções
Wannier (WFs) (linha tracejada laranja). Resultados para as classes j = 5, j = 10, j = 15, j = 20,
j = 25 e j = 30.
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(a) Classe j = 3
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(b) Classe j = 6
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(c) Classe j = 11

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(d) Classe j = 22

FIGURA 4.10 – Resultados da evolução dos centros de carga de Wannier (WCC) calculados para as
classes j = 3, j = 6, j = 11 e j = 22. Na metodologia utilizando uma linha de referência baseada nos
pontos azuis e contando o número de cruzamentos, o resultado do invariante topológico Z2 em kx = 0
(quadros a esquerda de cada classe j) é igual a 1; e em kx = 0,5 (quadros a direita) o Z2 é igual a 0.
Esses resultados para Z2 são iguais para todas as outras classes consideradas, o que confirma todas as
configurações da liga como isolantes topológicos.
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cada orbital formando a banda em função da distância até o ponto Γ, ou seja, a região dos

dois picos possui menor concentração do orbital tipo p-Sb do que o vale em Γ, resultando

que o vale é empurrado para mais energia do que os picos. O comportamento inverso

também ocorre no CBM.
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FIGURA 4.11 – Nı́vel de inversão da banda ηinv(~k) calculado a partir da Eq. 2.123 para 5 configurações
de cluster diferentes. Os resultados para as classes j = 5, 13, 22, 25 e 26 são retratados a partir das
duas metodologias adotadas nesse trabalho, DFT-1/2 (linha azul sólida) e DFT (linha preta tracejada)
no caminho F ← Γ→ L.

Como sabemos que os componentes finais puros da liga são IT, e após o cálculo da

correção de quasipart́ıcula com DFT-1/2, bem como o cálculo do invariante topológico

Z2 mostram todos os 34 clusters considerados como IT, os resultados representam fortes

evidências de que as propriedades topológicas desta liga são bastante robustas em termos

de arranjo atômico e concentração qúımica. Assim, essas considerações combinadas com

os resultados termodinâmicos indicam claramente que uma transição de fase IT-IC não

deve ocorrer na liga (BixSb1−x)2Se3.

Em resumo, combinamos os cálculos de primeiros prinćıpios baseados no formalismo da

DFT com o tratamento estat́ıstico fornecido pelo GQCA para obter resultados confiáveis

da liga (BixSb1−x)2Se3. Aplicamos o DFT-1/2 para obter estruturas de bandas eletrônicas

precisas, uma vez que estamos lidando com isolantes topológicos com gaps de energia

muito baixos. Nossos resultados indicam que a liga possui um gap máximo de 0,28 eV

para uma concentração de Sb de 70%. Um valor 60% superior em comparação com os

materiais puros. Em particular, quando se olha para clusters individuais, o gap máximo

atinge 0,31 eV no DFT-1/2. Um resultado importante, uma vez que gaps maiores em

materiais deste tipo são altamente desejáveis para aplicações tecnológicas. Mostramos

ainda que a liga é energeticamente estável para uma ampla faixa de temperaturas. Além

disso, o caráter topológico do sistema não é trivial para os clusters considerados em toda
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a faixa de composição, indicando que a possibilidade de crescimento deste material não

esbarra em condições experimentais estreitas em relação às concentrações espećıficas de

cada material que compõe a liga.

Além disso, os resultados do invariante topológico Z2 para todas as classes de confi-

gurações da liga indicam que há uma robustez das propriedades e caráter topológico da

liga, em que o número invariante corresponde àquele de um material não trivial em toda

a faixa de composição.



5 Conclusão

Usando método de primeiros prinćıpios baseados na Teoria do Funcional da Den-

sidade e do DFT-1/2 calculamos e estudamos as propriedades dos sistemas da famı́lia

(Bi,Sb)2(Se,Te)3 e CuTl(S,Se)2 e da liga (Bi1−xSbx)2Se3.

Os resultados do nosso trabalho indicaram um ótimo ńıvel de eficiência do método

DFT-1/2 aplicado aos isolantes topológicos 3D. Em todos os sistemas o sentido da corre-

ção, reduzindo o valor absoluto do gap, está de acordo com diferentes trabalhos, tanto os

que fizeram uso de funcionais h́ıbridos, como também os da aproximação GW, considerado

o estado da arte na correção de quasipart́ıcula. Para além disso, os valores obtidos para

o gap de energia também são bastante satisfatórios, pois diferem dos experimentais em

no máximo 0,1 eV. Valores que são muito próximos também em relação aos cálculos GW,

para o Bi2Se3 e Bi2Te3, enquanto que para o Sb2Te3 a diferença é ainda menor, de apenas

0,07 eV. Para o CuTlS2 a diferença para o GW é mais significativa (∼ 0,3 eV), porém

muito mais próximo que o resultado proporcionado pelo método do HSE06, que leva a

um erro na classificação topológica do sistema. No material CuTlSe2 a diferença para o

resultado GW é também de apenas 0,1 eV.

Em relação a estrutura de bandas, para o Bi2Se3 e Bi2Te3, com a correção do DFT-

1/2, em ambas, o formato em M da banda de valência na região próxima ao ponto Γ

deixa de existir, e passa a ter um formato parabólico e plano, respectivamente. No Sb2Te3

os formatos flat do TBV e FBC passam a ser parabólicos. Tanto no CuTlS2 quanto no

CuTlSe2 não são identificadas diferenças grandes, apenas a aproximação das bandas.

No estudo de topologia e caráter orbital e atômico dos sistemas identificamos que

apesar da correção do DFT-1/2 proporcionar grandes diferenças nos gaps de energia, na

dispersão e formato das bandas, o ńıvel de inversão de bandas, caracteŕıstica fundamental

em IT, não se altera de forma significativa, especialmente no caminho F ← Γ → L.

O que indica de forma indireta que o método não altera caracteŕısticas topológicas do

sistema, mantendo, portanto, de forma sólida a inversão de bandas e a correta classificação

topológica desses sistemas.

Nossos cálculos do invariante topológico Z2 ratificam essa última observação, isso por-

que o cálculo de paridade das bandas ocupadas revela que não existem mudanças signifi-
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cativas, mesmo quando comparamos três metodologias distintas, o DFT-1/2, DFT-PBE

e o HSE06. Em todas essas abordagens tem-se a predição de que os materiais estudados

nesse trabalho, da famı́lia (Bi,Sb)2(Se,Te)3, são isolantes topológicos, exatamente como

indicado pelos resultados experimentais.

No caṕıtulo 4, estendemos nosso estudo para a liga topológica (Bi1−xSbx)2Se3 os nos-

sos resultados de gap mostraram uma ótima concordância do método DFT-1/2 com os

dados experimentais dispońıveis, indicando uma clara melhoria em relação ao DFT pa-

drão. Não somente obtivemos resultados em que concentrações intermediárias do cálculo

teórico possuem o mesmo valor de gap, ou muito próximo, do experimental, mas todos

os valores calculados estão satisfatoriamente dentro da faixa experimental. Um resultado

que confirma a eficiência do DFT-1/2 em fornecer uma correção confiável e precisa para

superar o problema da superestimação do gap em isolantes topológicos em ligas desse

tipo. Nossos resultados indicam que o gap máximo é alcançado em uma concentração

x = 0,7 de Sb na temperatura T = 300 K, um valor que chega a ser 60% maior que

os materiais puros. Além disso, nossos resultados do invariante Z2 indicam que a liga

mantém sua ordem topológica não-trivial para qualquer cluster individual, e portanto, há

uma robustez das propriedades topológicas desse sistema frente aos diferentes arranjos

atômicos e concentrações.

Nosso trabalho consegue alcançar o objetivo central de realizar cálculos DFT-1/2 con-

fiáveis para esses isolantes topológicos. Ao se considerar que diferentes metodologias,

como a aproximação GW ou de funcionais h́ıbridos, tendem a elevar a dificuldade para

estudar materiais complexos e ligas, já que os custos de processamento, de tempo e me-

mória aumentam de forma considerável com essas abordagens, deve-se considerar que isso

é agravado em IT. Isso ocorre porque em materiais desse tipo, cálculos subsequentes, fun-

damentais para a correta previsão do caráter topológico desses sistemas, podem ser, em

geral, bastante custosos. Uma vez que metodologias para a determinação de invariante

topológico podem exigir muitos outros cálculos, mesmo para sistemas com resultados já

convergidos. Assim, novamente o DFT-1/2 desponta como uma ótima solução para todos

esses tipos de materiais, já que esse método é de duas a três ordens de grandeza mais leve

que o GW, por exemplo, e mesmo assim consegue fornecer resultados confiáveis e muito

próximos de abordagens GW altamente custosas. Tornando o DFT-1/2, portanto, uma

ferramenta bastante útil na previsão teórica de materiais futuros que podem ser candi-

datos a IT e que não foram verificados experimentalmente, assim como fornecer suporte

para o estudo de ligas e materiais complexos.
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REFERÊNCIAS 122

FU, L.; KANE, C. L. Time reversal polarization and a Z2 adiabatic spin pump. Phys.
Rev. B, American Physical Society, v. 74, p. 195312, Nov 2006. Available at:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.74.195312.

FU, L.; KANE, C. L. Topological insulators with inversion symmetry. Phys. Rev. B,
American Physical Society, v. 76, p. 045302, Jul 2007. Available at:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.76.045302.

FU, L.; KANE, C. L.; MELE, E. J. Topological insulators in three dimensions. Phys.
Rev. Lett., American Physical Society, v. 98, p. 106803, Mar 2007. Available at:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.98.106803.

FUKUI, T.; FUJIWARA, T.; HATSUGAI, Y. Topological meaning of z2 numbers in
time reversal invariant systems. Journal of the Physical Society of Japan, v. 77, n. 12,
p. 123705, 2008. Available at: https://doi.org/10.1143/JPSJ.77.123705.

FUKUI, T.; HATSUGAI, Y. Quantum spin hall effect in three dimensional materials:
Lattice computation of z2 topological invariants and its application to bi and sb.
Journal of the Physical Society of Japan, v. 76, n. 5, p. 053702, 2007. Available at:
https://doi.org/10.1143/JPSJ.76.053702.

GREANYA, V. A.; TONJES, W. C.; LIU, R.; OLSON, C. G.; CHUNG, D.-Y.;
KANATZIDIS, M. G. Determination of the valence band dispersions for Bi2Se3 using
angle resolved photoemission. Journal of Applied Physics, v. 92, n. 11, p. 6658–6661, 12
2002. ISSN 0021-8979. Available at: https://doi.org/10.1063/1.1517748.

GREENAWAY, D.; HARBEKE, G. Band structure of bismuth telluride, bismuth
selenide and their respective alloys. Journal of Physics and Chemistry of Solids, v. 26,
n. 10, p. 1585–1604, 1965. ISSN 0022-3697. Available at:
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0022369765900922.

GUILHON, I.; MARQUES, M.; TELES, L. K.; BECHSTEDT, F. Optical absorbance
and band-gap engineering of (BN)1−x(C2)x two-dimensional alloys: Phase separation
and composition fluctuation effects. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 95, p.
035407, Jan 2017. Available at: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.95.035407.

HALDANE, F. D. M. Model for a quantum hall effect without landau levels:
Condensed-matter realization of the ”parity anomaly”. Phys. Rev. Lett., American
Physical Society, v. 61, p. 2015–2018, Oct 1988. Available at:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.61.2015.

HAMMER, B.; HANSEN, L. B.; NØRSKOV, J. K. Improved adsorption energetics
within density-functional theory using revised perdew-burke-ernzerhof functionals. Phys.
Rev. B, American Physical Society, v. 59, p. 7413–7421, Mar 1999. Available at:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.59.7413.

HARTREE, D. R. The calculation of atomic structures. Reports on Progress in
Physics, IOP Publishing, v. 11, n. 1, p. 113–143, jan 1947. Available at:
https://doi.org/10.1088/0034-4885/11/1/305.
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E. V. Evidence for a direct band gap in the topological insulator bi2se3 from theory and
experiment. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 87, p. 121111, Mar 2013.
Available at: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.87.121111.

NIU, C.; DAI, Y.; ZHU, Y.; MA, Y.; YU, L.; HAN, S.; HUANG, B. Realization of
tunable dirac cone and insulating bulk states in topological insulators (bi1xsbx)2te3.
Scientific Reports, v. 2, n. 1, p. 976, Dec 2012. ISSN 2045-2322. Available at:
https://doi.org/10.1038/srep00976.

NOURBAKHSH, Z. Three dimensional topological insulators of lupdbixsb1x alloys.
Journal of Alloys and Compounds, v. 549, p. 51–56, 2013. ISSN 0925-8388. Available
at: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0925838812015733.

ORLITA, M.; PIOT, B. A.; MARTINEZ, G.; KUMAR, N. K. S.; FAUGERAS, C.;
POTEMSKI, M.; MICHEL, C.; HANKIEWICZ, E. M.; BRAUNER, T.; sAR, i. c. v.
Dra; SCHREYECK, S.; GRAUER, S.; BRUNNER, K.; GOULD, C.; BRÜNE, C.;
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Apêndice A - Análise do caráter orbital

para a aplicação do método DFT-1/2 em

Isolantes Topológicos

A.1 Sistema do tipo A2B3

O objetivo desse apêndice é fornecer uma descrição bastante detalhada de com proceder

para realizar uma correta aplicação do método DFT-1/2 para qualquer isolante topológico.

O exemplo apresentado considera um sistema de duas espécies atômicas “A” e “B”, mas

os prinćıpios são válidos para qualquer sistema.

A primeira tarefa a ser realizada, após o cálculo DFT padrão, é a de analisar a estrutura

de bandas com caráter orbital e atômico. No sistema avaliado existe uma região de

inversão de caráter próxima ao ponto Γ. Nesse caso ocorrendo entre o fundo da banda

de condução e o topo da banda de valência, formado por dois máximos. Pelas cores dos

gráficos da Fig. A.1 é notável que os estados s-A e p-B contribuem de forma majoritária

na formação da banda de valência, exceto para a região de inversão. Assim como s-B e

p-A na banda de condução.

FIGURA A.1 – Estrutura de bandas do sistema A2B3 projetada nos orbitais s (esquerda) e p (direita) e

seu caráter atômico, contendo apenas a banda de valência e de condução. É notável como o caráter do
TBV (ao redor do ponto gama) é diferente do resto da banda de valência, o mesmo vale para o FBC. São
esses os pontos que devem ser escolhidos na correção do método DFT-1/2.
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Após essas observações da estrutura de bandas obtemos as premissas básicas para apli-

cação do método. O que precisamos na sequência é de uma análise quantitativa do caráter

dessas bandas na região de inversão, em especial no ponto Γ, ou seja, uma descrição mais

detalhada, baseada em porcentagens das contribuições das espécies atômicas e orbitais na

formação dessas bandas.

Para ajudar nessa tarefa a Tabela A.1 separa, em porcentagens, as contribuições orbi-

tais para cada espécie atômica. Na parte superior referindo-se ao FBC e na parte inferior

ao TBV.

TABELA A.1 – O caráter orbital e atômico do sistema fict́ıcio A2B3 no TBV e FBC em um ponto k(Γ),
em %. Tabelas desse tipo podem ser geradas pelo programa c-orbital.py.

Elemento s p d
FBCA 20 8 1

B 3 68 0

s p d
TBVA 0 60 0

B 16 20 4

No exemplo da Tabela A.1 os resultados reforçam o que foi notado na estrutura de

bandas da Fig. A.1. O estado p-B contribui majoritariamente na formação de toda

a banda de valência, exceto nesse ponto k onde há a inversão, enquanto o estado p-

A contribui de forma majoritária na formação de toda a banda de condução, exceto

nesse ponto. A proporção que devemos aplicar, portanto, no termo charxϕ[φj(~k)] da

Eq. 2.75, para obter a correta ocupação, seria de 52% relativo ao estado p do elemento

A. E de 13% relativo ao estado s do elemento B, em ambos casos considerando A = −1.

Assim, é como se estivéssemos realizando um cálculo de diferenças de contribuições do tipo

“(TBV)−(FBC)”. O caráter orbital d foi negligenciado, já que são valores muito baixos

e não contribuem de maneira efetiva. Fica evidente que é necessário tanto a análise da

estrutura de bandas completa do sistema como da visualização detalhada desse caráter

orbital da banda de valência (condução) na região de inversão.

Com essas informações basta prosseguir para a correção fracionária, não normalizada,

dos potenciais para cada espécie atômica do sistema. Para essa última tarefa recomenda-se

o uso do programa Minushalf para gerar os arquivos de entrada corretos para o programa

atômico, ou mesmo para a criação dos arquivos de entrada para o pacote VASP direta-

mente.

O próximo passo exige a minimização do valor absoluto do gap (trata-se de um gap

na qual se considera o sinal negativo em razão da inversão de caráter) para encontrar o

parâmetro CUT ótimo para cada espécie atômica do sistema. Todos esses cálculos devem

levar em conta o acoplamento spin-órbita.
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computacionais

B.1 C-orbital.py

O c-orbital.py é um script criado para facilitar a leitura do caráter orbital e atômico

a partir das bandas projetadas do sistema analisando o arquivo de sáıda produzido pelo

VASP denominado PROCAR. Foi desenvolvido para facilitar a aplicação do método do

DFT-1/2.

Dispońıvel em: https://github.com/tuliomota1/car_orbital.git

B.2 D-invers.py

O d-invers.py é um script desenvolvido para avaliar o ńıvel de inversão do caráter das

bandas.

Dispońıvel em: https://github.com/tuliomota1/bandinversao.git

B.3 Minushalf

Minushalf é uma interface de linha de comando (CLI) desenvolvida pelo grupo de

materiais semicondutores e nanotecnologia (GMSN) do ITA, que visa automatizar a apli-

cação do método DFT-1/2. Os comandos dispońıveis nesta CLI automatizam tanto o

processo inteiro quanto cada uma de suas etapas para que possam ser utilizados para

diversas finalidades.

Dispońıvel em: https://minushalf.readthedocs.io/en/latest/index.html
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B.4 WaveTrans

Este programa lê o arquivo binário WAVECAR que é produzido pelo VASP, e ele gera

em um arquivo de texto os valores G correspondentes (pontos de rede no espaço rećıproco)

e seus coeficientes de onda plana associados. A partir desses coeficientes, uma função de

onda do espaço real (pseudo-função de onda) pode ser constrúıda da maneira usual. O

WaveTrans pode ser bastante útil para o cálculo de paridade.

Dispońıvel em: https://www.andrew.cmu.edu/user/feenstra/wavetrans/

B.5 Z2Pack

Z2Pack é uma ferramenta para calcular invariantes topológicos Z2. O método é base-

ado no rastreamento da evolução de funções h́ıbridas de Wannier, o que é equivalente ao

cálculo do loop de Wilson.

Dispońıvel em: https://z2pack.greschd.ch/en/latest/
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