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Resumo

Esta dissertacao tem como contetido o estudo da equagao de estado da matéria nuclear
densa e suas implicagoes na estrutura de estrelas de néutrons a partir do metamodelo,
construido a partir da expansao da densidade de energia em torno da densidade de sa-
turacao da matéria nuclear simétrica, permitindo associar de forma direta cada termo
da expansao aos parametros empiricos nucleares, como a incompressibilidade, a energia
de simetria e suas derivadas. Essa formulacao possibilita analisar de forma independente
como as variagoes de tais parametros afetam algumas propriedades macroscopicas das es-
trelas de néutrons. A partir da equagao de estado construida pelo metamodelo, incluindo
as contribuicoes cinética e potencial, as equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff foram
resolvidas numericamente, resultando em diagramas massa-raio para diferentes combi-
nacoes dos parametros empiricos. Observou-se que os parametros isoescalares, como a
incompressibilidade K, e o skewness ()4, influenciam principalmente a massa maxima
das estrelas, enquanto os parametros isovetoriais, em especial a inclinagao da energia de
simetria Ly, e a curvatura Kj,,,, influenciam de forma mais sensivel os seus raios. As
solugoes obtidas mostraram boa concordancia com os vinculos observacionais astrofisicos
atuais, incluindo os advindos da missao NICER e do evento GW170817 relacionado a

emissao de ondas gravitacionais oriundas da coalescéncia de estrelas de néutrons.
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Abstract

This work focuses on the study of the equation of state of dense nuclear matter and
its implications for the structure of neutron stars, based on the metamodel constructed
through the expansion of the energy density around the saturation density of symmetric
nuclear matter. This formulation allows each term of the expansion to be directly as-
sociated with nuclear empirical parameters, such as the incompressibility, the symmetry
energy, and their derivatives. It thus enables an independent analysis of how variations
in these parameters affect macroscopic properties of neutron stars. From the equation
of state obtained with the metamodel, including both kinetic and potential contributi-
ons, the Tolman—Oppenheimer—Volkoff equations were solved numerically, resulting in
mass-radius diagrams for different combinations of the empirical parameters. It was ob-
served that the isoscalar parameters, such as the incompressibility K, and the skewness
Qsat, mainly influence the maximum stellar mass, whereas the isovector parameters, es-
pecially the slope of the symmetry energy L, and the curvature Kj,,,, have a more
pronounced effect on the stellar radii. The obtained solutions show good agreement with
current astrophysical observational constraints, including those from the NICER mission
and from the GW170817 event, associated with the emission of gravitational waves arising

from the neutron stars merger.
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1 Introducao

Estrelas com massas superiores a aproximadamente oito massas solares (8M,) percor-
rem uma sequéncia de fases de fusdao nuclear iniciando com a queima de hidrogénio em
hélio e avancando para elementos mais pesados como o ferro. O ferro tem uma energia
de ligacao por nucleon® elevada (a maior de todas), marcando o limite do processo da
fusao exoenergética, que consiste na fusao de dois nicleos atomicos leves que resulta num
nicleo mais pesado, liberando uma grande quantidade de energia. Quando o nitcleo es-
telar acumula ferro, a producao de energia por fusao é cessada e o equilibrio hidrostatico
da estrela é rompido. O resultado consiste no colapso gravitacional do ntcleo, frequente-
mente acompanhado por uma supernova. O remanescente desse processo pode ser uma
estrela de néutrons ou um buraco negro, dependendo da massa final do nticleo (SHAPIRO;
TEUKOLSKY, 1983). Estrelas de néutrons, apesar do nome sugestivo, sao compostas tam-
bém por outros hadrons (particulas compostas por quarks ligados pela interagao forte),
tais como prétons. Sua crosta superficial contém também elétrons, nicleos, dentre outros
componentes. Além disso, esses objetos astrofisicos possuem massas tipicas entre 1,1 Mg
e 2M, confinadas em raios de ordem de 10 km a 14 km, implicando em densidades
centrais que podem ultrapassar algumas vezes a densidade de saturacao nuclear. Nesta
condicao extrema de densidade, a matéria se encontra em um regime inatingivel em la-
boratorios, com a possibilidade de surgimento de novos graus de liberdade como hiperons
e/ou quarks desconfinados. A equagao de estado (EOS) da matéria densa (LATTIMER;
PRAKASH, 2016) é uma pega fundamental que conecta a microfisica das particulas su-
jeitas a interagao forte as propriedades macroscopicas de estrelas de néutrons fornecidas,
por exemplo, por missoes como a NICER (Neutron Star Interior Composition Explorer)
promovida pela NASA, que consiste na observacao de estrelas compactas a partir de um
telescépio de raios X instalado na Estagao Espacial Internacional (GENDREAU; ARZOU-
MANIAN, 2017).

Ao longo do tempo, foram empregadas diferentes abordagens para modelar a matéria
nuclear e assim obter suas equagoes de estado (EOSs). Dentre os modelos fenomenoldgicos
nao relativisticos, destacam-se os modelos de Skyrme (SKYRME, 1956) e de Gogny (DE-

CHARGé; GOGNY, 1980), nos quais a energia total do sistema é descrita como uma fungao

1Prétons ou néutrons.
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apenas da densidade nuclear no caso da matéria nuclear simétrica. No contexto relati-
vistico, hd também os chamados modelos relativisticos de campo médio (RMF, do inglés
Relativistic Mean-Field), baseados em Teoria Quantica de Campos e construidos a partir
de densidades lagrangianas que supoem, na maioria das vezes, interagoes entre os fér-
mions mediadas por mésons escalares e vetoriais, cuja intensidade pode ser constante
ou dependente do meio. Para um estudo sistematico de um conjunto grande de para-
metrizagoes de dois dos modelos citados acima (Skyrme e RMF), indicamos ao leitor os
trabalhos da referéncias (DUTRA et al., 2012; DUTRA et al., 2014). Outra forma de descri-
¢ao da matéria nuclear é através do uso de cdlculos de primeiros principios (ab initio), que
téem como ponto de partida interacoes nuclednicas realistas ajustadas por dados de espa-
lhamento nucleon-nucleon (NN). Métodos como Quantum Monte Carlo (CARLSON et al.,
2014), self-consistent Greens Functions (SOMA, 2020) e In-Medium Similarity Renormali-
zation Group (HERGERT, 2017), também permitem investigar as propriedades da matéria
nuclear. No entanto, tais abordagens permanecem limitadas a densidades proximas da
densidade de saturacao ou até no maximo duas vezes este valor, o que faz necessaria a
extrapolacao para o regime de altas densidades, relevantes para o estudo de estrelas de
néutrons (HEBELER et al., 2015).

No trabalho (MARGUERON et al., 2018a; MARGUERON et al., 2018b), os autores propu-
seram a descricao da matéria nuclear através do chamado metamodelo. A fundamentagao
tedrica deste modelo foi inspirada na expansao de Taylor em torno da densidade de sa-
turacdo da matéria nuclear simétrica (psq). A partir desta perspectiva, sua densidade
de energia, que depende da densidade total p, do parametro de assimetria do sistema e
da temperatura T, é escrita como a soma da parte cinética (versdo nao relativistica) e
de uma parte potencial, que por sua vez é expressa como uma expansao no parametro
r = (p — psat)/(3psar) em torno de z = 0, truncada em uma ordem N qualquer. A van-
tagem de se construir um modelo desta forma é a possibilidade de poder ajusta-lo para
reproduzir modelos hadronicos da categoria ab initio, ou fenomenolégicos. Foi mostrado
em (MARGUERON et al., 2018a) que diferentes modelos hadronicos nao relativisticos e
também relativisticos sao muito bem reproduzidos quando se usa a expansao em ordem
N =4, por exemplo, ou seja, o metamodelo pode ser usado para substituir modelos mais
sofisticados sem perda de suas principais caracteristicas. Os coeficientes presentes no me-
tamodelo sao dados por combinacoes lineares dos parametros de bulk da matéria nuclear,
que por sua vez sao obtidos em 7" = 0 a partir de derivadas sucessivas com relagao a
x em torno de x = 0 (i) da energia por particula da matéria simétrica (setor isoscalar:
Psats Esaty Ksaty Qsaty Zsat) €, (i) da energia de simetria do sistema (setor isovetorial:
Esym, Lsym, Ksyms Qsym, Zsym). Ainda, uma das vantagens deste tipo de modelo é a
nao correlagao prévia dos parametros de bulk, o que torna possivel, para um determinado
sistema nuclear, tais como a matéria que descreve uma estrela de néutrons, por exemplo,

a investigacao da real influéncia de cada um destes parametros independentemente dos
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demais.

Esta dissertacao tem como objetivo central o estudo da EOS da matéria nuclear densa
por meio do metamodelo e aplicacao desta estrutura tedrica na andlise da fisica de estre-
las de néutrons. Para atingir esse propdsito geral, foram estabelecidos alguns objetivos
especificos, que se complementam de forma progressiva. Em primeiro lugar, estudamos
a termodinamica do metamodelo, apresentando sua formulacao matemaética e a relagao
direta entre a expansao em torno da densidade de saturagao e os parametros de bulk (ou
parametros empiricos nucleares). Esse passo inicial foi fundamental para construir uma
base sélida, na qual grandezas como energia por particula, pressao e potenciais quimicos
de prétons e néutrons puderam ser obtidas de forma sistematica e fisicamente consistente.
A proxima andlise consistiu na descricao das estrelas de néutrons a partir do metamodelo,
que foi usado para estudar a influéncia dos parametros de bulk no diagrama massa-raio
das estrelas, verificando quais deles sao os mais relevantes. Todo o estudo foi organi-
zado da seguinte forma: No Capitulo 2 abordamos o modelo do gés de Fermi, dando
como exemplos o gas de elétrons e o gds de nucleons (prétons ou néutrons), este iltimo
sendo aplicado na formulagao do metamodelo. O Capitulo 3 mostra a termodinamica do
metamodelo propriamente dito, com suas expressoes para energia, pressao e potenciais
quimicos, estabelecendo a base tedrica do metamodelo. O Capitulo 4 descreve as estrelas
de néutrons. No Capitulo 5 apresentamos os diagramas massa-raio obtidos a partir do me-
tamodelo e investigamos o impacto dos parametros de bulk nestes diagramas. Finalmente,
no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes. Para complementar o trabalho, incluimos um
apéndice onde estao detalhadas as derivadas utilizadas no desenvolvimento das expressoes
do Capitulo 3 e um apéndice que mostra as equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff,

que governam o equilibrio hidrostatico das estrelas compactas.
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2 Modelo do gas de Fermi

A forca nuclear é responsavel por manter préotons e néutrons ligados no interior dos
nucleos atomicos. Essa interacao ocorre por meio da troca de mésons entre os nucle-
ons (WALECKA, 2004). Diferentemente do caso da interagao eletromagnética, que possui
uma formulacao tnica e bem definida, nao existe uma descricao unica e completa da
interacao nuclear. Por isso, diversos modelos tedricos e fenomenoldgicos foram desenvol-
vidos (e continuam sendo propostos) com o objetivo de reproduzir de forma precisa os
observaveis da fisica nuclear (SKYRME, 1956; DUTRA et al., 2014).

De modo geral, parte-se da proposicao de uma interacao cujos parametros livres sao
ajustados para reproduzir os dados experimentais conhecidos de sistemas de dois nucle-
ons, tanto em estados ligados (de energia negativa) quanto em processos de espalhamento
(de energia positiva). Uma vez obtido esse ajuste, a mesma interacao pode ser utilizada
para calcular propriedades de ntcleos leves e pesados, bem como da matéria nuclear e das
estrelas de néutrons. Na astrofisica, em particular, a modelagem de estrelas de néutrons
depende diretamente da equacao de estado, que relaciona grandezas termodinamicas asso-
ciadas aos nucleons. Nesse contexto, considera-se satisfatério um modelo hadronico capaz
de descrever de forma consistente os diversos nucleos finitos, a matéria nuclear infinita, e

os observaveis astrofisicos disponiveis.

Geralmente, a densidade de energia de um modelo hadronico é composta por um termo
cinético e um termo potencial, que contém em grande parte a informacao da interacao
nuclear proposta. Como os nucleons sao férmions, ou seja, objetos de spin semi-inteiro,
pode-se descrever o modelo hadronico como um gés de Fermi. Em particular, o termo
cinético corresponde a um gas de Fermi nao interagente, que representa um modelo ideal
no qual um conjunto de particulas, obedecendo a estatistica de Fermi—Dirac, é conside-
rado nao interagente e confinado em um potencial externo. Nesse regime, as particulas
seguem o principio de exclusao de Pauli, que impede que duas delas ocupem simultanea-
mente o mesmo estado quantico(PAULI, 1925). A estatistica que fundamenta esse modelo
foi formulada em 1926 pelo fisico italiano Enrico Fermi, em paralelo com Paul Dirac
(DIRAC, 1926), como uma generalizagdo da mecanica estatistica classica para particulas

indistinguiveis com spin semi-inteiro (FERMI, 1926).
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O gas de Fermi possui aplicacoes amplas em diferentes contextos fisicos. No caso da
fisica nuclear, o nticleo atomico é descrito como um sistema de férmions confinados, no qual
a energia de Fermi estabelece a escala para processos de excitacao e decaimento (SCHUCK;
RING, 1980). Em astrofisica, o modelo é essencial para explicar a estabilidade das anas
brancas e das estrelas de néutrons, em que a pressao de degenerescéncia eletronica ou

bari6nica se opoe ao colapso gravitacional (SHAPIRO; TEUKOLSKY, 1983).

Apesar de sua simplicidade, o gas de Fermi fornece previsoes quantitativas muito boas
em diversos regimes de densidade. Por isso, quase um século apés sua formulacao, o
modelo continua sendo uma ferramenta conceitual poderosa em varias areas da fisica
tedrica e aplicada. Neste capitulo, apresentaremos os fundamentos do modelo de gés de
Fermi nao interagente e sua aplicacao, por exemplo, ao caso do gas de elétrons. Em
seguida, mostraremos como ele pode ser utilizado para descrever um gas de nucleons

livres.

2.1 Poco quadrado infinito (1D)

Comecaremos apresentando o poc¢o quadrado infinito em uma dimensao. A teoria
usada na solugao da equagao de Schrodinger independente do tempo (estados estaciond-
rios) nesse caso é aplicada diretamente na construgao do gés de Fermi nao interagente em
trés dimensoes. Esta subsegao foi baseada em (GRIFFITHS, 2018).

Considere o potencial dado por

0, 0<zx<a,
V(z) = (2.1)

o0, caso contrario.

Uma particula nesse potencial esta completamente livre, exceto nas duas extremidades
(x =0) e (z = a), onde uma forca infinita a impede de escapar. Fora do poco temos que
Y(x) = 0, ou seja, a probabilidade de encontrar a particula ali é zero. Dentro do pogo,

onde V(x) =0, a equagao de Schrodinger independente do tempo é dada por,

h? d*i
S S ) 2.2
2m dx? 4 (22)
ou, equivalentemente,
d*y
— = —k* 2.3
==k, (2.3

com k = v2mE/h. A solugao geral desta equacao para F > 0 é

Y(z) = Asin(kx) + B cos(kx), (2.4)
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onde A e B sao constantes arbitrarias. ¢ (z) e % sao continuos, porém, quando o potencial

tende ao infinito apenas a primeira condicao se aplica.

A continuidade de ¥ (x) implica em

$(0) = ¢(a) = 0. (2.5)
Entao, temos que
¥(0) = Asin0 + Bcos0 = B, (2.6)
portanto, B = 0, o que leva a
() = Asinka. (2.7)

Logo, ¥ (a) = Asin(ka) de modo que ou A = 0 ou entao sin(ka) = 0, o que significa que
ka =0, +7m, £2m, +37, ... (2.8)

Porém, note que £ = 0 nao nos interessa, pois implicaria ¢» = 0. Ainda, as solucoes
negativas nao trazem nada de novo, ja que sin(—6) = —sin(#) e podemos absorver o sinal

negativo em A. Portanto,
k,=—, comn=1,23, ... (2.9)
a
Note entao que a condicao de contorno em x = a nao determina a constante A e sim a

constante k e, consequentemente, os possiveis valores de F, dados por

R2A2 2R
T 2m 2ma? (2.10)

Ey

Veja que no dominio quantico, uma particula no poco quadrado infinito necessariamente

assume um desses valores possiveis (permitidos) de energia.

Para encontrar a constante A usamos a condi¢ao de normalizacao da funcao de onda:
22 2@ ~ 2 2

|A]” sin®(kx) de = | A] 5= 1, entao |A]*=-. (2.11)
0 a

Logo, A = 4/2/a. Note que escolhemos a raiz real positiva ja que a fase de A nao possui

nenhum significado fisico. Dentro do poco, as solugoes sao entao dadas por

Un() = \/gsin (%W:r) : (2.12)
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Note que a equacao de Schrodinger independente do tempo fornece um conjunto infinito
de solugbes, uma para cada numero inteiro positivo n. As primeiras dessas solugoes estao

representadas na Figura (2.1).

¥i(x) Yy (x) \Pg(x)

Ny
L
| x

a

FIGURA 2.1 — Trés primeiros estados estacionarios do poco quadrado infinito em uma dimensao. Figura
extraida de (GRIFFITHS, 2018).

Elas se parecem com as ondas estacionarias em uma corda de comprimento a. A funcao de
onda 1)y esta associada com o estado de menor energia, chamado de estado fundamental,
enquanto que as demais, 1, sao relacionadas com os chamados estados excitados, cujas
energias aumentam proporcionalmente com n?. Além disso, temos que as funcoes v, sao
alternadamente pares e impares em relacao ao centro do pogo. Temos também que, na
medida em que a energia aumenta, cada estado sucessivo possui um né a mais. Ainda, as

funcoes 1, sao mutuamente ortogonais, ou seja, atendem a
* 2 (" /mm \ . /nm
/1/Jm(a:) p(x) de = —/ sin <—x) sin (—x) dx
a f, a a
1 [ —
= —/ [cos <—(m n>7r:c) — oS (—(m i n)wxﬂ dz
a Jo a a

o () e ()

[ o

a

0

(2.13)

™

para m # n. Para m = n este cédlculo nao funciona. Nesse caso, a normalizacao diz
que a integral deve ser igual a 1. Dessa forma, é possivel combinar a ortogonalidade e a

condi¢ao de normalizagao em uma s6 relacao, dada por

/ (@) o (&) d = Gy, (2.14)

onde a fungao delta de Kronecker, d,,,, ¢ definida por

07 b
Srom = mn (2.15)

1, m=n.

As fungdes 1 sao ditas também serem completas, pois qualquer outra fun¢ao f(x)
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pode ser expressa como uma combinacgao linear delas:

f(z) = nf; Cothn () = \/g nf; cn sm<%” :v) (2.16)

A Eq. (2.16) é a chamada de série de Fourier da fungao f(z) e o fato de que qualquer funcao
pode ser expandida desta forma é chamado de Teorema de Dirichlet. Os coeficientes ¢,

podem ser obtidos para uma dada fungao f(z) da seguinte maneira:

/@/}}“n(x)f(x)dx = Z cn/wm(x)*wn(x)dx = Z CnOmn = Cm- (2.17)

Perceba que o delta de Kronecker anula todos os termos na soma, exceto aquele para o

qual n = m. Assim, o enésimo coeficiente na expansao de f(z) é,
e = / 0 (2) f (2)da (2.18)

Note que as fungdes de onda satisfazem quatro propriedades. Sao elas: i) sdo alterna-
damente par e impar em rela¢do ao centro do pogo; ii) conforme a energia aumenta, cada
estado ganha mais um né; iii) sdo mutuamente ortogonais e iv) sdo completas. Estas pro-
priedades nao sao peculiares ao poco quadrado infinito. A primeira é verdadeira sempre
que o préprio potencial é uma funcao simétrica; a segunda é universal, independentemente
da forma do potencial. A ortogonalidade também é bastante geral. A completude vale

para a maioria dos potenciais.

2.2 Gas de elétrons livres (3D)

Tratemos agora de um sistema mais realista, mais especificamente, elétrons em um
objeto sélido tridimensional. Consideremos a teoria do gas de elétrons livres de Sommer-
feld (SOMMERFELD, 1928), que desconsidera as interagoes repulsivas elétron-elétron e os
trata como particulas livres confinadas em uma caixa, isto é, o analogo tridimensional
do pocgo quadrado infinito unidimensional apresentado na subsecao anterior. Novamente,

usamos como base a referéncia (GRIFFITHS, 2018).

Suponha que o objeto em questao seja um sélido retangular de dimensoes L, L, L.

e que um elétron em seu interior nao esteja sujeito a nenhuma forga, exceto nas paredes
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impenetraveis. Nesse caso, o potencial ao qual os elétrons estao submetidos é dado por

0, 0<z<L, 0<y<lLy, 0<z<Ly;
V(z,y,z) = (2.19)

o0, caso contrario.

A equacao de Schrodinger independente do tempo é escrita como

R,
—5 Vi = By, (2.20)

Usando o método de separagao de varidveis, temos ¥ (z,y, z) = X(2)Y (y)Z(z) que leva a

h? d*°X h? A’y h? d*Z
—BX, -—%S_gpYy --%2_pz 2.21
2m dx? 2m dy? Y 2m dz? (2:21)

onde £ = FE, + E, + E.. Ainda, definindo

V2mE. 2mkE V2mE
l{?z: ,']Z]:L x7 k?y: i y7 kz: o zv (222)

obtemos as seguintes solugoes gerais

X(z) = A, sin(k,x) + B, cos(k,x), (2.23)
Y(y) = Aysin(kyy) + By cos(kyy), (2.24)
Z(z) = A, sin(k,z) + B, cos(k,z). (2.25)

As condigoes de contorno aqui resultam em
X(0) = Y(0) = Z(0) = 0, (2.26)
que por sua vez gera B, = B, =B, =0e X(L,) =Y (L,) = Z(L,) =0, levando a
kyL, =n,m, kyL,=n,m, k,L,=n,m, (2.27)
com

ng=1,2,3,..., n,=123_..., n.=123... (2.28)

As funcgoes de onda normalizadas s@o dadas por

8 x . . z
Vnymym. = 1| L.L,L. sin (nL:x) sin (% ) sin (nL:rz) (2.29)
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e as energias permitidas sao

L—% + L_ L_g = om (2.30)

Enzany’nz =

r? [(n? nZ n? B h2k?
2m :
onde k£ ¢ a magnitude do vetor de onda k = k, X + k,y + k.Z.

Considerando um espago tridimensional com eixos k,, k,, k. e planos desenhados em
k, = (v/L,), 2r/L,), (3n/Ly), ..., em k, = (n/L,), (2r/L,), (31/L,), ... eem k, =
(r/L,), (2n/L,), (3w/L,), ..., cada ponto de intersegao representa um estado estacionério

distinto de uma particula, veja a Fig. (2.2).

,%.f

£

r

FIGURA 2.2 — Espacgo tridimensional das componentes do vetor de onda. Cada ponto representa um
estado estaciondrio. A parte sombreada indica um “bloco” onde hé um tnico estado (de dois elétrons).
Figura extraida de (GRIFFITHS, 2018).

Cada bloco nessa grade, e portanto cada estado, ocupa um volume dado por

3 3

Ak, Ak, Ak, = ——— = —, 2.31

e L L,L, VvV ( )
no “espaco k”, onde V.= L,L,L, é o volume do préprio objeto. Suponha que nossa
amostra contenha N atomos e cada atomo contribua com d elétrons livres. Como os
elétrons sao férmions idénticos, sujeitos ao principio de exclusao de Pauli, apenas dois
(um com spin para cima e outro com spin para baixo) podem ocupar cada estado de

particula tnica. Os elétrons preencherao um octante de uma esfera no espago k cujo raio,



CAPITULO 2. MODELO DO GAS DE FERMI 26

kr, é determinado pelo fato de que cada par de elétrons requer um volume 73 /V:

1/4 Nd (=3

que leva a

1/3

kp = (3m%p) """, (2.33)

com p = Nd/V sendo a densidade de elétrons, ou seja, o nimero de elétrons por volume.

A fronteira que separa os estados ocupados dos nao ocupados no espago k é chamada
de superficie de Fermi. A energia correspondente, chamada de energia de Fermi, é dada

por

kL R

2m 2m

Er = B(k = k) = (3p7%)*" (2.34)

onde usamos a Eq. (2.33). A energia total do sistema pode ser calculada da seguinte

forma: uma camada de espessura dk contém um volume % (47k?) dk, conforme ilustra a

Fig. (2.3) a seguir.

dk

an
k

X

FIGURA 2.3 — Octante de uma camada esférica no espaco k. Figura extraida de (GRIFFITHS, 2018).

Entao, o numero de estados eletronicos na camada ¢ dado por

V(@) ke dE] _ v

(5) 2

dN (k) = k? dk, (2.35)

onde v é a degenerescéncia do sistema. Note que o nimero total N, que é uma fungao

de k, é obtido pela integragao da expressao acima. A partir disso, pode-se também obter
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densidade integrando dN (k) desde k = 0 até k = kp:
—N—l/dN(k)— ’ /kpkzdk— T g (2.36)
P=v~v - 2n2 g Coem2 T '
Como no caso dos elétrons temos que v = 2, a expressao acima torna-se p = k¥/(37?),
exatamente igual a relagao apresentada anteriormente na Eq. (2.33).

A energia de cada estado é h2k?/2m. Portanto, a energia de Vk?dk/m? estados é

21.2
g = Y gy (2.37)

2m m?

A energia total do sistema é entao obtida pela integragao da expressao acima (desde k = 0

até k = kp no lado direito), o que leva a

h2 kp R2k5 K2 2\5/3 B2
Etot = /dE —_ 2V / k.4 dk = FV — V(?)pﬂ' ) — 3 V(37T2>2/3p5/3. (238)
m Jo

2T 1072m 1072m 10m

Esta energia quantica desempenha um papel analogo a energia interna de um gés classico.
A partir desta quantidade, podemos também definir a densidade de energia total como
sendo a energia total por volume:

- Etot 3h2

= ——(37%)3,%/3. (2.39)

& Vv 10m

Calculemos agora a pressao que gas de elétrons exerce nas paredes do solido. De uma

forma geral, tal quantidade é dada por

8Eﬁtot
P=_ 2.40
ov (2:40)
que pode ser reescrita, notando-se que
8_5 _ 8(E‘tot/vv) _ a(E’tot/vv) ov _ laEtot o Etot V_2
dp  ONJV) 9V O9N/V) \V oV V2N
v OFoy FEiw P+E&
—N< 6V)+N_ o (2.41)
Logo,
o€ AE/p)  h? 2
P=p——&=p =t = —(3r)p" = Z¢. 2.42
o, E=p o5 - (3m)7p 5€ (2.42)

Esta é a pressao interna, chamada de pressao de degenerescéncia, que ajuda a estabilizar
o sélido e que nada tem a ver com a repulsao elétron-elétron, que na verdade foi completa-

mente descartada, e nem com o movimento térmico, ja que estamos tratando um sistema
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a temperatura nula. Este é um efeito estritamente quantico e deriva essencialmente da
necessidade de antissimetrizacao das fungoes de onda de férmions idénticos, que é o caso

dos elétrons descritos aqui.

2.3 Gas de nucleons (parte cinética)

Na subsecao anterior, apresentamos o modelo de Sommerfeld para o gas de elétrons
livres, no qual particulas fermionicas nao interagentes sao confinadas em uma regiao tridi-
mensional de volume V' = L, L, L,. A solugao da equacao de Schrédinger para esse sistema
leva a estados quantizados no espago dos momentos, definidos por niimeros quanticos in-
teiros (ng,ny,n,), e ao surgimento de uma energia caracteristica, a energia de Fermi, que
marca o limite entre os estados ocupados e desocupados a temperatura nula. O mesmo
formalismo pode ser estendido para descrever a parte cinética de um gas de nucleons, isto

é, um sistema formado por prétons e néutrons confinados em um volume macroscopico.

Assim como no caso eletronico, cada nucleon ocupa um estado quantico distinto em
virtude do principio de exclusao de Pauli. Diferentemente do gas de elétrons, o gés de
nucleons apresenta, entretanto, duas espécies de férmions: prétons e néutrons, cada uma

com sua propria densidade de particulas e correspondente energia de Fermi, dados por

_ [ g = L (2.43)
pp,n - 27T2 0 - 37T2 Fpn ’
(&
h2kZ, K2 9/3
= P _ 3120, / 2.44
Fp 2mp 2my, ( T Pp, ) 7 ( )

respectivamente, onde m, e m, sao as massas de prétons e néutrons. Assim como no
caso dos elétrons, cada nucleon tem degenerescéncia v = 2 (cada estado pode ter a

componente z de spin como sendo 1/2 ou —1/2).

As partes cinéticas da densidade de energia e pressao sao dadas por

10m,, b 10m,,
e
Py, = h (37T2)2/3p5/3 + h_2(37r2)2/3pi/3 — ng + ggm (2.46)
B, > T Bmn, 3773

em direta aplicagdo das Egs. (2.39) e (2.42). Estas expressoes representam, portanto, a

generalizacao direta do gas de elétrons livres para um géas de nucleons degenerado, no
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qual coexistem duas espécies fermionicas submetidas ao principio da exclusao de Pauli.
Esse modelo simples fornece uma base fundamental para compreender o comportamento
quantico da matéria nuclear em regimes de altas densidades e temperatura nula. Ele serve
como ponto de partida para a construcao de modelos mais sofisticados, nos quais a parte
potencial, que descreve as interagoes efetivas entre os nucleons, nao é descartada. Esse é

o caso do modelo hadronico que apresentaremos no capitulo seguinte.
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3 Metamodelo

Neste capitulo, trataremos do metamodelo propriamente dito. De modo geral, meta-
modelos, ou “modelos de modelos”, sao estruturas estatisticas ou matematicas destinadas
a representacao aproximada do comportamento de sistemas complexos e computacional-
mente onerosos. O uso dessa ferramenta é particularmente indicado em situagoes nas
quais o modelo original é nao analitico e apresenta implementacao numérica dificil e/ou
de alto custo computacional. A ideia fundamental consiste em construir uma funcgao ca-
paz de reproduzir, com boa precisao, a relacao entre as varidveis de entrada e de saida
do modelo completo (TIMOTHY et al., 2001; JIN et al., 2003). Este conceito foi aplicado na
descrigdo da matéria nuclear em (MARGUERON et al., 2018a). Nesse trabalho, os autores
expandiram a densidade de energia do sistema nuclear em torno da densidade de satura-
¢ao, da matéria nuclear simétrica (MNS), psq:*, com os coeficientes da expansao dados em
termos dos chamados parametros nucleares empiricos (ou parametros de bulk) da MNS.
A ideia central é que, em vez de se supor uma forma funcional exata para a dependéncia
da energia com a densidade e a assimetria, como nos modelos de Skyrme ou nos modelos
de campo médio relativistico, o metamodelo propoe uma expansao em série da equagao
de estado, de modo que cada coeficiente da expansao esteja diretamente associado a um

parametro nuclear empirico.

Basicamente, a estrutura do metamodelo para a densidade de energia é dada pela soma
de uma parte cinética e uma parte potencial, esta ultima expressa explicitamente como
uma série de Taylor em torno de ps,;. Nas proximas subsecoes, mostraremos essas duas
partes, comegando pelo termo cinético. Todas as demais quantidades termodinamicas

serao derivadas a partir desta grandeza.

3.1 Parte cinética

A estrutura da parte cinética da densidade de energia do metamodelo é determinada
a partir do modelo do gas de Fermi nao interagente; portanto, sua forma é aquela apre-

sentada na Eq. (2.45). No entanto, o metamodelo considera que a massa do nucleon pode

1A densidade de saturacdo psq: ¢ definida como sendo a densidade na qual a energia por particula do
sistema apresenta um minimo.
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depender do meio nuclear, mais especificamente da densidade total do sistema, p = p,+pn,
e da fracao de prétons, y = p,/p, isto é, m, — my(p,y) e m, — m;(p,y). Essa quantidade

serd denominada massa efetiva do nucleon.

3.1.1 Densidade de energia e energia por particula

Com essa consideragao e utilizando as relagoes p, = yp ¢ p, = (1 —y)p, onde y é a
fracao de prétons do sistema e p = p,+ p,,, a densidade de energia cinética do metamodelo
pode ser reescrita como uma funcgao de p e y da seguinte forma:

3 5/3 ;51/3 3 5/3 1 — 5/3

g = —(37?2)2/3 *Pp X *P _ —(37?2)2/3p5/3 iU n ( : Y)

10 my(p,y)  mi(py) | 10 my(p,y) — my(p,y)

= gl:in,p + gl)ckz'n,n’ (31)

com

3(3m2)22 55

&=
kin,i 10m;‘“(p, y) ]

(3.2)
para ¢ = p,n. O simbolo * na densidade de energia, e nas demais grandezas que ainda
aparecerao no texto, indica que a respectiva quantidade depende da massa efetiva do
nucleon, ou seja, é uma fungao de m;(p, y). A partir daqui, adota-se o sistema de unidades
em que b = ¢ = 1. Desse modo, a massa ¢ expressa em MeV, as densidades em MeV? e a
densidade de energia em MeV*. Com a densidade de energia determinada, é possivel obter
as demais quantidades termodinamicas do sistema. Por exemplo, a energia por particula

é escrita como

3 ys [y (L—y)P
E;, =~k — = (37%) =E,  +Ef s 3.3
g p 10 57%) mi(p,y)  mi(p,y) kinp Tk, (3:3)
onde
* 3(37T2>2/3 5/3
King = Tho i 2. (3.4)

10pm; (p,y)
Note que o caso particular no qual ms(p,y) = m;,(p,y) = m leva a

3
Eyin = —(37°p)*3[y** + (1 — y)*?]. (3.5)
m

Ainda, definindo a funcao

Hy(y) =2""y" + (1 —y)"], (3.6)
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podemos reescrever a expressao anterior como

3 (3n2\**
Eyin = —— (T) H5/3(y)p2/3. (3.7)
Este é exatamente o termo cinético descrito na Eq. (1) da Ref. (DUTRA et al., 2012), que
trata do modelo de Skyrme.

3.1.2 Pressao

A pressao devida ao termo cinético da densidade de energia é calculada através da
seguinte definicao
P — 29(Erin/ P) 2 0L},

= B (0, y,m5(p,y), my(p,y)) dado pela Eq. (3.3) e com a derivada sendo

*
com L},

calculada a y fixo. Logo,

OE:. Om' OEr Om' OE}, oE;. om’, o&r. om’ OE},

Pl — 2 kin 4 kin n kin — kin P kin n 2 kzn'
(6m; ap * omy  Op + dp ) p@m; dp +p8m; dp tp dp

(3.9)

A derivada do ultimo termo é dada por

OEL, _ 9 {3(37T2>2/3p2/3 [yg)/g 4 (1- 9)5/3}}

dp _8_p 10 ms mr
_ 3 2 2/32 -1/3 y5/3 (1— 9)5/3
= 137 50 - | (3.10)
logo,
ocy, dm:  OEL, omL 2 3 v -y
Pl — kin P kin n = .2 3 2\2/3 5/3 ] 311
p(?m;; Jdp +p8m;‘; dp +3 10(7T) P m;;+ m (3:11)

Note ainda que o termo A = p?dF},, /0p pode ser reescrito como

A= 2.3 (3p2p8 ZRA Sl _ 2.3 3oy () [p(1 =yl
3 10 my me 3 10 my me
2 3 o3 pof3 2 .. 2. 2 .
=3 1—0(372)2/3 (# + | = 3%kin = 3inp t 3Ekinn (3.12)
D n
que leva a
&}, omy o€y, om}
P = Py, + po b g pokin S (3.13)

om* 9dp p@m; op

p
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onde
PI:m = Pl;kin,p + Pkfin,n? (314)
e
* 2 *
Pkin,z' = ggkm,m (3~15)

para ¢ = p,n. Nos cédlculos acima usamos o fato de &}, poder ser dado em fungao de p

e y. Ainda, as derivadas dm;/Jp sao tomadas a y constante.

Usando também a relagdo expressa na Eq. (22) de (DUTRA M. LOURENCO FILHO;
MARGUERON, 2023), a saber,

om; m} ’ '

(2 2

junto com a Eq. (3.15), chega-se finalmente em

om’*
cF px — ) 2— 3.17
2 m* kin,p ap 2 m* kinn ap ( )

P n

3p . Omy 3p

P/:Pl;kzn_

Note os termos de correcao devido as derivadas da massa efetiva em relagao a densidade
(dois ultimos termos), ou seja, a influéncia do meio na massa do nucleon altera diretamente

a forma final da pressao do sistema.

Para o caso particular m;(p,y) = m;,(p,y) = m, temos que as derivadas da expressao

anterior sao nulas. Como consequéncia, a pressao torna-se

2 2 2 2
P/:Pm:Pzn Pznn:_gm _Smn:_gm:_Em
k kin,p + Lkin, 3k,p+3k, 3k 3Pk
1 32 2/3
:5_m(_2) H5/3(9)P5/3a (3‘18)

onde glmn = 5k'in,p + Skin,na com

3(3772>2/3 5/3

3.19
o P (3.19)

gkin,i -
Esta forma para a pressao é exatamente igual ao termo cinético dado na Eq. (6) de (DUTRA
et al., 2012) para o modelo de Skyrme.
3.1.3 Potenciais quimicos

O potencial quimico é a grandeza que quantifica a variagao da energia de um sistema
termodinamico em funcao da variagao do numero de particulas que o compoem. Como

na matéria nuclear assimétrica existem dois tipos de particulas, protons e néutrons, ha,
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portanto, dois potenciais quimicos associados. De forma geral, o potencial quimico de

uma particula ¢ qualquer é definido como

Hqg = 75— ) (320)
Pizq

em que a derivada é calculada mantendo-se constantes todas as demais densidades das
particulas i # ¢q. No caso da parte cinética do metamodelo, utilizamos o fato de que a
Eq. (3.1) pode ser expressa em termos apenas de p, e p,, uma vez que as massas efetivas
também podem ser escritas em fungao dessas quantidades, dado que p = p(pp, pn) €
Y = Y(Pp, pn). Assim, podemos escrever &, = i (Pps Py M (Pp, Pn)s M (Pps Pn))- Sabe-
se que a energia cinética total é dada por &, , + &, -

Fazendo a diferencial de &, :

. o0&
% o kin, kin,p *
dEhinp = 9p, - P omEn dmy. (3.21)
Pp
Agora diferencial de my
om’ om’
dm* = Pl q 21 dp,. 3.22
mp app pp + apn pp ( )
Pn Pp
Temos que dp,, = 0, logo,
om’*
dm,, = app dpp. (3.23)
P,
Substituindo d&y;,, ,
& o om;
e — in,p in,p 2\ dp,, 3.24
kin,p app pp + 8m;; @pp pp ( )
Pp pn
entao,
0y | _ Oy Oiiny| Oy (3.25)
app 81017 m*p 8m; Py app pn
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Vamos fazer o analogo para as partes dos néutrons,
kinn — apn Pn am; m,, .
Pn
temos que, dp,, = 0, entao,
e
om’* om’*
dm™n = —=| dp, + — dpn, 3.27
app p apn ( )
Pn
0
logo,
om’
dm; = 2od 3.28
mn app pp7 ( )
Pp
e portanto,
a(C/'*inn 85* a "
binn | _ Zkin| Tln (3.29)
dpyp omy, dpyp
Pn Pn Pn
Fazendo, &, = 5,;-”4, + Eginyn
o0&} 0E; 0EL
kin,p _ kin,p kin,n : (330)
dpyp Opyp dpyp
Pn Pn
substituindo,
= : > - (3.31)
dpyp Opp | . om, Opyp omy, dpyp
Pn mp Pp Pn Pn Pn
Entao, termos enfim, a seguinte relagao,
P app app kin,p kin,n/|p, am; app am; 8,0p app )
= kinp L__ Py d (3.32)

omy Jpy omz  Op,’
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onde
T o (" p’\_5 3
/L* kin,p —(371'2)2/3 Pp + Pn = —. (37T 1% )2/3
]mn,p 8pp 10 8pp p TTL:L 3 10m; D
56*177,
k Zkinp (333)
3 Pp

Utilizando novamente a Eq. (3.16), chegamos em

* * *
/ * 3 Pkin,p aTn’p _ §szn,n om

Hp = Hiinp =5 mi Op, 2 my Op,

(3.34)

Adotando o mesmo procedimento para o calculo do potencial quimico de néutrons,

chegamos em

uiza

kin
Opn,
a * * _

= 8_pn(gkm,p + gkzn,n) |pp - am; apn am; apn apn

OEginp Omyy 0L, . Om, N o0&},

Pp

in,p in,p

R

_ ,U* in,p in,p
in,n 8m* 0pn om:  Opy, Opn
Zn am 3 P*Zn n a ;

2 m 8pn 2 my Opn

onde fiy, , = O 1/ Opn = 5,/ (3pn). Note, novamente, o efeito da massa efetiva na
forma nos potenciais quimicos: o aparecimento dos dois ultimos termos nas Eqs. (3.34)
e (3.35). Ainda, o caso particular de massas constantes e iguais leva a u; = [kinp =

5Ekinp/ (3pp) € & Wy, = Hiingn = 5Ekinn/ (3Pn)-

Os potenciais quimicos poderiam ter sido calculados usando a dependéncia da densi-

dade de energia em p e y da seguinte forma

. O&, &}, (1 —1y) 0&;,
_ %kin|  _ %kin| in| 3.36
Ho opy dp p Oy (3:36)
Pn Y 14
/ o0&y, YChkin 3 YCkin y@ YCkin
Mn m m m 337
Opn ) Op , P oy (3.57)

onde as derivadas dadas nas Eqgs. (A.1)-(A.4) do Apéndice A.1 foram usadas.

Com todas as expressoes analiticas obtidas, podemos agora verificar se a parte cinética

do modelo é termodinamicamente consistente, ou seja, se obedece a equagao de Euler para
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sistemas a temperatura nula, dada por (GREINER et al., 1997)
PV +E=Y mN, (3.38)
Ao dividir toda a expressao por V', chegamos a seguinte forma
P+E=> pp;. (3.39)
A partir das Egs. (3.1) e (3.17) temos que
5 5 3 p oms 3 p om’
+ kin 3 kin,p + 3 kinn Qm;; kin,p 8p 2m: kin,n ap ) ( )
onde usamos, uma vez mais, a Eq. (3.15). Além disso, temos que
/ / _ = m,p an Zn n n
,Uppp + ann 3 pp pp 2 m* app pp 2 m* 8)0;)
gl;kzn n km = kin,p am kzn n am
3 Pn Pn=3 ms 8pn "2 m 8pn
5 Prin, Oms 3P, Om*
_ _5*‘ _g*A _ _ rin,p ) — 1N,M n .
3 kzn,p+3 kinn 2 m;; ap (pp+p ) 2 m;,; ap (pp+p )
5 kzn am 3 Pl:zn n am*
==& =& — Ld L 3.41
3 kin,p + 3 kin,n 2 mp ap p 2 m ap P ( )
mostrando que

confirmando assim a consisténcia da parte cinética.

3.2 Parte potencial

3.2.1 Densidade de energia e energia por particula

Nesta secao, apresentamos as quantidades termodinamicas associadas a parte potencial

do metamodelo utilizado em (MARGUERON et al., 2018a), comecando pela densidade de
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energia, expressa como uma expansao em série de Taylor dada por

gpot - P[ (Usa,t,(] + Usym,O 62) U()(l’, 5) + (Usat,l + Usym,l 62) x ul(x7 5)
2 3

Xz
+(Usat2+vsym25)2' (l’ 6) (Usat3+vsym35)3| (:p’é)_’_]
Al
=p ZO (ot + om0 05, 0), (3.43)
o
onde & = (p = psat) /(3psat), 6 = (pn — pp)/(pn + pp) =1 = 2y,
uj(r,8) =1 — (—3x)NFT1-ietO)Brrl), (3.44)

N =4 e &(0) = bsat + bsymd?, com bgyy = 6,9 € by, = 0, conforme usado em (MARGUERON
et al., 2018a). Embora o 1dltimo parametro seja nulo, mantivemos a forma de £(9) com os
dois termos para deixar as expressoes do modelo mais gerais possiveis, ou seja, permitindo
possiveis casos nos quais by, # 0. A motivacao para o formato da Eq. (3.43) e a relacao
entre os coeficientes da série (vsqt j, Usym,;) € 0s parametros de bulk serdo discutidas na

proxima secao.

Com a Eq. (3.43) definida, podemos obter as demais quantidades. A energia por

particula é escrita como

N
0 1 j
Epot = ot >l il (Vsat,j + Vsym,j0°)2 u; (. 9). (3.45)
Jj=0

3.2.2 Pressao

A pressao é dada por

P — 20(Epot/P) _ 2aEpot%

ot f 9 =" "3z op
3Psat ZZ l’ Usat’iﬂ * Usym’i+152)xiui+1(xv 5) + jio %(Usat,j + Usym,j52)xj —auj;i’ 5) ,
(3.46)
com
w = 3(=32)N e €OGD N 1 1 — j — 32¢(5)). (3.47)

Para este calculo usamos algumas derivacoes mostradas explicitamente do Apéndice A.2.
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3.2.3 Potenciais quimicos

Por fim, obtemos os potenciais quimicos, comecando com o potencial quimico de pro-
tons. Para facilitar o célculo, podemos usar o fato de que &,,; ¢ uma funcao de p e .

Dessa forma temos

0Epot  Opor 00 OEpot
oty = —22 = — 3.48
Hpot,p app ap app BH ) ( )
O primeiro termo pode ser obtido usando a seguinte relagao
8(5 ot/p) 10€&. ot 1 o€ ot
Py =p*—2L2 = p? [ =22 — =& ) = p—2= — Epo 3.49
Pl ey P e ) T e T (349)
que leva a
0Ep, 1
a; L = ;(Ppot + Epot) - (3.50)
Logo,
1 (0 0Epot 06 1 205, OEpot
oy = — = (Pt + Epot) — — , 3.51
Hpot,p p(ap)+ 96 app p(Pt+ Pt) pg 96 ( )
com
35p0t l .TJ 2 auﬂ
5% = 'OZ i 20Vsym, jU; (2, 0) + (Vsat,j + Vsym,j0 )% (3.52)
j=0 7"
e
duj 0 NA1—j _—(bsat+bsymd?) (3z+1)
95 % - (3 )
= [ 32) N (=200, ) (32 + 1)e—<bsat+bsym52><3w+l>}
= (uj = 1)(=20byym) (37 + 1) = (1 = ;) (28b,y) (37 + 1)
= 2(3x + 1)bsymd[1 — u;(z, 9)], (3.53)
onde usamos 99/9p, = —2p,/p*. O mesmo procedimento é adotado para a determinagao
do potencial quimico dos néutrons, dado por
1 (00 OEpor 00 1 2pp OEpot
ot,n — — =—(P, 0 & o — , 3.54
Hpot p<ap> 96 apn p(pt+ pt)+p2 96 ( )
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na qual utilizamos a relagao 94/dp, = 2p,/p*. Note que a equagao de Euler ¢ satisfeita

também para a parte potencial do modelo, ja que

) i 2,0p,0n a‘S‘pot + QPPPN agpf)t
P95 2 06

= Lpot + 5p0t7 (355)

Hpot.pPp + HpotnfPrn =

comprovando assim a consisténcia termodinamica.

3.3 Forma completa

A partir da determinacao das partes cinética e potencial, podemos formular o modelo
completo como a soma dessas duas contribui¢oes. Assim, densidade de energia e energia

por particula sao expressas por

gmm (p7 y) = gl;km + ngt = g/:in,p + gl:zn,n + gPOt’

; DR L iy B ~
= — (372 2/3p5/3[ + +p —(Vsat.i + Vsym.:02 )@l w:(x,6), (3.56
108 mi(p,y)  my(p,y) ]Z:;J!( 03 Vaym07)u5(2,0), - (3.56)

com o uso das Egs. (3.2), (3.43) e (3.44), e

gmm b)
Epn(pyy) = Z2m:Y)

10 !

3 y5/3 (1 _ y)5/3 1 ‘
= = (372)%3 2/3[ + + —(Vsat.i + Vsym.i02 )27 w: (z,6).  (3.57
B my(py) - mi(p.y) jz%y (Waaeg  Vym )05 (,9). - (357)

Pressao e potenciais quimicos sao, respectivamente, dados por

Pmm(pay) :P,+Ppot

3 kin ém km n 5m
=Py 4+ pr = L Py + P, 3.58
in.p kin,n 2,0 < my dp mk  Op pot ( )

dadas as Egs. (3.15) e (3.46),

Mmm,p(pv y) = /‘L;) + Hpot,p

* 3 ( kmpam klnnam

o 2pn 05p0t
— Hrinp ~ 3 ms - dpy m Opp

1
)+p( Prot + Epot) — o5 (3.59)
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,umm,n(pa y) - /L/n + Hpot,n

3 ( Plinyp 8m; Py . om’ 1 20, 0&, o1
% 2 i, N n (P o 5 o “Fp po 3.60
Hiinn 9 ( m; 8pn + me apn + p< pot + 2 t) + pQ 96’ ( )

dada a Eq. (3.52). Para determinar completamente o metamodelo, é preciso fornecer
a expressao da massa efetiva do nucleon, nesse caso, uma quantidade que varia com o
meio nuclear, mais especificamente em funcao de p e y. Tomaremos aqui a forma usada
em (MARGUERON et al., 2018a) para esta quantidade:

-1

m;(p,d p
M = |1+ (Kvsat + T3Ksym 5) 5 (361)
m Psat
com 73 = 1 para néutrons e 73 = —1 para protons, onde Ky € Ksym 820 constantes de

cada parametrizacao, e m = 939 MeV é a massa de repouso do nucleon.

Com isso, podemos agora discutir os coeficientes da expansido dada na Eq. (3.56). As
propriedades gerais das interacoes nucleares, tanto relativisticas quanto nao relativisticas,
sao frequentemente descritas em termos dos chamados parametros nucleares empiricos, de-
finidos como os coeficientes da seguinte expansao em série no parametro z (PIEKAREWICZ;
CENTELLES, 2009):

1 1 1
€is = Esat + §l(sa,tx2 + 5625(1153j3 + EZsat'r4 +oeey (362)
1 2 1 3 1 4
€iv = Esym + Lsymx + 5 sym®L + istmm + aZsymm + ) (363)

onde e representa a energia isoescalar, em que a energia isoescalar é a energia por par-
ticula para matéria simétrica, ou seja, para y = 1/2, e e;, é a contribuigdo para matéria
assimétrica, ambas contribuindo para a energia por nucleon da matéria nuclear da seguinte

forma

e(p,y) = eis(p) + ex(p)0”. (3.64)

A componente isovetorial e;, é identificada com a energia de simetria do sistema em fungao
da densidade, S(p), na aproximacio parabélica em §, ou seja, S(p) = 3(9%¢/96?)s—0 =
eiv(p). Os parametros empiricos que aparecem nas expansoes (3.62) e (3.63) sao usual-
mente agrupados em dois conjuntos: o canal isoescalar e o canal isovetorial. O primeiro
inclui a energia de saturagao Fg, = €is(psat) = €(psat, 1/2), a incompressibilidade K4,
o coeficiente de skewness isoescalar ()., € a kurtosis isoescalar Z,,;, todos também em
p = psat- J& o canal isovetorial compreende a energia de simetria na densidade de sa-

turac@o Esym = S(psat) = €iv(Psat), sua inclinacdo Lgy,,, sua incompressibilidade (ou
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curvatura) isovetorial Ky, seu coeficiente de skewness isovetorial Qg € sua kurtosis
isovetorial Zsy,,, todas em p = pst. Embora a nomenclatura desses parametros varie na
literatura, as Egs. (3.62) e (3.63) estabelecem defini¢oes inequivocas. Uma sintese deta-
lhada das diferentes terminologias empregadas pode ser encontrada no apéndice de (JIN
et al., 2003).

Cada parametrizacao do metamodelo é especificada pelos coeficientes Vot j € Vsym,
juntamente com as constantes kgt € Kgynm. Dessa forma, para N = 4, correspondente
a ordem da expansao adotada nesta dissertagao, uma parametrizacao é completamente
descrita por 12 parametros. Esses parametros, por sua vez, sao expressos em termos

dos parametros nucleares €MPITICOS Psqt, Esat> Ksat> Qsat; Zsat7 Esym7 Lsym; Ksyma stm €

*
sat —

Zgym, além de m (psar, 0) = My, (psat; 0) = mi, e Am M (Psat, 1) =M (psar; 1). Os dois
ultimos s@o extraidos diretamente da Eq. (3.61). Os coeficientes vy, ; s80 obtidos impondo
Emm(p, 1/2) = eis(p), enquanto os coeficientes vgy,, ; sdo determinados a partir da condicao
Sim(p) = (0% Er /06%)5—0 = €v(p). Para essas tltimas relagoes, ¢ necessdrio considerar
também expansoes adequadas da parte cinética do metamodelo. As formas funcionais sao
dadas em (MARGUERON et al., 2018a). Além disso, é importante destacar que a fungao
u;(z,d), presente na parte potencial, ndo é considerada na determinagao dos coeficientes
Usat,j € Usym,j, OU seja, foi adotado u; = 1 nesse procedimento. Somente apds essa etapa a
funcao foi incorporada ao metamodelo, com o objetivo de corrigir o comportamento em
baixas densidades, conforme a versao ELFc discutida em (MARGUERON et al., 2018a) e

utilizada nesta dissertagao.

A variacao das quantidades termodinamicas do metamodelo em funcao da densidade é

mostrada nas figuras a seguir, utilizando os valores centrais dos intervalos dos parametros
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nucleares empiricos dados por (MARGUERON et al., 2018a)

pPsat = (0,155 4 0,005) fm =2, 3.65
Eo = (—15,84£0,3) MeV, 3.66
Msat _ 75401, 367
m
Koot = (230 £ 20) MeV , 3.68
Qsar = (300 £ 400) MeV 3.69
Zsat = (—500 £ 1000) MeV, 3.7
Amsat _
—

Esym

32 4 2) MeV

60 = 15) MeV
—100 + 100) MeV ,

0 = 400) MeV ,
—500 + 1000) MeV .

(
(
(
(
(
= (= (
0,140,1, (3.71
(
(
(
(
(

5
S
/‘\/‘\/‘\/\/‘\

Epm (MeV)

0 0,5 1 15 2 2.5 3
P/ psat

FIGURA 3.1 — Energia por particula do metamodelo em funcao da razdo p/ps.: para diferentes valores
da fracao de protons y.

Note que a energia por particula do metamodelo, mostrada na Fig. 3.1, apresenta um
minimo em y = 0,5 para p/ps,; = 1, exatamente como esperado, uma vez que o modelo
foi construido para reproduzir a energia de ligacao nesse ponto, igual a —15,8 MeV. Essa
estrutura, por outro lado, é perdida no caso da matéria pura de néutrons, para a qual

y = 0. Note que a pressao se anula exatamente em p/pg; = 1, Fig. 3.2, devido a relagao
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P (MeV/fm®)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
p/Psat

FIGURA 3.2 — Pressdo do metamodelo em funcdo da razdo p/ps.: para diferentes valores da fragado de
prétons y.
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FIGURA 3.3 — Potencial quimico de prétons do metamodelo em funcéo da razao p/psq: para diferentes
valores da fragao de prétons y.

termodinamica prevista em modelos que apresentam um minimo na energia por particula.

Finalmente, veja que fimm (0, 1/2) = tmm.n(p, 1/2) conforme as Egs. (3.59) e (3.60).
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FIGURA 3.4 — Potencial quimico de néutrons do metamodelo em funcao da razao p/ps.+ para diferentes
valores da fragao de prétons y.
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4 Estrelas de neutrons

Em 1932, o néutron foi descoberto por James Chadwick, que comprovou sua existéncia
ao bombardear berilio com particulas «, recebendo o Prémio Nobel de Fisica em 1935.
No ano seguinte, Baade e Zwicky (BAADE; ZWICKY, 1934) propuseram que as supernovas
seriam explosdes estelares que dariam origem a estrelas de néutrons (GLENDENNING,
1996). Décadas depois, Rosenfeld recordou a discussao de 1931 entre Bohr e Landau,
em que este ja sugeria a existéncia de “estrelas estranhas” (YAKOVLEV et al., 2012). A
confirmacao observacional, contudo, sé viria apds a descoberta dos pulsares (HEWISH et

al., 1968).

A hipétese de Baade e Zwicky (BAADE; ZWICKY, 1934) motivou Oppenheimer e Vol-
koff a aplicarem a relatividade geral ao estudo dessas estrelas, formulando as equacoes
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) (OPPENHEIMER; VOLKOFF, 1939), apresentadas
no Apéndice B. Em 1939, eles consideraram uma configuracao composta por gas livre
de néutrons e obtiveram uma massa maxima de cerca de 0,7 M (SCHAFFNER-BIELICH,
2020). Com base nas solugoes aproximadas de Tolman (1939), concluiu-se que forgas re-
pulsivas nao aumentariam esse limite, hipétese hoje superada pela compreensao moderna
das interagoes nucleares. Posteriormente, Woltjer (1964) mostrou que a conservacao do
fluxo magnético durante o colapso de uma estrela poderia gerar campos de 10'2-10'% G
(WOLTJER, 1964). Pouco depois, Pacini (1967) propds que a energia rotacional de uma
estrela de néutrons magnetizada poderia alimentar a radiagao observada (PACINI, 1967).
Em 1967, a estudante Jocelyn Bell, sob a orientacao de Anthony Hewish, detectou pulsos
de radio com periodo de 1,33 s, revelando o primeiro pulsar (SCHAFFNER-BIELICH, 2020).
Essa descoberta confirmou, mais de trinta anos apds as previsoes tedricas, a existéncia

efetiva das estrelas de néutrons.

4.1 Pulsares

Acredita-se que os pulsares sejam estrelas de néutrons em rotacao e fortemente magne-
tizadas. Quando o eixo magnético esta inclinado em relacao ao eixo de rotagao, a radiacao
emitida em torno do eixo magnético varre o espago como um farol. Se a linha de visada da

Terra atravessar esse cone de emissdo, observamos pulsos periddicos de radiacao (GLEN-
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DENNING, 1996). A intensidade e o formato dos pulsos variam de acordo com o angulo
de inclinacao e com as propriedades do campo magnético da estrela. Em alguns casos,
como na Nebulosa do Caranguejo, a emissao se estende do radio até os raios X, embora
a maioria dos pulsares seja observada apenas em frequéncias de rddio (GLENDENNING,
1996).

Desde a descoberta do primeiro pulsar, PSR 1919421, por Hewish e Bell em 1967
(HEWISH et al., 1968), milhares de pulsares foram identificados, incluindo os da Nebulosa do
Caranguejo e de Vela, ambos localizados em remanescentes de supernova (GLENDENNING,
1996). Esses dois objetos, com periodos de 33 ms e 89 ms, respectivamente, confirmaram
que as fontes pulsantes eram de fato estrelas de néutrons, e nao anas brancas. A maioria
dos pulsares conhecidos foi descoberta nas décadas seguintes por radiotelescopios como os
de Arecibo, Jodrell Bank, Molonglo e Green Bank. Ja foram identificados pulsares fora
da Via Lactea, como o PSR 0540—69 na Grande Nuvem de Magalhaes e o PSR 0042—73
na Pequena Nuvem de Magalhdes (GLENDENNING, 1996). Estima-se que, até 2022, cerca

de 3.300 pulsares sejam conhecidos em nossa Galaxia.

Pulsares também foram detectados em sistemas binarios. O mais notavel é o pulsar de
Hulse e Taylor (1974), no sistema PSR 1913416, cuja érbita revelou indiretamente a emis-
sao de ondas gravitacionais. Outro caso importante é o pulsar descoberto por Wolszczan
(WOLSZCZAN, 1991), com periodo de 27,9 ms, e o pulsar de milissegundo PSR 1937421,
descoberto por Backer et al. (1982) (BACKER et al., 1982), com periodo de apenas 1,56 ms,
o primeiro dessa classe. Em 1991, Manchester, Lyne, Robison, D’Amico, Bailes e Lim
(MANCHESTER et al., 1991) confirmaram a presenca de dez pulsares de milissegundo em
aglomerados globulares, ambientes onde a densidade estelar é milhares de vezes maior
que no disco da Galéxia, favorecendo a formacao de sistemas binarios. Pouco depois,
Wolszczan e Frail (WOLSZCZAN; FRAIL, 1992) descobriram planetas orbitando um pulsar
de milissegundo, os primeiros planetas detectados fora do Sistema Solar (GLENDENNING,
1996).

O modelo para explicar os pulsares foi proposto por Pacini (PACINI, 1967) e Gold
(T., 1968), que mostraram que uma estrela de néutrons magnetizada em rotagdo pode
emitir radiagao peridédica estavel. A energia irradiada pelo pulsar do Caranguejo é da
ordem de 10% erg/s, e a energia rotacional armazenada em uma estrela de ~ 10 km e
massa solar pode chegar a 10* erg (GLENDENNING, 1996). Pela conservacao do momento
angular e do fluxo magnético, o colapso estelar intensifica tanto a rotacao quanto o campo
magnético, atingindo valores tipicos de 10*? G. O torque magnético e o vento de particulas
relativisticas produzem uma desaceleracao gradual da rotacao (spin-down) (GOLDREICH;
JULIAN, 1969). Os efeitos do vento e da radiagao de dipolo rotativo sdo observados,
por exemplo, na Nebulosa do Caranguejo, cujos filamentos de gas sao acelerados até

velocidades préoximas de 0,5¢. A luminosidade e a expansao dessa nebulosa inspiraram
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Pacini (PACINT, 1967) a propor que o objeto central é uma estrela de néutrons magnetizada
em rotagao. Segundo as equacoes de Oppenheimer—Volkoff, a densidade de energia ¢é
maxima no centro da estrela e decresce até a superficie, o que implica que o objeto deve
ser eletricamente neutro e composto predominantemente por néutrons (GLENDENNING,
1996). As estrelas de néutrons apresentam densidades centrais da ordem de vérias vezes
a densidade de saturacao da matéria nuclear. Suas camadas externas sao formadas por
elementos pesados, principalmente ferro, produto final das reagoes de fusao no progenitor.
Mesmo em estagios avancados de resfriamento, a temperatura superficial dessas estrelas

permanece elevada quando comparada aos padroes terrestres (GLENDENNING, 1996).

4.2 Teoria envolvida

Estrelas de néutrons sao mantidas coesas principalmente pela gravidade, e nao pela
forca nuclear, embora esta desempenhe papel fundamental na determinacao de suas pro-
priedades internas. A forca nuclear forte é de curto alcance, atuando apenas entre nucleons
vizinhos, enquanto a gravitacao ¢ de longo alcance e age sobre toda a massa-energia do
sistema. Em objetos tao compactos e massivos, a gravidade é, portanto, a forca domi-
nante de ligacdo (GLENDENNING, 1996). Pode-se estimar a energia de ligagao gravita-
cional por nucleon de uma estrela de néutrons tipica (com M =~ 1,4 M, e R ~ 10 km)
Eg/A ~ 3GMmy ~ 150 MeV por nucleon, valor muito superior & energia de ligacdo nu-

5R
clear em densidade de saturacao, que é de cerca de 16 MeV por nucleon. Isso ilustra que

o confinamento gravitacional é centenas de vezes mais intenso que o das forcas nucleares

que mantém os ntcleos atomicos coesos.

Em densidades proximas e acima da densidade de saturacao, a parte repulsiva da
interacao nuclear torna-se dominante. A energia necessaria para comprimir a matéria até
as densidades encontradas no centro das estrelas de néutrons mais massivas é da ordem de
200-300 MeV por nucleon. Dessa forma, a energia total de ligacao gravitacional liquida
de uma estrela préxima ao limite maximo de massa é de aproximadamente 100 MeV por
nucleon, em comparagao com nucleons isolados no infinito. Assim, embora a forca nuclear
atue contra a compressao, ela é a responsavel por definir a equacao de estado da matéria
densa, que por sua vez determina a estrutura e a estabilidade das estrelas de neutrons
(GLENDENNING, 1996).

4.3 Estrutura

A estrutura de uma estrela de néutrons é altamente estratificada, com propriedades

fisicas que variam drasticamente da superficie até o centro. Partindo das regioes mais
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externas, podemos identificar sucessivamente a atmosfera, a crosta, dividida em partes
externa e interna, e o ntcleo, que por sua vez se subdivide em nicleo externo e ntcleo
interno. Cada uma dessas camadas apresenta composicoes, densidades e comportamentos
distintos, mas todas se mantém em equilibrio sob a acao conjunta da gravidade e da
pressao da matéria degenerada (SCHAFFNER-BIELICH, 2020).

e Atmosfera: parte da estrela extremamente fina, cuja espessura varia de milimetros
a centimetros. Assim, sua contribuicao para o raio total da estrela pode ser despre-
zada (SCHAFFNER-BIELICH, 2020). Apesar de ser delgada, a atmosfera determina as
propriedades espectrais observadas, ja que o livre caminho médio dos fétons é menor
que a propria espessura atmosférica. A composicao atmosférica varia conforme a
histéria evolutiva da estrela. Em sistemas binarios, pode ser dominada por hidroge-
nio proveniente da acrecao do material da companheira. Em estrelas isoladas, que
se movem pelo meio interestelar, a atmosfera também tende a ser composta por
hidrogénio. Ja em estrelas recém-formadas, a atmosfera reflete o material fallback
da supernova, rico em elementos pesados (SCHAFFNER-BIELICH, 2020).

e Crosta externa: a crosta externa é bem descrita pelo modelo BPS proposto por
Baym, Pethick e Sutherland (BAYM et al., 1971), no qual se supoe equilibrio £.
Diferentemente das anas-brancas, compostas por hélio ou carbono-oxigénio, as es-
trelas de néutrons contém elementos mais pesados produzidos durante a supernova.
Néutrons podem ser facilmente capturados pelos nucleos, pois nao ha barreira de
Coulomb (SCHAFFNER-BIELICH, 2020). Com o aumento da densidade, a energia
de Fermi dos elétrons torna-se comparavel a energia de ligagao atomica, e a pres-
sao passa a ser dominada pela degenerescéncia eletronica, enquanto a densidade de
energia é dominada pela massa nuclear. Dessa forma, a equagao de estado da crosta
externa ¢ analoga & das anas-brancas (SCHAFFNER-BIELICH, 2020). A medida que
a densidade cresce, torna-se energeticamente favoravel a conversao de prétons e elé-
trons em néutrons. A composicao nuclear muda quando a energia de Fermi dos
elétrons iguala a diferenca de energia entre néutrons e prétons. Para determinar
a configuracao mais estavel em cada densidade, busca-se o nicleo que minimiza a
energia total do sistema, levando em conta a energia de ligagao Ey(A, Z) de cada
espécie nuclear (SCHAFFNER-BIELICH, 2020).

e Crosta interna: a crosta interna inicia-se na densidade de nmeutron drip, cerca de
4x10M" g/cm?, ponto em que néutrons comecam a escapar dos nticleos e formam um
liquido separado. Essa condig¢ao ocorre quando o potencial quimico por barion se
iguala a massa de repouso do néutron. O valor exato da densidade de neutron drip
depende do modelo nuclear, uma vez que pequenas variacoes no potencial nucleénico

afetam significativamente o potencial quimico e, portanto, a densidade correspon-
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dente (SCHAFFNER-BIELICH, 2020). A estrutura da crosta interna é semelhante a
da crosta externa: uma rede de ntcleos imersos em um mar de elétrons e néu-
trons livres. Os néutrons formam um superfluido que rotaciona junto com a estrela
e, durante a rotacao, esse superfluido desenvolve vértices quantizados que carre-
gam o momento angular, permanecendo irrotacional fora dos nticleos dos vortices
(SCHAFFNER-BIELICH, 2020).

e Nicleo externo: no nicleo externo, a estrutura cristalina desaparece e os nicleos
se dissolvem, formando um fluido homogéneo de néutrons com baixa fracao de pré-
tons e elétrons em equilibrio 5. Essa regiao pode ser tratada como bulk matter,
descrita por propriedades macroscépicas continuas, como densidade, temperatura
e pressao (SCHAFFNER-BIELICH, 2020). E nessa regidao que a matéria de néutrons,

propriamente dita, se torna dominante.

e Niucleo interno: o niicleo interno representa a regiao mais profunda e densa da es-
trela de néutrons, onde as densidades podem ultrapassar varias vezes a densidade de
saturagao nuclear. Nessas condigoes extremas, as incertezas sobre a equacao de es-
tado tornam-se significativas. Modelos tedricos baseados na cromodinamica quantica
e em interacoes de muitos corpos preveem que, além de néutrons e prétons, podem
surgir particulas exéticas, como hiperons (A, X, =), condensados de mésons (7~ ou
K™), e possivelmente matéria de quarks desconfinados (GLENDENNING, 1996). A
presenga dessas particulas afeta a rigidez da equacao de estado e, consequentemente,
a massa maxima que a estrela pode sustentar. Assim, o estudo do ntcleo interno
constitui uma das principais ligacoes entre a astrofisica observacional e a fisica das

interacoes fortes em regime de densidade extrema.

No capitulo seguinte, utilizaremos o metamodelo para descrever o nicleo interno das
estrelas de néutrons e, junto com equacgoes especificas para a crosta, construiremos os
diagramas massa-raio a partir da solucao das equagoes de Tolman—Oppenheimer—Volkoff

(TOV), analisando como os parametros nucleares empiricos afetam essas curvas.
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5 Diagramas massa-raio obtidos pelo

metamodelo

Neste capitulo, calculamos os diagramas massa-raio a partir da solucao das equacoes
TOV, dadas nas Egs. (B.9)-(B.10) do Apéndice B, com o objetivo de verificar o efeito dos
parametros nucleares empiricos nessas curvas. Assim como discutido em (MARGUERON et
al., 2018b), deixaremos de fora desta andlise alguns desses parametros, ou seja, fixaremos
em todas as curvas os valores Ey = —158 MeV, psr = 0,155 fm™3, m?,,/m = 0,75
e Am?,/m = 0,1. A razao para mantermos tais quantidades inalteradas é que esses
parametros empiricos sao suficientemente bem conhecidos (caso de Fgy € psar) € tém
um impacto muito pequeno na equacao de estado do metamodelo, conforme mostrado
em (MARGUERON et al., 2018b).

As equacOes para densidade de energia e pressao que servem como input para as
Egs. (B.9)-(B.10) sao dadas da seguinte forma

. 12 (pe)—m2,

.y < Me(Pe) 1 dk 12 (12 2\1/2 1

€ = Ccrosta + mm(pa y) + mp + 47_‘_2 + ﬁ ( + m,u) 9 (5 )
0

4 Mi(/’e)_mi

_p P fe (pe) 1 Al KA (12 2\—1/2 9

P = Lcrosta + mm(p7 y) + Tﬂ_g + ﬁ ( + mu) ) (5 )
0

nas quais os dois ultimos termos sao devidos as contribuicoes dos léptons ao sistema
da matéria estelar: elétrons sem massa e muions de massa m, = 105,7 MeV. O potencial
quimico dos elétrons é uma funcdo da densidade dessas particulas, ou seja, . = (3m2p,)"/3.
As condigoes de neutralidade de cargas e equilibrio quimico que devem ser atendidas na
descrigao das estrelas de néutrons sao dadas por (GLENDENNING, 1996)

Pp(P,Y) — Pe = pu(pe) (5.3)
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Nmm,n(p7 y) - Hmm,n(pa y) = Me(pe)’ (5'4)

com p, = [(u — m2)*?]/(37?) e pu = pe, onde os potenciais quimicos de prétons e
néutrons sao os dados pelo metamodelo nas Egs. (3.59)-(3.60). Para cada densidade
p, essas duas ultimas equacoes sao resolvidas simultaneamente para determinar y e p,,
quantidades entao usadas nas Egs. (5.1)-(5.2). A contribuigdo da crosta estelar, re-
presentada por E.osta € Perosta; € dividida em partes externa e interna. A crosta ex-
terna é descrita pela EOS de Baym-Pethick-Sutherland (BPS) no intervalo de densidades
0,6295 x 107" fm™ < p < 0,199 x 1073 fm™> (Tabela 5 de (BAYM et al, 1971)). A
crosta interna é modelada utilizando a interacdo nuclear de Skyrme SLy4 (CHABANAT
et al., 1998), dentro de uma abordagem de gota liquida compressivel, para o intervalo
de densidades 0,20905 x 1073 fm™3 < p <0,73174 x 107! fm=3 (Tabela 3 de (DOUCHIN;
HAENSEL, 2001)). Finalmente, o nicleo da estrela é representado aqui pelas equagoes do
metamodelo, ou seja, € P, Para o intervalo p > 0,5ps,:. Ressaltamos também que,
precisamos restringir o intervalo de densidades de tal forma que a velocidade do som, dada
por v2 = Jp/de, seja sempre menor que a unidade, j& que o metamodelo descrito aqui é

nao-relativistico.

Comecamos mostrando o efeito da variacao dos parametros isoescalares. Na Fig. 5.1

variamos a incompressibilidade. Note que a variacao de K, no intervalo mostrado nao
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FIGURA 5.1 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizagbes com
diferentes valores de K,,;. Na figura também comparamos os resultados do modelo com os contornos
referentes & andlise NICER-XMM-Newton dos pulsares (i) PSR J00304-0451: contornos laranja (VINCI-
GUERRA et al., 2024), e (ii) PSR J074046620: contorno vermelho sélido (SALMI et al., 2024) e contorno
vermelho tracejado (DITTMANN et al., 2024). Também comparamos os resultados com os dados observa-
cionais relativos ao evento GW170817: contornos azuis (ABBOTT et al., 2018).
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gera muito impacto nos diagramas. Como esperado, a massa maxima produzida pelas pa-

rametrizagoes é maior para valores maiores de K. Lembremos que a incompressibilidade

¢ uma medida do quanto o sistema é incompressivel e, portanto, do quanto pode suportar

a gravidade no caso da estrutura estelar. Na Fig. 5.2, a variacao ¢ feita no parametro (s,

e, finalmente, Z,, ¢é variado na Fig. 5.3.

25

E possivel perceber que, a medida que gy
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FIGURA 5.2 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizacoes com
diferentes valores de Q4. Os dados representados pelos contornos sao os mesmos mostrados na Fig. 5.1.
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FIGURA 5.3 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizacoes com
diferentes valores de Z4,;. Os dados representados pelos contornos sao os mesmos mostrados na Fig. 5.1.

aumenta, a massa maxima também cresce, indicando que a equagao de estado se torna

mais “dura”. Observa-se ainda que, para estrelas com massa superior a aproximadamente
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0,5M), o raio também aumenta. Com relagao a variacao de Zs,;, nota-se que seu impacto

¢ menor do que o causado por Q.. Além disso, observa-se que os efeitos tornam-se

mais pronunciados para estrelas de maiores massas (2 1,25M), em comparac¢ao com o

caso anterior, indicando que esse parametro empirico é mais relevante em densidades mais

altas.

Passamos agora a analisar, nas proximas figuras, o efeito dos parametros empiricos

isovetoriais, comecando por FE,,, cuja variacao ¢ exibida na Fig. 5.4.

A figura mostra
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FIGURA 5.4 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizagdes com
diferentes valores de Egy,. Os dados representados pelos contornos sao os mesmos mostrados na Fig. 5.1.
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FIGURA 5.5 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizacées com
diferentes valores de Lgy,. Os dados representados pelos contornos sao os mesmos mostrados na Fig. 5.1.
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FIGURA 5.6 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizagbes com
diferentes valores de Ky,. Os dados representados pelos contornos sao os mesmos mostrados na Fig. 5.1.

claramente que Ej,,, tem impacto quase nulo nos diagramas, diferentemente do que acon-
tece com a variagao de Ly, € Kgym, de acordo com as Figs. 5.5 e 5.6, respectivamente. E
interessante notar que o maior impacto da variagao de Ly, ¢ observado para massas mais
baixas, que correspondem a densidades centrais mais baixas também, enquanto o impacto
de Ky, ¢ mais significativo em massas maiores. Isso ¢ uma consequéncia da expansao
de Taylor, na qual a construcao do metamodelo estd baseada, ou seja, o impacto dos
parametros empiricos de ordem superior é maior em densidades mais altas, enquanto os
parametros empiricos de ordem inferior sao mais importantes em torno da densidade de
saturagdo (MARGUERON et al., 2018b). Por fim, mostramos nas Figs. 5.7 e 5.8 o impacto
da variagao de Qsym € Zsym. Note que o efeito é bastante semelhante ao observado para
os parametros empiricos correspondentes de mesma ordem no canal isoescalar, Qgat € Zgat -
Em ambos os casos, as correcoes associadas a termos de ordem mais alta da expansao de
Taylor refletem-se principalmente nas regioes de maior densidade, onde as contribuicoes
nao lineares da energia de simetria tornam-se mais relevantes. Observa-se novamente que
a diferenca entre as curvas passa a ser mais evidente para massas estelares maiores ou, de
forma equivalente, para densidades centrais mais elevadas. Esse comportamento é con-
sistente com a natureza hierarquica da expansao: parametros de ordem superior, como
Zsym, influenciam mais fortemente o regime de altas densidades, enquanto os de ordem

inferior, como Qsym, exercem papel dominante em densidades mais baixas.
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FIGURA 5.7 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizacées com
diferentes valores de Qsym. Os dados representados pelos contornos sdo os mesmos mostrados na Fig. 5.1.
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FIGURA 5.8 — Diagramas massa-raio construidos a partir do metamodelo para parametrizagdes com
diferentes valores de Z,y,,. Os dados representados pelos contornos sao os mesmos mostrados na Fig. 5.1.
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6 Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertacao, investigou-se a equagao de estado da matéria nuclear densa a partir
do metamodelo proposto em (MARGUERON et al., 2018a) com o objetivo de compreender
como os parametros empiricos nucleares influenciam o diagrama massa-raio de estrelas de
néutrons. A abordagem adotada permitiu estabelecer uma ponte clara entre a microfisica
nuclear, descrita pelos coeficientes da expansao do metamodelo em torno da densidade de

saturacao, e as grandezas macroscopicas que caracterizam os objetos compactos estudados.

O estudo iniciou-se pela formulacao teérica do gés de Fermi nao interagente, que serviu
de base para a construcao da parte cinética do metamodelo. Em seguida, a inclusao da
parte potencial, expressa como uma série de Taylor no parametro de densidade reduzida,
permitiu reconstruir a energia por particula de forma sistematica e controlada, com coefi-
cientes diretamente relacionados a parametros de bulk da matéria nuclear. Essa estrutura
conferiu ao modelo clareza fisica e flexibilidade numérica, uma vez que cada parametro
pode ser variado independentemente para avaliar seu impacto sobre a equacao de estado
final (EOS). Com a EOS completa do modelo, obtiveram-se pressao e potenciais quimicos
de protons e néutrons. A EOS resultante foi entdao empregada na resolugdo numérica
das equagoes de Tolman—Oppenheimer—Volkoff, permitindo a construcao dos diagramas

massa-raio sob condi¢oes de equilibrio beta e neutralidade de carga.

Os resultados revelaram que os parametros isoescalares controlam a rigidez global da
EOS e, portanto, a massa maxima suportada pela estrela. Em particular, a incompres-
sibilidade K,,; e o parametro de skewness (Q,,; aumentam a massa maxima quando seus
valores crescem, indicando um “endurecimento” da EOS. Por outro lado, os parametros
isovetoriais, especialmente a inclinagao da energia de simetria Ly, e sua curvatura Ky,
exercem influéncia predominante sobre o raio estelar, em especial para massas interme-
diarias (1,0—1,4 My), enquanto os termos de ordem superior (Qsym, Zsym) tornam-se

relevantes apenas em densidades centrais mais elevadas.

A comparacao com os dados observacionais recentes, provenientes das missoes NICER
e da andlise das ondas gravitacionais registradas no evento GW170817, demonstrou que
o metamodelo é capaz de reproduzir curvas massa-raio compativeis com esses vinculos

astrofisicos recentes. Em sintese, o metamodelo mostrou-se uma ferramenta robusta para



CAPITULO 6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS 58

explorar o espago de incertezas da equacao de estado nuclear. Sua estrutura hierdrquica
possibilita investigar de forma controlada o papel de cada parametro empirico e estabe-
lecer conexdes quantitativas entre a fisica nuclear e a astrofisica de objetos compactos.
Trabalhos futuros poderao estender a abordagem aqui desenvolvida para incluir efeitos
de temperatura finita e inclusao de hiperons ou quarks, aprofundando a compreensao da

matéria densa no interior das estrelas de néutrons.
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Apéndice A - Relacoes tuteis

A.1 Derivadas em relagao a p, e p,

Como densidade total e fracao de prétons sao dados, respectivamente, por p = p, + p,

ey = p,/(pp+ pn), as seguintes relagoes sao observadas:

g—p’; ~1, (A.1)
g—p’; —1, (A.3)
(% - —%. (A4)

Tais relacoes permitem convertermos derivadas em relacao a p,,, em derivadas em relacao

apey.

A.2 Calculo da parte potencial do metamodelo

Apresentamos explicitamente algumas derivagoes utilizadas para o calculo da parte
potencial do metamodelo. Sao elas:
d (L1 al 1 al 1
_ i | = ey bl -
o (ZAJJ,!:C> _ZAJj(j—lljx _ZAJ(j—l)!' (A.5)

j=0 J=0

Podemos reescrever os indices como

j—l=i—=j=1i+1, (A.6)
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o que leva a
jmaz =N= imam +1— imam =N-—-1 (A7)

Logo,
d (= 1.\ ~—, 1,
Jj= i=

A derivada da funcao u; em relacao a x ¢ dada por

9u;

5 _ —[N +1— ]] - 3(_31;)N+1—j—16—§(6)(3z+1) + (_Sx)N—i-l—]E(5>3e§(6)(3x+1)
a

= ¢ SOBFVIN +1 — j13(=32)Y 7 + (=32)Y 17 (3¢(9))}

= e SOBFVIN 41 — j13(=32)N — 3u(=32) 17771 (£(6)3)}

= (—3x)N e tOBVIN 1 1 — 513 — 32(£(6)3)}

— 3(=32)V I EOEHDIN {1 j — 306(5)]. (A.9)
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Apéndice B - As equacoes de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

As equacoes de campo da Relatividade Geral, propostas por Einstein, possuem forma
compacta e aparente simplicidade, porém constituem um sistema nao linear em que
espago-tempo e matéria estao acoplados. Em geral, nao existe uma geometria pré-definida
do espago-tempo, e solucoes analiticas em forma fechada sé sao conhecidas para casos al-
tamente simétricos, como a métrica de Schwarzschild (exterior de uma estrela esférica

estatica) e a métrica de Kerr (buraco negro em rotagao) (GLENDENNING, 1996).

Para descrever a estrutura de uma estrela estatica e esfericamente simétrica, consi-
deramos as equagoes de Tolman—Oppenheimer—Volkoff (TOV). No exterior da estrela,
o tensor energia-momento ¢ nulo, e as equacoes de Einstein se reduzem as de vacuo,
G, = 0 = R,, = 0. No interior, porém, o campo gravitacional ¢ gerado pela prépria

densidade de energia e pressao do fluido estelar (GLENDENNING, 1996).

Adotamos uma métrica estdtica e esfericamente simétrica na forma
ds® = > at? — ) dr? — 12 (d6* + sin® 0 d¢?), (B.1)

onde v(r) e A(r) sao fungoes a serem determinadas a partir das equagoes de Einstein.

O tensor energia-momento de um fluido perfeito é
T, = (e +p) uuy, — pdy, (B-2)

sendo ¢ a densidade de energia, p a pressao e u* o quadrivetor velocidade do fluido. No

caso estatico, u* = (e7,0,0,0).

As equagoes de Einstein,

G", = 8xGT",, (B.3)
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aplicadas a métrica acima fornecem as componentes independentes:

2\ 1 1

e < ro ﬁ) + o5 =8nGe(r), (B4)
20 1 1

e ( —t ﬁ) ~ 5 = —8Gp), B9

V=N
r

e (V” + 2 =NV + > = —87G p(r). (B.6)

Definindo a fungao massa m(r) como

m(r) = 4m /OT e(r') 1" di (B.7)

a componente g, da métrica pode ser reescrita como

2
e =1 - GT(T). (B.8)

Com essas defini¢oes e adotando unidades naturais (G = ¢ = 1), obtemos as equagoes

diferenciais que descrevem o equilibrio hidrostético relativistico:

dp  [e(r) +p(r)] [m(r) + 47rp(r)]

dr rr—2m(r)] ’ (B.9)
dm 9
W = 471'7" E(T). (B]‘O)

Essas sao as equagoes de Tolman—Oppenheimer—Volkoff (TOV). Elas determinam, para
uma dada equagao de estado p(g), a estrutura radial de uma estrela de néutrons estatica
e esfericamente simétrica. O raio R é definido pela condigao de fronteira p(R) = 0, e a
massa gravitacional total é M = m(R) (GLENDENNING, 1996).
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